Exercices de Michel Quercia 



Les exercices suivants ont ete recueillis par mes etudiants (Maths-Sup, puis Maths-Spe) aux oraux des concours 
d’ entree aux grandes ecoles. Ils sont classes par themes correspondant grosso-modo aux differents chapitres des 
programmes de Maths des CPGE, mais certains exercices anciens sont toutefois devenus hors programme. Pour 
la plupart, les exercices sont accompagnes d’une solution plus ou moins succinte allant de la simple reponse au 
calcul demande a une redaction complete pour les questions non immediates. 
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Premiere partie 

Algebre generate 

1 Applications 

Exercice 2889 Images directes et reciproques 
Soit / : E — >• F une application, A, A' C E et B,B' C F. 

1. Simplifier f(f~ l 2 (/(A))) et f~ 1 (f{f~ 1 (B))). 

2. Montrer que /(An/ -1 (B)) = f{A)C\B. 

3. Comparer /(A AA') et /(A) A/(A'). 

4. Comparer / _1 (BAB') et/ -1 (B) A/ -1 (B'). 

5. A quelle condition sur / a-t-on : V A C E, f(E \A) = F\f(A ) ? 

[002889] 


Exercice 2890 (lnA,ln5) 

Soit E un ensemble, et A,B deux parties fixees de E. Soit 0 : &(E) — » £P(A) x £P(B),X ( X nA,lnB). 

1. Qu’est-ce que 0(0) ? 0(E\ (AUB)) ? 

2. A quelle condition sur A et B, 0 est-elle injective ? 

3. Est-ce que le couple (0,B) possede un antecedent par 0 ? 

4. A quelle condition sur A et B, 0 est-elle surjective ? 

[002890] 


Exercice 2891 Partie stable par une application 

Soit / : E — »• E. Pour n € N*, on note /" = / o / o • • • o / , et /° = id^. 

' v ' 

n fois 

Soit A C E, A„ = /"(A), et B = U, )6 nA,. 

1. Montrer que /(B) C B. 

2. Montrer que B est la plus petite partie de E stable par / et contenant A. 

[002891] 


Exercice 2892 Factorisation d’une application 

1. Soit / : F — » E et g : G — » E deux applications. Montrer qu’il existe une application h.G^rF telle que 
g = f oh si et seulement si : g(G) C f(F). 

A quelle condition h est-elle unique ? 

2. Soit / : E — » F et g : E — >• G deux applications. Montrer qu’il existe une application h : F -* G telle que 
8 = h o / si et seulement si : V x,y G E, (f(x) = f(y ) => g(x) = g(y)) . 

A quelle condition h est-elle unique ? 
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[002892] 


Exercice 2893 Proprietes des applications A^f{A)etB^f~\B) 

Soit f :E F. On considere les applications 

et *¥ : &>(F) -)• i-> 


Montrer que : 

1) / est injective est injective 'P est surjective. [002893] 

2) / est surjective <P est surjective 'P est injective. 


Exercice 2894 <p i— >/o<pet<pi-£<po/ 

Soit / : E F une application, et G un troisieme ensemble ayant au moms deux elements. On constant deux 
nouvelles applications : 


/* :E G ^F G ,(p^fo(p et f*G F -+G E ,(p^(pof 


Montrer que : 

1. / est injective /* est injective /* est surjective. 

2. / est surjective /* est surjective /* est injective. 

[002894] 


Exercice 2895 

f g h 

[ho go f , go f o h injectives et folio g surjective] Soient E — > F — »• G — > E trois applications telles que hogof 
et go foh sont injectives et folio g est surjective. Montrer que /, g, h sont bijectives. [002895] 


Exercice 2896 Parties saturees pour la relation d’ equivalence associee a / 

Soit / :E — »• F une application, et y = {X C E tq Z" 1 (/(X)) = X}. 

1. Pour Ac E, montrer que /“ 1 (/(A)) £ 5? . 

2. Montrer que y est stable par intersection et reunion. 

3. Soient X £ y et A C E tels que X HA = 0. Montrer que Xn/ _1 (/(A)) = 0. 

4. Soient X et F £ y. Montrer que X et Y \X appartienent a y . 

5. Montrer que l’application y — > &(f(E)),A 1 — > f(A) est une bijection. 

[002896] 


Exercice 2897 Conjugaison 


Soit E un ensemble et / : E — > E bijective. 

La conjugaison par / est l'application <Pf : E e E e ,( j) fo(j)of 1 

1. Montrer que ta, est une bijection de E e . 

2. Simplifier <&f o <J> ? . 

3. Simplifier <J>y(0) o<J)y(i^). 

4. Soient J? , y, les sous-ensembles de E e constitues des injections et des surjections. Montrer que J? et 
y sont invariants par ( P t . 


5. 


Lorsque (j) est bijective, qu’est-ce que 



? 
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[002897] 


Exercice 2898 Ensembles equipotents 

E est moins puissant que F s’il existe une injection / : E — y F 

Soient E,F deux ensembles. On ditque : E est plus puissant que F s’il existe une surjection f:E^F 

E et F sont equipotents s’il existe une bijection /: E^F. 

1. Demontrer que : (E est moins puissant que F) (F est plus puissant que E). 

2. Montrer que N, N*, { n e N tq n est divisible par 3}, et Z sont deux a deux equipotents. 

3. Demontrer que E est moins puissant que &(E). 

4. Soit / : E ZP(E) quelconque et A = {x S E tq x ^ f(x)}. Prouver que A ^ f(E). 

5. Est-ce que E et &(E) peuvent etre equipotents ? 

6. Soit G un troisieme ensemble. Si E est moins puissant que F, demontrer que E° est moins puissant 
que F G . 


[002898] 


Exercice 2899 Affirmations 

Soit / : E — »• F. Que pensez-vous des affirmations suivantes ? 

1. VxeE V y € F f{x)=y. 

2. V x 6 E 3 y G F tel que f(x) = v. 

3. 3x£ E tel que V y G F f(x) = y. 

4. 3 x € E tel que 3 y e F tel que f(x) = y. 

5. V y e F \/x€E f{x)=y. 

6. V y 6 F 3x £ E tel que f(x) = v. 

7. 3 y G F tel que V x €E E f(x) = v. 

8. 3 y E F tel que 3 x E E tel que f(x) = y. 


[002899] 


2 Coefficients du binome 


Exercice 2900 Calcul de sommes 


CalculerELo^etELoilr- 

Correction ▼ 

[002900] 

Exercice 2901 Calcul de sommes 

Soient n,p G N* avec n ^ p. 

1. Verifier que C^Cj’ = CnC k n Z p p pour p Z k ^ n. 

2. CalculerELo(-l)^. 

3. En deduire Y!k=o(~^) k ^n^ P = 0 si p < n. 

Correction T 

[002901] 

Exercice 2902 Calcul de sommes 

Soient n,p e N* . Simplifier Ef = o (~ 

Correction T 

[002902] 


Exercice 2903 Sommes de cardinaux 

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Calculer £ Ac£ Card(A), Y,a.rc_e Card (A (IB), Y.a,bce Card (A US). 

Correction Y [002903] 


Exercice 2904 Sommes d’entiers 

Soit n G N. Calculer ^ ij et ^ ijk. 

i+ j—n i-f- j+k=n 

Correction ▼ [002904] 


Exercice 2905 Combinaisons avec repetitions 

Soient n,p G N. On note le nombre de n-uplets (jti, . . . ,x„) G N' ! tels que x\-\ \-x„ = p. 

1. Determiner rj), r*, T". 

2. Demontrer que r^j =r^ +1 +rf +1 (on classera les (n + I )-uplcts tels que x\ H \-x n +\ = p + 1 suivant 

que x\ = 0 ou non). 

3. En deduire que = C^ + l . 

Correction T [002905] 


Exercice 2906 Sommes de coefficients du binome 

Soient n,p G N. Montrer que YH=o Cp+k = Cp+n+v [002906] 


Exercice 2907 C„ maximal 

Soit n G N fixe. Determiner pour quelle valeur de p le nombre Cj’, est maximal (on etudiera le rapport C„ 1 ). 

Correction T [002907] 


Exercice 2908 Parite de C„ 

Soit p G N*, et n = 2 P . 

1. Soit k G {I ..... n — 1} . Verifier que kC^ = nC k n Z { - 

2. En deduire que : V k G { 1 , . . . , n — 1}, C* est pair. 

3. En deduire que : V k G {0, . . . ,n — 1}, C k n _ } est impair. 

[002908] 


Exercice 2909 Formule de Vandermonde 

Soient a.b.c G N. Demontrer que ££_ () C k C c b ~ k = C c a+b . . . 

1. En calculant de deux manieres (1 +x) a (l +x) b . 

2. En cherchant le nombre de parties de cardinal c dans E U F, oil E et F sont des ensembles disjoints de 
cardinaux a et b. 

3. Application : Soient n.p.q G N. Montrer que Y.l_o C k C„ +k = 

[002909] 


Exercice 2910 Formule d’inversion 

Soit (x„) une suite de reels. On pose y n = L/Lo^n-V- Montrer que {—\) n x n = £)'_ 0 (— 1 ) k C k y>k. [002910] 


Exercice 2911 Suite de Fibonacci 

Soit u n = C%_ P - Montrer que uq = u\ = 1 et : V n G N, u n+ 2 = u n+ \ + u n ( suite de Fibonacci). [ 002911 ] 
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3 Ensembles finis 


Exercice 2912 Permutations 

Combien y a-t-il de bijections / de {1 , . . . , 12} dans lui-meme possedant : 

1. la propriete : n est pair => fin) est pair ? 

2. la propriete : n est divisible par 3 => f(n) est divisible par 3 ? 

3. ces deux proprietes a la fois ? 

4. Reprendre les questions precedentes en rempla9ant bijection par application. 

Correction ▼ Video ■ [002912] 


Exercice 2913 Permutations de couples 

On doit placer autour d’une table ronde un groupe de 2 n personnes, n homrnes et n femmes, qui constituent n 
couples. Combien existe-t-il de dispositions . . . 

1 . au total ? 

2. en respectant l’alternance des sexes ? 

3. sans separer les couples ? 

4. en remplissant les deux conditions precedentes ? 

Correction ▼ [002913] 


Exercice 2914 Nombre d’operations 

1. Combien existe-t-il d’operations internes sur un ensemble a n elements ? 

2. Combien sont commutatives ? 

3. Combien ont un element neutre ? 

4. Combien sont commutatives et ont un element neutre ? 

Correction ▼ [002914] 


Exercice 2915 Formule du crible 
Soient A\ , . . . ,A„ n ensembles finis. 

1. (a) Calculer Card (Ai UA2 UA3) et Card (Ai UA2 U A3 UA4). 

(b) Suggerer une formule pour Card (A\ U • • • UA n ). 

{ 1 si x G A ' 

1 

0 sinon. 

(a) Soient x\,...,x n £l. Developper completement p = (1 — jq) x ■ ■ • x (1 —x n ). 

(b) En considerant la somme Ex eE ( 1 — f\ (x)) ... (1 — f n (x)), demontrer la formule lb. 

3. Applications : 

(a) Determiner le nombre d’ applications / : { 1 , . . . , p} — > { 1 , . . . , n} non surjectives. 

(b) Determiner le nombre de permutations d’un ensemble a n elements ayant au moins un point fixe. 

Correction ▼ [002915] 


Exercice 2916 Inegalites pour la formule du crible 
Soient Ai, . . . ,A„ n ensembles finis, et E = (J”=i A,-. 

1. Montrer que Card (E) A E?=i Card (A,). Cas d’egalite ? 

2. Montrer que Card (E) Ai £' ! =1 Card (A,) — Et ^i<j^n Card (A,- Cl Aj). Cas d’egalite ? 
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Correction T 


[002916] 


Exercice 2917 Couples (A, B) tels que A U B = £ 

Soit £ un ensemble fini a n elements, et t§ = {(A.B) E (&(E)) * 1 2 3 4 tq AUB = E}. Chercher card(<^). 

Correction T [002917] 


Exercice 2918 Parties ne contenant pas d’elements consecutifs 

1 . Quel est le nombre de parties a p elements de { 1 , . . . , n} ne contenant pas d’elements consecutifs ? 

2. Soit t n le nombre de parties de { I , n) de cardinal quelconque sans elements consecutifs. 

(a) Montrer que t n+2 = t n+l +t n , t 2n+ 1 = t 2 + t 2 _ v et t 2n = t 2 -t 2 _ 2 . 

(b) Calculer / 50 . 

Indication T Correction T [002918] 


Exercice 2919 Nombre de relations d’equivalence 

Soit R n le nombre de relations d’equivalence sur un ensemble a n elements. 

1 . Trouver une relation de recurrence entre R n et les R/ ( , k <n 

(fixer un element, et raisonner sur la classe d’equivalence de cet element). 

2. Calculer R„ pour n ^ 6. 

Correction ▼ [002919] 


Exercice 2920 Equivalence entre fonctions 

Soient £,£, deux ensembles non vides. On definit deux relations sur X = F E par : 

/ ~ g 3 0 : F — > F bijective tq g = 0 o /, 

/ = g (V e E, f(x) = f(y) g(x) = g(y )) . 

1. Montrer que ce sont des relations d’equivalence. 

2. Montrer que / ~ g => f = g- 

3. On suppose / = g. Montrer que / ~ g dans les cas suivants : 

(a) F est fini et / est surjective. 

(b) F est fini et / est quelconque. 

(c) E est fini. 

4. Chercher un contrexemple pour E = F = N. 

[002920] 


Exercice 2921 Tres bon ordre 

Soit E un ensemble ordonne dans lequel toute partie non vide possede un plus grand et un plus petit element. 
Montrer que E est totalement ordonne et fini. [ 002921 ] 


Exercice 2922 Element maximal 

Soit E un ensemble ordonne. Un element a £ £ est dit maximal s’il n’existe pas de b £ E tq b > a. 

1. Si E est totalement ordonne, montrer que : maximal maximum. 

2. £ = {1,2, 3, 4, 5, 6} ordonne par la divisibilite. Chercher les elements maximaux. 

3. Si £ est fini, montrer qu’il existe un element maximal. 

4. Si £ est fini et n’a qu’un seul element maximal, montrer que cet element est maximum. 
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[002922] 


Exercice 2923 Nombres de Catalan 

Soient x \ , . . . ,x n n reels. Pour calculer la somme jci H \-x n , on place des parentheses de faqon a n’ avoir que 

des additions de deux nombres a effectuer. Soit t n le nombre de manieres de placer les parentheses (on pose 
h = 1). 

1 . Determiner <2 > ?3 j <4 • 

2. Trouver une relation de recurrence entre t n et t \ , . . . , t n -\. 

Correction T 

[002923] 

4 Nombres complexes 


Exercice 2924 J^Zi + Zj 


1. Soient u,v G C. Montrer que \u + v + \u — v| ^ \u\ + v , et determiner les cas d’egalite. 

2. Soient zi,Z 2 ,Z 3 ,Z 4 G C. Montrer que \zk\ ^ iLi Le=k + 1 kk+ze \- 


Correction T 

[002924] 

Exercice 2925 Equations affines 

1 . Montrer que toute droite du plan admet pour equation complexe : az + uz = b avec a € C* 

2. Soient a, b, c G C, a, b non tous deux nuls. Discuter la nature de E = {z G C tq az + bz = c 

,b G M. 

}• 

Correction T 

[002925] 

Exercice 2926 Transformation homographique 

Soit / : C \ { / } — ^ C \ { 1 } , z 1 — >- 

1. Montrer que / est bijective. 

2. Determiner /(M), /( U \ {/}), /(® \ {/}). 

Correction ▼ 

[002926] 

Exercice 2927 

Soient a, b G U distincts et z G C. On note u = z+ab a z _^' b ■ Montrer que u 2 G M. 

Correction T 

[002927] 

Exercice 2928 Triangle equilateral 

Soient a,Zj,c G C distincts. Montrer que les propositions suivantes sont equivalentes : 

1. {a.b.c} est un triangle equilateral. 

2. j ou j 2 est racine de az 2 + bz + c = 0. 

3. a 2 + b 2 + c 2 = ab + ac + bc. 

4- - 1 !- + 7T- + — = 0. 

a—b b—c c—a 

[002928] 

Exercice 2929 Sommcts d'un carrc 


Soient ci,b,c, d G C tels que 


a + ib = c + id 
a + c =b + d. 
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[002929] 


Que pouvez-vous dire des points d’affixes a,b,c,dl 

En deduire qu’il existe z £ C tel que (z. — a) 4 = {z — b ) 4 = {z — c ) 4 = (z — d) 4 . 

Correction ▼ 


Exercice 2930 Configuration de points 
Determiner les nombres z £ C tels que . . . 

1. z,z 2 ,z 4 sont alignes. 

2. 1 ,z,z 2 foment un triangle rectangle. 

3. z, —i sont alignes. 

Correction Y [002930] 


Exercice 2931 a + b + c = 1 


Trouver a, b, c £ HJ tels que 

Correction ▼ 


Cl + b + C = 1 

abc = 1 . 


[002931] 


Exercice 2932 u + v + w = 0 

Soient u,v. w trois complexes unitaires tels que u + v + w = 0. Montrer que u = jv = j 2 w ou u = jw = j 2 v. 

[002932] 


Exercice 2933 z + 1/z = 2 

Trouver les complexes z£C* tels que \z + \ \ =2. 

Correction ▼ [002933] 


Exercice 2934 Symetrique par rapport a une droite 

Les points A.B,M ayant pour affixes a.b.z, calculer l’affixe du symetrique de M par rapport a la droite (AB). 

Correction T [002934] 


Exercice 2935 Orthocentre 

Soient a,b,c,d € C deux a deux distincts. Montrer que si deux des rapports sont imaginaires 

purs, alors le troisieme Test aussi. 

Correction ▼ [002935] 


Exercice 2936 Similitudes dans un triangle 

On donne un triangle ABC, un reel positif k et un angle 9. On note Sm la similitude directe de centre M, de 
rapport k et d’angle 9. Soit Ci deduit de C par Sa, B\ deduit de B par Sc, A\ deduit de A par .S'/;. Montrer que 
les deux triangles ABC et A i B\C\ ont meme centre de gravite. [ 002936 ] 


Exercice 2937 Centre du cercle circonscrit 

Soient a.b. c £ C, affixes de points A,B,C non alignes. Calculer l’affixe du centre du cercle circonscrit a ABC 
en fonction de a, b, c. 

Correction T [002937] 


Exercice 2938 Sphere de M 3 

Soient u,v £ C tels que u + v ^ 0. On posex = y = z = 
1. CNS sur u et v pour que x,y,z soient reels ? 
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2. On suppose cette condition realisee. Montrer que le point M(x,y,z ) dans l’espace appartient a la sphere 
de centre O et de rayon 1 . 

3. A-t-on ainsi tous les points de cette sphere ? 

Correction ▼ [002938] 


Exercice 2939 Racines de 1’ unite 
Resoudre : 

1. (z+l)" = (z-l)". 

2. (z+l)»=z' ! = l. 

3. z 4 -z 3 + z 2 -z + l =0. 

4. 1 +2z + 2z 2 H l-2z n ~ 1 +z n = 0. 

c / l+ix \ n 1+ftana 

‘ VI— ix) 1— /tana’ 

6. x = x n -\ 

(^) 3 + ( Sl ) 3 = 0 - 

Correction Y [002939] 


Exercice 2940 Sommes sur les racines de 1’ unite 
Soit co = exp Calculer : 

i- r k Zo(i+<» k ) n - 

9 v'd-l r'ft-l 

z - Lk = o l*i=k w 

Correction ▼ [002940] 


Exercice 2941 Somme des puissances /; -ernes des racines de 1’ unite 
Soient n,p £ N* et U„ le groupe des racines n-emes de 1. 

1. Calculer £ veUn xC 

2. Soit P un polynome a coefficients complexes de degre inferieur ou egal a n — 1 et M = max{|R(x) | , x £ 
U„ } . Montrer que tous les coefficients de P sont homes par M. 

Correction Y [002941] 


Exercice 2942 £ (D lr 

Soient n £ N*, CO = e 1,n ! n et Z = YXZ o ■ On demande de calculer |Z| 2 . Pour cela . . . 

1. Ecrire |Z| 2 comme une somme double. 

2. Regrouper les termes diagonalement en tenant compte de la periodicite de la fonction k i— o) k . 

3. Terminer le calcul. 

Correction Y [002942] 


Exercice 2943 e 2,,r / 7 

Soit z = exp ^ et 11 = z + z 2 +z 4 , v = z 3 +z 5 +z 6 - 

1. Calculer u + v et a 1 . 

2. En deduire sin ^ + sin ^ + sin ^ . 

Correction Y [002943] 


Exercice 2944 Calcul de produit 
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Simplifier x = Yip = 2 en utilisant 1 ,j,j 2 . 

Correction Y [002944] 


Exercice 2945 Position des racines carrees 

Soit z G C et p,q ses racines carrees. A quelle condition z, p.q forment-ils un triangle rectangle en z ? 

Correction Y [002945] 


Exercice 2946 Equations du second degre 
Resoudre dans C : z 4 — (5 — 14z)z 2 — 2(5 i + 12) = 0. 

Correction Y [002946] 


Exercice 2947 Ensi P 9 1 

Resoudre dans C : z 4 + 6 z 3 + 9z 2 + 100 = 0. 

Correction ▼ [002947] 


Exercice 2948 

Comment faut-il choisir m 6 C pour que l’equation : z 2 — (2 + im)z — (1 + im) = 0 admette deux racines imagi- 
naires conjuguees ? 

Correction ▼ [002948] 


Exercice 2949 

1. Soient n,v G C. Verifier que 

2 

2. Soient a, (5 € C. CNS pour que les racines de z~ + otz + /3 =0 aient meme module ? 

Correction T [002949] 



— 4|wv| 


Exercice 2950 Moyennes geometrique et arithmetique 

1. Soient u,v 6 C. Montrer que \u + v| 2 + \u — v| 2 = 2|zz| 2 + 2|v| 2 . 

2. Soient a, (5 £ C, m = et fi une racine carree de a/3. Montrer que |a| + |j8| = |/n + ju| + \m — ju|. 

Correction ▼ [002950] 


Exercice 2951 Somme de coefficients binomiaux 

A l’aide de formules du binome, simplifier : 

i y^[ ,! /3] /->3 k 
Lk = o ■ 

2- it 7 ? Cf (-3)*. 

3- ELo^cos(^). 

4. E£ =0 C*sin((fc+l)e). 

5. cosfl + C,j cos(a + b)+ C 2 cos(a + 2b) H 1- C” cos (a + nb). 

Correction T [002951] 


Exercice 2952 Sommes trigonometriques 
Simplifier : 

1. E5? =0 kcos(k9). 
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[002952] 


2. EJU sin 3 (kd). 


Correction ▼ 


Exercice 2953 Equation trigonometrique 

Soit fl£l. Resoudre : 

J cos(a) +cos(a+.r) +cos(a + y) = 0 
[ sin(fl) + sin(a +x) + sin(a +y) = 0. 


Correction Y 

[002953] 

Exercice 2954 £cos 2p (x + ^7i/2 p) 

Soit 0 gR. 

1. Simplifier cos 4 0 + cos 4 (0 + f ) +cos 4 (0 + +cos 4 (0 + ^). 

2. Simplifier cos 6 0 + cos 6 ( 0 + | ) H f cos 6 (0 + ^? ) . 

3. Simplifier cos 2p 0 + cos 277 ^0 + ^ 4 f cos 2p ^0 + . 

Correction ▼ 

[002954] 

Exercice 2955 £cos(Xv) / cos.* 1 ' = 0 

Resoudre : cos( f } = 0. 

cos K x 

Correction T 

[002955] 

Exercice 2956 k cos(ka) = 0 

Resoudre en x : x n + C^x" 1 cos a H b C” cos (/jo: ) =0. 

Correction V 

[002956] 

Exercice 2957 £2 A /cos0 . . ,cos(2 *0) 

Simplifier 

« 1 

2^ cos 0 cos 20 cos 40 . . ,cos2*~ 1 0 


Correction Y 

[002957] 

Exercice 2958 Calcul de tan(rac) 

Soit n SN, etiGl. Exprimer tan (nx) en fonction de tanx 

Correction ▼ 

[002958] 

Exercice 2959 z = (1 + ia)/(l — id) 

Soit z E HJ. Peut-on trouver a E M tel que z = ? 

Correction ▼ 

[002959] 

5 Operations 


Exercice 2960 x + y — xy 



1. Sur E = [0, 1], on definit 1’ operation : x*y = x+y — xy. Verifier que * est interne, et etudier ses proprietes 
(commutativite, associativite, element neutre, elements symetrisables, elements reguliers). 
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2. Memes questions avec E =] — °o, 1 [. 


Correction T [002960] 


Exercice 2961 x i-)- axa surjective 


Soit * une operation associative sur E, et a G E tel que 1' application!? — > E,x>- > a*x* a soit surjective. 
Montrer qu’il existe un element neutre, et que a est symetrisable. 

Correction ▼ [002961] 


Exercice 2962 Operation induite sur les parties 

Soit * une operation sur E. Pour A, B C E , on pose A * B = {a * b tq a G A, b G B} 


1. Etudier les proprietes de * sur f^(E) en fonction de cedes de * sur E (commutativite, associativite, 
element neutre, elements symetrisables). 

2. Est-ce que * est distributive par rapport all? 

Correction ▼ [002962] 


Exercice 2963 Loi sur 1? 


On definit P operation dans Z 2 : (a,b) * (a' ,b') = (aa! ,ab' + b). 

1 . Etudier les proprietes de cette operation. 

2. Pour z G Z, on pose f a .b{z) =az + b. 

Montrer que 0 : Z 2 — > Z z , (a, b) ^ f a j, est un moiphisme pour * et o. 

3. Est-ce un isomorphisme ? 

Correction ▼ 

[002963] 

Exercice 2964 Composition de relations 



Soit E un ensemble, et & l’ensemble des relations binaires sur E. Pour R,S S & , on definit la relation R*S 
par : 

x(R * S)y 3 z e E tq xRz et zSy. 

A toute fonction / : E — > E, on associe la relation : yR/x y = f(x). 

1 . Montrer que * est associative, mais non commutative en general. 

2. Simplifier Rf*R g . 

3. Est-ce que * admet un element neutre ? 

[002964] 


6 Groupes 

Exercice 2965 Groupe produit 


Soient G,H deux groupes multiplicatifs. On munit G x El de Poperation : 

V g,^ G G, V h,hl G H, (, g,h ) • (g',h') = (gg'jiti). 

Montrer que • definit une loi de groupe sur G xH. 

[002965] 

Exercice 2966 Essai de tables 

Les operations suivantes sont-elles des lois de groupe ? 
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1 . 



a 

b 

c 

a 

a 

a 

a 

b 

a 

b 

b 

c 

a 

b 

c 



a 

b 

c 

a 

b 

c 

a 

b 

c 

a 

b 

c 

a 

b 

c 



a 

b 

c 

d 

a 

a 

b 

c 

d 

b 

b 

a 

d 

c 

c 

d 

c 

b 

a 

d 

c 

d 

a 

b 


Correction ▼ [002966] 


Exercice 2967 Translations surjectives 

Soit G un ensemble non vide muni d’une operation interne • associative telle que : 

V a, b E G, 3 x,y <EGtqa=x-b = b-y. 

Montrer que (G, •) est un groupe. [002967] 


Exercice 2968 Transport de structure 

Soit G un groupe multiplicatif, E un ensemble, et (j) : G — > E une bijection. 

On definit une operation * sur E par : 

V x,y € E , x-ky = <p(j>-\x)ty-\y)y 

Montrer que * est une loi de groupe et que les groupes G et E sont isomorphes. [002968] 


Exercice 2969 Transport de structure 

Pour tout x,y E M, on pose x*y = x\J 1 + y 2 +yV 1 +x 2 . 

1 . Verifier que \J 1 + (x*y) 2 = \/\ +x 2 \/ 1 +y 2 +xy. 

2. Montrer que (M,*) est un groupe. 

3. Montrer que Papplication sh est un isomorphisme entre (M, +) et (M, *). 

[002969] 


Exercice 2970 Transport de structure 

Pour tout x.y G M, on pose x*y = y/x 3 + j 3 . Montrer que (M,*) est un groupe isomorphe a (M, +). [002970] 


Exercice 2971 Loi associative reguliere 

Soit E un ensemble fini muni d’une operation interne * associative pour laquelle tout element est regulier a 
droite et a gauche. Montrer que E est un groupe. [002971] 


Exercice 2972 Partie finie stable par produit 
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Soit G un groupe multiplicatif et H une partie finie de G non vide, stable par multiplication. Montrer que H est 
un sous-groupe de G. [ 002972 ] 


Exercice 2973 Centre d’un groupe et commutant 

Soit G un groupe multiplicatif. On note Z(G) = {a £ G tq V b £ G, on a ab = ha } ( centre de G ), et pour a £ G : 
C(a) = {b E G tq ab = ba } ( commutant de a). 

Montrer que Z(G) et C{a) sont des sous-groupes de G. [ 002973 ] 


Exercice 2974 Loi A 

Soit E un ensemble et G = hP(E). 

1. Montrer que (G, A) est un groupe commutatif. 

, [x 6 si adX 

2. Pour a £ E, on note (h a : G — » Z/2Z definie par < 

[X lsi a eX 

Montrer que (j) a est un morphisme de groupes. 

3. On prend E = { 1 et on note 

4> : G-> (Z/2Z)", 

Montrer que est un isomorphisme de groupes. 

[002974] 


Exercice 2975 Sous-groupes emboites 

Soit G un groupe additif, et H, K, L trois sous-groupes de G verifiant : H C K, H DL = KDL, H + L = K + L. 
Demontrer que H = K. [002975] 


Exercice 2976 Card (. HK ) 

Soit G un groupe fini et H .K deux sous-groupes de G. On considere l’application (/) : El x K G, (h.k) 1-7 lik 

1. Est-ce que 0 est un morphisme de groupes ? 

2. Soit z & HK, z = boko avec ho € H et &o G K. 

Montrer que les antecedents de z par 0 sont les couples (hot.b ] ko) avec t £ H HK. 

3. En deduire que : Card (HK) Card (H n K) = Card (H) Card (K). 

4. Montrer que : (HK est un sous-groupe de G) (HK C KH) (HK = KH). 

[002976] 


Exercice 2977 Groupe des automorphismes 

Soit G un groupe multiplicatif. On note Aut(G) 1’ ensemble des isomorphismes 0 : G — > G. 

1. Montrer que Aut(G) est un groupe pour la loi o. 

2. Determiner Aut(Z). 

3. Pour a £ G on note : G — > G,x ^ axa~ l 

Montrer que (j) a £ Aut(G), et que l’application a ^ (j) a est un morphisme de groupes. 

[002977] 


Exercice 2978 Sous-groupes d’un groupe cyclique 
Soit n £ N* et G = Z/ nZ. Soit fc£Zetrf = &A«. 

1. Determiner l’ordre de k dans G. 
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2. Montrer que k ct d engendrent le meme sous-groupe de G. 

3. Quels sont tous les sous-groupes de G ? 

[002978] 


Exercice 2979 Images directes et reciproques 

Soit G un groupe additif et / : G — > G' un morphisme de groupes. 

1. Montrer que pour tout sous-groupe H de G on a : f 1 (/(//)) = H + Kerf. 

2. Montrer que pour tout sous-groupe H' de G' on a : /(/ _1 (//')) = H' n Im /. 

[002979] 


Exercice 2980 Morphismes entre deux groupes cycliques 

Soit G un groupe cyclique engendre par a d’ordre n, G' un deuxieme groupe, et a' £ G' . 

Montrer qu’il existe un moiphisme <p : G — > G' tel que (j) (a) = a' si et seulement si a! est d’ordre fini divisant n. 
Application : determiner tous les morphismes : Z jnL -» Z, TLjnTL — y C*, Z/nZ — y "L/pL. [002980] 


Exercice 2981 Morphismes de Q additif 
Determiner tous les morphismes de 
1- (Qj +) dans (Q, +). 

2. (Q,+) dans (Z,+). 

3. (Q,+) dans (Q*, x). 

Correction ▼ [002981] 


Exercice 2982 Sous groupes finis de C* 

Determiner tous les sous-groupes finis de (C*, x). [002982] 


Exercice 2983 Ordre d’un element 

1. Soient G et G' deux groupes et / un morphisme de G dans G' . Pour a £ G, comparer l’ordre de a et celui 
de /(a). 

2. Soient a,b £ G. Comparer les ordres de a et de bab~ l . 

3. Soient a,b £ G. Comparer les ordres de ab et de ba. 

[002983] 


Exercice 2984 Ordre de ab 


Soient a,b deux elements d’un groupe multiplicatif G tels que 
Determiner 1' ordre de ab. 


a est d’ordre a 
b est d’ordre /3 
a A/3 = 1 
ab = ba. 


[002984] 


Exercice 2985 Decomposition d’un element d’ordre fini 

Soit G un groupe multiplicatif eta £ G d’ordre np avec n/\p = 1. 

Montrer qu’il existe b,c £ G uniques tels que b est d’ordre n, c est d’ordre p, a = be = cb. 

Indication T [002985] 


Exercice 2986 Groupe sans sous-groupe non trivial 
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Soit G un groupe n’ayant pas de sous-groupe non trivial. Montrer que G est monogene, fini, et que CaidG est 
un nombre premier. [002986] 


Exercice 2987 Groupe diedral 

Soit n G N, n ^ 3. On note co = exp ^ et : 

fk : C — > C,z co k z gk : C — > C,z co k z (0 ^k<n) 


1. Montrer que G = {/o, . . . ,f n -t ,go, ■ ■ ■ ,gn- 1 } est un groupe pour la composition des applications. 

2. Soit a > 0 et Ak le point du plan d’affixe a(D k . Montrer que G represente le groupe des isometries du 
polygoneA 0 ...A„_i. 

3. G est-il cyclique ? 

4. Montrer que G est engendre par les applications f\ et go et que l‘ on a : J\ o g 0 = g 0 0 /f . 


5. 


Soit H un groupe quelconque engendre par deux elements p et a tels que 


p est d'ordre n 
< a est d'ordre 2 
pa = ap” * 1 . 


Montrer que G et H sont isomorphes. 


[002987] 


Exercice 2988 Groupe d’ordre pair 

Soit G un groupe fini de cardinal pair. Montrer qu’il existe un element d’ordre 2. 

Indication T [002988] 


Exercice 2989 Groupe d’ordre impair 

Soit G un groupe fini de cardinal impair. Montrer que : VxGC, 3! y G G tq v = y 2 . [002989] 


Exercice 2990 Groupe d’exposant 2 

Soit G un groupe fini tel que : V x £ G, x 2 = e. 

1. Montrer que G est commutatif (considerer (xy)(xy)). 

2. Soit H un sous-groupe de G et x e G \ H. On note K le sous groupe engendre par H U {x}. 

Montrer que Card K = 2Card//. 

3. En deduire que CardG est une puissance de 2. 

[002990] 


Exercice 2991 Groupes d’ordre 6 

Determiner tous les groupes finis de cardinal 6 (on admettra que dans un tel groupe, il existe un element a 
d’ordre 2, et un element b d’ordre 3). [002991] 


Exercice 2992 Groupe d’homographies 

Soit £ = M \ {0, \ } , et f \ E -x E ,x ^ g'E— t£,JcDl- x 

Verifier que f et g sont des bijections et determiner le groupe engendre par f et g pour la loi o. [002992] 


Exercice 2993 Groupes de similitudes 

Pour a G C* et /3 e C, on note f a p : C — > C,z az + /3 

1. Montrer que 1’ ensemble des fonctions f a p est un groupe pour la loi o. Est-il commutatif? 

2. A quelle condition sur a,/3, f a p est-elle d’ordre fini ? 
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[002993] 


Exercice 2994 Theoreme de Lagrange 

Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. On definit une relation sur G par : 

V x,y £ G, x ~y 3 h £ H tel que x = hy. 

1. Montrer que ~ est une relation d’ equivalence. Quelle est la classe de e ? 

2. Soit a £ G. Montrer que a est equipotent a H. 

3. En deduire que Card H divise Card 6' {Theoreme de Lagrange). 

[002994] 


Exercice 2995 Relation d’equivalence avec deux sous-groupes 
Soient H,K deux sous-groupes d’un groupe G. Pour x,y £ G, on pose : 

x ~ y •<=>■ 3 h £ H , 3 k £ K tq y = hxk. 

1. Montrer que c’est une relation d’equivalence. 

2. Pour x £ G, soit G x = {(h,k) £ H x K tq hxk~ * l 2 = x}. Montrer que G x est un sous-groupe d e H x K. 

3. Si H et K sont finis, montrer que chaque classe d’equivalence est finie de cardinal divisant Card (7/) Card (K). 

[002995] 


Exercice 2996 Groupe d’ordre ah 

Soit G un groupe commutatif fini d’ordre n = ah avec a/\b = 1 . 

On pose A = {x £ G tq x a = e} et B = {x £ G tq x b = e}. 

1. Montrer que A et B sont des sous-groupes de G. 

2. Montrer que A DB = {e} et AB = G. 

Correction T [002996] 


Exercice 2997 Sous-groupes de type fini de Q 

1. Soit H un sous-groupe additif de Q engendre par un nombre fini d’elements. Montrer que H est mono- 
gene. 

2. Trouver un sous-groupe non trivial de Q qui n’est pas engendre par une famille finie. 

[002997] 


Exercice 2998 (Q, +) et (Q + *, x ) ne sont pas isomorphes 

Montrer que les groupes (Q, +) et (Q + *, x ) ne sont pas isomorphes (penser a \/2). [ 002998 ] 


Exercice 2999 Sous-groupe intini de C* 

Soit p un entier naturel premier. On appelle G l’ensemble des z £ C pour lesquels existe n £ N tel que z p “ = 1. 

1. Montrer que G est un groupe multiplicatif intini oil tout element est d’ordre fini. 

2. Montrer que tout sous-groupe H de G , distinct de G, est cyclique (on pourra considerer un element zo de 
G \ H et montrer que l’ordre des elements de H n’excede pas celui de zo)- 
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[002999] 


Exercice 3000 Theoreme du rang 


Soit / : G G' un morphisme de groupes ou G est un groupe fini. 
Montrer que Card (Ker /) x Card (Im/) = Card (G). 

[003000] 

Exercice 3001 Centre d’un /;- groupe 



Soit G un groupe fini de cardinal p k oil p est un nombre premier et k £ N* . On note Z le centre de G. 

1. En considerant V action de G sur lui-meme par automoiphismes interieurs montrer que Card (Z) = 0 mod 


P- 

2. En deduire que tout groupe d’ordre p 2 , p premier, est commutatif et est isomorphe soit a Z/p 2 Z soit a 
(Z/pZ) 2 . 

[003001] 


Exercice 3002 Sous groupes et generateurs de Z 2 

On considere le groupe G = Z 2 . Une base de G est une famille (a = (a,a'),j 8 = (b,b')) engendrant G. 

1. (a) Montrer que (a,j3) est une base de G si et seulement si det(a,/3) = ±1. 

(b) Montrer que a = (a, a') appartient a une base de G si et seulement si a A a' = 1 . 

2. Soit H un sous-groupe non trivial de G. On note H’ = {ux + vy tq u £ Z, v £ Z, (x,y) £ H}, n le plus petit 
element de H’ strictement positif et u £ Z, v £ Z, (x,y) £ H tels que ux + vy = n. 

(a) Montrer que u A v = 1 et que x et y sont divisibles par n. 

(b) On pose a = ( x/n,y/n ) et /3 = (— v,u). Montrer que (a,/3) est une base de G et qu'il existe p £ N 
tel que ( na,np(5 ) engendre H. 


[003002] 


Exercice 3003 Partie generatrice d’un groupe fini 

Soit G un groupe fini de cardinal n. Montrer qu’il existe une partie generatrice de G de cardinal inferieur ou 
egal a log 2 («). 

Correction ▼ [003003] 


Exercice 3004 Groupe fini ? 

Soit G un groupe ayant un nombre fini de sous-groupes. Montrer que G est fini. 

Correction T [003004] 


7 Anneaux 

Exercice 3005 Anneau de Boole 
Soit E un ensemble fini et A = &(E). 

1. Montrer que (A, A, Cl) est un anneau commutatif. Est-il integre ? 

(VX£/, VfcX, onaf£/ 

2. Soit / un ideal de A. Montrer que : < 

[VX,F £/, onaXUF £ 7. 

3. En deduire que I = t?(E') avec E' C E. 

4. Etudier la reciproque. 

5. Si E est infini, montrer que I = {parties finies de E} est un ideal qui n’est pas de la forme S?{E'). 
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[003005] 


Exercice 3006 Ideaux triviaux 

Soit A un anneau commutatif non nul dont les seuls ideaux sont {0} et A. Montrer que A est un corps. [ 003006 ] 


Exercice 3007 Ideaux premiers 

Un ideal / d’un anneau A est dit premier si : V x,y E A, xy E / => x E / ou y E I. 

1 . Quels sont les ideaux premiers de Z ? 

2. Montrer que si A est commutatif non nul et si tous les ideaux de A sont premiers alors A est un coips. 

Correction ▼ [003007] 


Exercice 3008 Theoreme de Gauss 


{ a divise b si b E aA 
a est premier a b si aA + bA = A . 

Montrer que si a est premier kb eta divise be, alors a divise c. [ 003008 ] 


Exercice 3009 Caracteristique 

Soit A un anneau. On appelle caracteristique de A l’ordre de 1 dans le groupe additif (A, +). On suppose A de 
caracteristique finie, n. 

1. Montrer que :VrSA, nx = 0. 

2. Si A est integre, montrer que n est un nombre premier. 

3. Si A est integre et commutatif, montrer que x i— y x n est un morphisme d’ anneau. 

[003009] 


Exercice 3010 Anneau de caracteristique 2 
Soit A un anneau non nul tel que :Vr£A,r=x 

1. Exemple d’un tel anneau ? 

2. Quels sont les elements inversibles de A ? 

3. Montrer que : Vx E A, x+x = 0. En deduire que A est commutatif. 

4. Pour x,y E A on pose : x 3 a E A tel que x = ay. Montrer que e’est une relation d’ordre. 

Correction T [003010] 


Exercice 3011 Elements nilpotents 

Soit A un anneau commutatif, et a E A. On dit que a est nilpotent s'il existe n E N tel que a" = 0. 

1. Exemple : Determiner les elements nilpotents de Z/36Z. 

2. Montrer que l’ensemble des elements nilpotents est un ideal de A. 

3. Soit a nilpotent. Montrer que I — a est inversible (remarquer que 1 = 1" —a n ). 

4. Soient a nilpotent et b inversible. Montrer que a + b est inversible. 

[003011] 


Exercice 3012 1 — ab et 1 — ba 

Soit A un anneau et a,b € A. Montrer que 1 — ab E A* 1 — ba E A*. 

Correction T [003012] 
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Exercice 3013 Radical d’un ideal 

Soit A un anneau commutatif et I un ideal de A. 

On note \/l = {x E A tq 3 n E N tq x" E 1} (radical de I). 

1. Montrer que y/1 est un ideal de A. 

2. Montrer que \f\fi = \fl. 

3. Montrer que \/lC\J = \/lC\ \/l et \/T+J D \Jl + \[J ■ 

4. Exemple : A = Z, / = 3648Z. Trouver \fl. 

Correction ▼ [003013] 


Exercice 3014 Produit de deux ideaux 

Soit A un anneau commutatif et I, J deux ideaux de A. 

On note IJ = {a\b\ 4 b a„b n tel que ai E I, bi e J}- 

1. Montrer que IJ est un ideal de A. 

2. Montrer que I(J + K) = IJ + IK. 

3. On suppose I + J = A. Montrer que IJ = IHJ. 

4. Pour A = Z, I = nZ, J = pZ, qu’est-ce que IJ ? 

[003014] 


Exercice 3015 Relation d’equivalence compatible avec les operations d’anneau 

Soit A un anneau commutatif. 

1. Soit $ une relation d’equivalence compatible avec l’addition et la multiplication dans A. On note I la 
classe de 0. Montrer que I est un ideal de A. 

2. Reciproquement, soit J un ideal de A. On pose x ~ y x — y E /. Montrer que ~ est une relation 
d’equivalence compatible avec + et x. 

[003015] 


Exercice 3016 Etude de 1’ anneau Z * 1 
1. Soit d E N. On pose 


Ad 


{( x,y ) E Z 1 tqx = j(modd)} 


2 . 

3. 

4. 


(x = y pour d = 0). Montrer que Ad est un sous-anneau de Z 2 . 
Montrer que Ton obtient ainsi tous les sous-anneaux de Z 2 . 


Soit I un ideal de Z~. On note : 


1\ = {x E Z tq (x,0) E 1} 
(|/2 = {y e Z tq (0,v) E /}. 

Montrer que I\ et h sont des ideaux de Z, et que I = I\ x h. 
En deduire que / est un ideal principal. 


[003016] 


Exercice 3017 Ideaux de K E 

Soit K un coips, E un ensemble fini, et A = K E . Pour e E E, on pose : 

I e = {/ E A tq f(e) =0}, Xe : * (->• 


1 six = e 
0 si x / e. 


1. Montrer que I e est un ideal principal de A. 

2. Soit / E A. Verifier que / = I eeE f(e)Xe- 
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3. Soit I un ideal quelconque de A, et F = {e E E tq 3 / E I tq f(e ) / 0}. 
Montrer que I est un ideal principal engendre par Y*eeF Xe- 


[003017] 


Exercice 3018 Fonctions trigonometriques 
On pose 

A = {/ : M — > M de la forme f(x) = ao + Yll=\ a k c ■os(fcc), n E N, a,- 6 M}. 

1. Montrer que A est un sous-anneau de M R . 

2. Soit / E A. Montrer que si / = 0, alors les coefficients a * sont tous nuls 

3. En deduire que A est integre. 


^calculer 


f t 2 =of(t) c os(nf)dt). 


[003018] 


Exercice 3019 Suites croissantes d’ideaux 

Soit A un anneau commutatif et (/„) une suite croissante d’ideaux de A. On pose I = U„pm Li- 

1. Montrer que I est un ideal de A. 

2. On suppose que A est principal. Montrer qu’il existe /iqGN tel que I = 7„ 0 . 

3. En deduire que n’est pas principal. 

[003019] 


Exercice 3020 Endomorphismes d’un groupe commutatif 
Soit G un groupe additif et A = {morphismes / : G — > G}. 

1. Montrer que (A,+,o) est un anneau. 

2. On prend G = Z/nZ, n ^ 2. Montrer que A est l’ensemble des applications G — > G,x i— > kx avec k E G, 
et que A est isomorphe a F anneau Z/nZ. 

[003020] 


Exercice 3021 Entiers 2-adiques 
Soit A = {m jn E Q tel que n est impair}. 

1 . Montrer que A est un sous-anneau de Q. 

2. Chercher les elements inversibles dans A. 

3. Montrer que les ideaux de A sont tous principaux engendres par les nombres de la forme 2 k , k E N. 


[003021] 


Exercice 3022 Moiphismes Z" — >• Z 

Chercher les morphismes d’anneaux : Z" — > Z. 

Correction ▼ 

[003022] 

Exercice 3023 Suites stationnaires 

Soit A = {suites stationnaires d’entiers relatifs} muni des operations usuelles. 

1. Montrer que A est un anneau. 

2. Chercher les morphismes d’ anneaux : A -» Z. 

3. Soit / = {suites presque nulles}. Montrer que e’est un ideal non principal. 

Correction ▼ 

[003023] 


Exercice 3024 Entiers de Gauss 
Soit A = {a + bi tq a, ft E Z}. 
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1. Montrer que A est un sous-anneau de C. Quels sont les elements inversibles ? 

2. Soient u,v E A avec v 0. Montrer qu’il existe q,r E A tels que u = qv + r et\r\ < |v|. A-t-on unicite ? 

3. Montrer que A est principal. 

Correction T [003024] 


Exercice 3025 Anneau integre fini 

Soit A un anneau non nul, commutatif et integre. 

1. Montrer que si A est fini, alors c’est un corps. 

2. Montrer que si A n’a qu’un nombre fini d’ideaux, alors c’est un corps (considerer les ideaux /„ = x"A 
pour x E A non nul). 


[003025] 


Exercice 3026 Corps F 4 


Chercher les structures de corps a 4 elements. 

Correction T 

[003026] 

Exercice 3027 Groupe multiplicatif d’un coips fini 



Soit K un corps fini. Pour x £ K* on note O(x) l’ordre multiplicatif de x et n le ppcm des ordres des elements 


deK*. 

1. Soient a,b £ N*. Montrer qu’il existe a' ,b' E N* tels que a'\a, b'\b, a' f\b' = 1 et a'b' = n V b. 

2. Soient x,y E K* d’ordres a et b. Montrer qu'il existe u, v en tiers tels que 0(x u y v ) =a\/b. En deduire qu’il 
existe z E K* d’ordre n. 

3. Montrer que n = Card (K*) (ceci prouve que K* est cyclique). 

[003027] 


Exercice 3028 Groupe multiplicatif d’un corps fini 

Soit K un coips fini de cardinal n. Si a,b E N sont tels que ab = n — 1, on considere l’application f a :K* — »• 
K' , x x!‘ (remarquer que f a est un morphisme de groupe). On note N a = Card (Ker/ a ). 

1. Expliquer pourquoi N a ^ a. 

2. Montrer que I m (f a ) c Ker //,. En deduire que N a = a ct N/, = b. 

3. Soit (p l’indicateur d'Euler. Montrer par recurrence sur a, diviseur de n — 1, que le nombre d’elements de 
K* d’ordre a est egal a ( p(a ) (ceci prouve que K* est cyclique). 


[003028] 


Exercice 3029 Theoreme de Wedderburn 

On dit que K est un corps gauche si (K, + , x) est un anneau et si (/C \ {0} , x) est un groupe (non necessairement 
commutatif). On verifiera rapidement que la theorie des espaces vectoriels est inchangee si on remplace le corps 
de base par un coips gauche. L’objet de l’exercice est de demontrer le theoreme de Wedderburn : tout corps 
gauche fini est commutatif. 

Pour n E N*, soit l’ensemble des racines «-emes primitives de l’unite dans C. On pose dq (A) = X — 
1 et (X) = n^„(X — C)- < J > » est appele le n-eme polynome cyclotomique (son degre est </) (n) oil 0 est 

l’indicateur d’Euler). 

1. Demontrer : (V n E N*) X n — 1 = Y\d\ n ^d{^)- En deduire, par recuiTence, que d>„(X) a tous ses coeffi- 
cients dans Z. 

2. Calculer explicitement <f>„ (A) pour n f 16. 

3. Demontrer que, pour p premier et a E N*,dy(X) = ir:d X kpa ~ * l 2 3 . 
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4. Calculer le terme constant de chaque <E>„. 

5. Montrer que, si d < n et d divise n, alors X d — 1 divise X" — 1 dans Z[X], puis que <1>„(X) divise X n — 1 
et dans Z[X], 

On considere K un corps gauche fini et Z(K) son centre, de cardinal q. 

6. Montrer que Z(K) est un corps commutatif. 

7. Montrer que K est un Z(X)-espace vectoriel de dimension finie, notee n. Donner alors le cardinal de K 
en fonction de q et n. 

8. Soit a G K\ {0}. On note C a = {x G K\ ax = xa}. 

Montrer que C a est un corps gauche, puis que c’est un Z(X)-espace vectoriel de dimension finie d divisant 
n (on montrera pour cela que K est un C fl -espace vectoriel et l’on etudiera sa dimension). 

9. On fait operer le groupe multiplicatif K* sur lui-meme par automorphismes interieurs. 

En considerant les orbites selon cette operation montrer que Ton a : 

k q n — 1 

q n — 1 = q — 1 + y avec, pour tout /, ddn. 

<r - 1 

10. En deduire que <4 \,(q ) divise q — 1. 

11. En etudiant \ ( t> n (q) \ montrer que n = 1. 

[003029] 


8 Relations d’ equivalence 

Exercice 3030 Congruence des canes modulo 5 
On definit la relation ~ sur Z par x ~ y x 2 = j 2 mod5. 

1. Determiner 1’ ensemble quotient. 

2. Peut-on definir une addition quotient ? une multiplication quotient ? 

[003030] 


Exercice 3031 Produit cartesien 

Soient deux relations d’equivalence : sur E, et sur F. On definit sur E x F : 

(x,y) ~ (x',y) <f=>- x£%x et yZZ'y' . 

1. Verifier que ~ est une relation d’equivalence. 

2. Soit 0 : E x F — > {E/&) x {F / y),(x,y) >-)• (x,y) 

Demontrer que 0 est compatible avec et que V application quotient associee est une bijection. 

[003031] 


Exercice 3032 X UA = Y UA 

Soit E un ensemble et A C E. On definit la relation sur ^(E) : 

X UA = Y UA. 

1. Montrer que c’est une relation d’equivalence. 

2. Soit 0 : &>{E) — >• ^(£\A),X^X\A. 

Montrer que 0 est compatible avec ~, et que 1' application quotient associee est une bijection. 
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[003032] 


Exercice 3033 Equivalences sur E e 

Soit E un ensemble non vide. On considere les relations sur F = E e : 

f~g «=>- 3 n £ N* tq f n = g n , 
f~g « tq/' ! = g"\ 

f = g ^ f{E)=g{E). 

1. Montrer que = sont des relations d’equivalence. 

2. Pour / 6 F, on note /~, f~, f = les classes d’equivalence de / modulo =. 

(a) Comparer /~, /“. 

(b) Montrer que toute classe d’equivalence pour ~ est reunion de classes d’equivalence pour ~. 

(c) Que pouvez-vous dire de / s’il existe g £ /~ injective ? surjective ? 

(d) Meme question avec / = . 

[003033] 


Exercice 3034 Relation d’equivalence quotient 

Soient 38. et 59 deux relations d’equivalence sur un ensemble E, telles que : 

V x,y £ E, x38y => x<59y. 

On definit 59 sur E f 38 pai' : ±59y x59y. 

Verifier que 59 est une relation d’equivalence, puis definir une bijection entre (E/38)/59 ctE/59. [ 003034 ] 


Exercice 3035 Completion d’une relation reflexive et transitive 

Soit 38 une relation binaire sur un ensemble E reflexive et transitive. On definit les deux relations : 

x59y ( x38y et y38x ) , 

x39y g=>- (x38y ou y38x) . 

Est-ce que 59 et 39 sont des relations d’equivalence ? [ 003035 ] 


Exercice 3036 Parties saturees pour une relation d’equivalence 

Soit ~ une relation d’equivalence sur un ensemble E. Pour A C E, on definit s(A ) = [j xe A x. 

1. Comparer A et s(A) . 

2. Simplifier s(s(A)). 

3. Montrer que : Vr € E, on a (x € s(A)) (ins(A) / 0). En deduire s(E\s(A)). 

4. Demontrer que 5 (U ie /A f ) = U/€/ J ( A «) et 5 (C\iei A i) c 

5. Donner un exemple d’inclusion stricte. 

[003036] 


9 Relations d’ordre 

Exercice 3037 Ordre sur les fonctions 

Soit X un ensemble et E = M x . On ordonne E par : / ^ g VxGX, f(x) ^ g(x). 
1. Verifier que c’est une relation d’ordre. 
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2. L' ordre est-il total ? 

3. Comparer les enonces : “f est majoree”, et “{/} est majore”. 

4. Soit ( fi)i e i une famille majoree de fonctions de E. Montrer qu’elle admet une borne superieure. 

[003037] 


Exercice 3038 sup o inf et inf o sup 

Soit / : M * 1 2 3 4 -> M une fonction bomee. On definit les fonctions : 

g : M — > M,t >->■ sup {f(t,y) tq y £ M} 
h : M — > M, 1 H > inf {f(x,t) tq x £ M} 

Montrer que g et h sont bornees, puis comparer sup h et infg. [003038] 


Exercice 3039 Ordre lexicographique 

On note E = [— 1 , l] 2 , et on definit sur E la relation : 

(x,y) ^ < x r ) ou (x = x' et y ^ y')^ ( ordre lexicographique). 

1. Pour (a,b) E E, representer graphiquement 1’ ensemble des majorants de (a.b). 

2. Soit A une partie non vide de E. Montrer que A admet une borne superieure. 

[003039] 


Exercice 3040 Distance entre un point et une partie 
Pour AcR non vide et bornee, et x E M, on note : 

d(x,A ) = inf{|x — a\ tq a E A} ( distance de x a A). 

Montrer que | d(x,A) —d(y,A)\ ^ \x — y|. [ 003040 ] 


Exercice 3041 Parties adjacentes 
Soient A,BcM verifiant : 

a £A, V b £ B, a^b 
) V e>0, 3 a £ A, 3b£Btqb — a^e 

(on dit que A et B sont adjacentes). Montrer que sup(A) = inf(B). [ 003041 ] 


Exercice 3042 borne sup => borne inf 

Soit E ordonne tel que toute partie non vide et majoree admet une borne superieure. Montrer que toute partie 
non vide et minoree admet une borne inferieure. 

Correction T [003042] 


Exercice 3043 Ordre sur M 2 

On definit sur M 2 : (x,y) <C (x',/) A=A> \x' — x| ^ y' —y. 

1. Verifier que c’est une relation d’ordre. 

2. Dessiner les ensembles des majorants et des minorants d’un couple (a.b). 

3. L’ ordre est-il total ? 

4. SoitA = {(x,j) £ M 2 tq x 2 +y 2 ^ 1}. Determiner sup (A). 
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Correction T 


[003043] 


Exercice 3044 Proprietes de sup et inf 

Un treillis est un ensemble ordonne E dans lequel pour tous x,y € E, sup(x,y) et inf(x,y) existent. Soit E un 
treillis. 

1 . Montrer que sup et inf sont des operations associatives. 

2. A quelle condition ont-elles des elements neutres ? 

3. Montrer que : 

Vx,yCE, sup(x,inf(x,y)) = inf(x,sup(.r,y)) =x, 

V x,y,z E E, x^z=> sup(x,inf(y,z)) ^ inf(sup(x, y),z ) , 

V x,y,z C E, inf(x,sup(y,z)) ^ sup(inf(x,y),inf(.r,z)) . 


[003044] 


Exercice 3045 Ordre deduit d’une loi idempotente 

Soit • une operation commutative et associative sur E, telle que : V x C E, x ■ x = x. 
On definit la relation ^ sur E par : jt ^ y •«=>• x ■ y = x 

1. Reconnaitre ^ quand • est n sur &(X) (resp U). 

2. Montrer que ^ est une relation d'ordre. 

3. Demontrer que : V x,y € E, x ■ y = inf(x,y). 


[003045] 


Exercice 3046 Borne superieure parmi les intervalles 


Soit E 1’ ensemble des intervalles de M (y compris 0) ordonne par l’inclusion. 
Soient /,/ deux intervalles. Qu’est-ce que inf(/,/) ? sup(/,7) ? 

[003046] 

Exercice 3047 Prolongement d’ applications 



Soit E un ensemble et £ = {(A,/) tq A C E, A ^ 0, et / E E A }. On ordonne $ par : 


(A,/) A (B,g) 


Ac B 

V x CA, f(x)=g(x) 


(c’est-a-dire que la fonction g, definie sur B , prolonge la fonction /, definie seulement sur A). 

1. Montrer que A est une relation d’ordre. L’ ordre est-il total ? 

2. Soient (A,/) et (B,g) deux elements de S. Trouver une CNS pour que la partie {(A,/), (B,g)} soit 
majoree. Quelle est alors sa borne superieure ? 

3. Meme question avec minoree. 

[003047] 


Exercice 3048 Point fixe d’ une fonction croissante 

Soit / : [0, 1] — > [0, 1] croissante. On note A = {x E [0, 1] tq f{x) ^ x}. 

1. Demontrer que A n’est pas vide. 

2. Demontrer que /(A) C A. 

3. Soit a = inf(A). Montrer que f(a ) minore A. 

4. En deduire que f(a) = a. 
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Cela prouve que toute application croissante de [0, 1] dans lui-meme admet un point fixe. Montrer que c’est 
faux pour l’intervalle [0, 1 [. [003048] 


Exercice 3049 Relation d’ordre sur un ensemble quotient 

Soit & une relation sur E reflexive et transitive. On definit la relation : x ~ y xffly et yMx. 

1. Montrer que ~ est une relation d’equivalence sur E. 

Sur E/ ~ on pose : x ^ y x&y. 

2. Montrer que cette definition est independante des representants x et y choisis. 

3. Montrer que ^ est une relation d’ordre sur E/ 

[003049] 


Exercice 3050 Pas de borne superieure dans 0 
Dans cet exercice, on admet que : V x G Q, x 2 / 2. 

1. Soient A = {x£ Z + * tq x 2 < 2 } et B = { x G Z + * tq x 2 > 2 }. Determiner sup(A) et inf(R). 

2. Soient A = { x £ Q + * tq x 2 < 2 } et B = { x E Q + * tq x 2 > 2 }. On veut demontrer que A n’ admet pas 
de borne superieure dans Q. Pour cela, on suppose au contraire que a = sup(A) existe ( a 6 Q), et on 
pose/3 = f. 

(a) Montrer que /3 = inf(fi). 

(b) Montrer que : V a € A, V b G B, ona a^b. Que pouvez-vous en deduire pour a et /3 ? 

(c) Obtenir une contradiction en considerant 7 = . 

[003050] 


10 Proprietes de N 


Exercice 3051 Denombrement de N 2 
Soit 


/ : N 2 — >■ N, 

(p,q) ^ ^(p+q){p+q + i)+p- 

1. Montrer pour q > 0 : f(p + \,q— 1) = f(p,q ) + 1 et/(0,p+ 1) = f(p, 0) + 1. 

2. Montrer que :f(0,p + q) ^ f{p,q ) <f(0,p + q + l). 

3. Montrer que g : m-x f(0.n) est strictement croissante. 

4. Montrer que / est injective (on supposera f(p.q) = fip'-q') et on montrera dans un premier temps que 

p+q = p'+q')- 

5. Montrer que / est surjective. 


[003051] 


Exercice 3052 Parties denombrables 

Soit (iik) une suite d’entiers naturels. On dit que la suite est : 

- presque nulle s’il existe p 6 N tq V k ^ p, = 0 

- stationnaire s’il existe p £ N tq V k ^ p, = n p . 

Montrer que les ensembles des suites presque nulles et des suites stationnaires sont denombrables. [003052] 


Exercice 3053 Proprietes du pgcd et du ppcm 

Soient a,b G N. On pose m = ppcm(a,fi) et d = pgcd (a,b). 
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1. Soit a: un multiple commun a a ct b. En ecrivant la division euclidienne de x par m, montrer que m \ x. 

2. Soit x un diviseur commun a a et b. Montrer que ppcm (x,d) est aussi un diviseur commun a a et b. En 
deduire x \ d. 

3. Comment qualifier m et d pour la relation d’ordre de divisibilite ? 

[003053] 


Exercice 3054 Bases de numeration 

Soit 6eN\{0,l) et p E N. Montrer que pour tout entier n E {0, . . . ,b p — 1}, il existe un unique p-uplet 
(no, ■ • • ,n p ~ i) d’entiers naturels tel que : 

p - 1 

V k < p, rik E {0, — 1}, et n = ^ ntb k . 

k= o 


[003054] 


Exercice 3055 Bases de numeration 

Soit n E N*. Montrer qu’il existe pSNet no,ni,. .. ,n p € { 1,2} uniques tels que n = ^ = 0 n* 2 *. [003055] 


Exercice 3056 Bases de numeration 

Soient n,p E N* avec n < /;!. Montrer qu’il existe un unique p-uplet (m, . . . ,n p ) d’entiers naturels tel que 

p 

V k ^ p, ^ k, et n = ^ n^kl. 

k= l 


[003056] 


Exercice 3057 Recurrence d’ordre 2 
On note = 25" + 2 3 " +4 . 

1. Trouver a,b E Z tels que : V n E N, a , I+ 2 = a.a n+ i +b.a n . 

2. En deduke que : V n E N, est divisible par 17. 

Correction ▼ [003057] 


Exercice 3058 Ordre sur N n 

Soit E = N n . Pour f,g€E avec / / g, on note np tg = min{& tq f(k) / g(^)}. 

On ordonne E par : 

V f,g E E, f « g (/ = g) ou (f(nf !g ) < g(n ftg )) . 

1. Montrer que c’est une relation d’ordre total. 

2. Montrer que toute partie de E non vide admet une borne inferieure et toute partie de E non vide et majoree 
admet une borne superieure. 

[003058] 


Exercice 3059 / o f(ri) = n + k 

On veut montrer qu’il n’existe pas d’application / : N — > N verifiant : V n E N, /(/(«)) = n + 1987. 
( Olympiades 1987) 

Soit / une telle application. On pose : 

£■ = {(),..., 1986}, F = N\E, G = f(N)rE, H = E\G. 


Demontrer successivement : 
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1. / est injective, 

2. f{F ) C F, 

3. f~ l (F)=FUG, 

4. f~\G) = H, 


puis obtenir une contradiction. 

[003059] 

Exercice 3060 /(/(«)) < f(n + 1) 

Soit / : N — > N telle que : V n G N, /(/(«)) < f(n + 1). On veut montrer que / = id^. 
(Olympiades 1977) 

1. Montrer que V n G N, V x ^ n, f(x) ^ n. 

2. Soit n G N et a ^ n tel que f{a) = min{/(.r) tq x ^ zz}. Montrer que a = /z. 

3. En deduire que / est strictement croissante, puis conclure. 

Correction ▼ 

[003060] 

11 Proprietes de R 


Exercice 3061 Morphismes de M 


Soit / : M — > M un morphisme de corps. 

1. Montrer que :VjcGQ, f(x) = x. 

2. Montrer que / est une application croissante. 

3. En deduire que / = idu. 

[003061] 

Exercice 3062 Parties denses 

Soit AcM verifiant : 

JV;ceM, 3 a,b £ Atqa <x < b 
a,b e A, ^ e A. 

Montrer que A est dense dans M. 

[003062] 

Exercice 3063 Parties denses 

Soil - A un sous-anneau de M. Montrer que A est dense dans M si et seulement si Afl]0, 1 0. 

[003063] 

Exercice 3064 Sous-groupes de M 

Soit H un sous-groupe additif de M, H ^ {0}. On pose H + * = H n M + *, et a = inf(// + *). 

1. Si a £ H + *, montrer que H = aZ. 

2. Si a ^ H + *, montrer que a = 0 et en deduire que H est dense dans M. 

[003064] 

Exercice 3065 Partie entiere 

1. Soient a £ Z et b £ N*. Montrer que : [f] + [^] 4 f [ fl+ ^ 1 ] = a. 

2. Soient a £ Met b£W. Montrer que: [“] + [ fl + x ] + • •• + [ a+b b ~ l ] ~[a]. 
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Correction ▼ 


[003065] 


Exercice 3066 Nombres irrationnels 
Soit a e Q + tel que yfa ^ Q. 

Montrer qu’il existe C > 0 tel que pour tout rationnel r = on a : | r — yfa | ^ 

Correction ▼ [003066] 


Exercice 3067 Nombres irrationnels 

Soient a,b E Q + tels que v 7 ^ ^ <Q> + . Montrer qu’il existe x,y E Q + tels que y/x + y/y= \J a + y/b si et seulement 
si a 1 2 — b est un carre dans Q. 

Correction ▼ [003067] 


12 Suites recurrentes lineaires 

Exercice 3068 Ensi Chimie P’ 93 

1. Resoudre{ M " +2 = 3 (M " +1 + Mn) 

I no = «, u\ = b. 

2. Si a = 0, trouver limn,,. 

3. Resoudre : v n+ 2 = \/ v n-y i ' »■ 

Correction ▼ [003068] 


Exercice 3069 Equations de recurrence lineaire 
1. Resoudre : 

{ Un-\- 2 U/; — ^ i 

no = u\ = 0. 


2. Resoudre : u „ + 2 + u n+ \ + u n = n. 

Correction T [003069] 


Exercice 3070 Systeme recurrent 


„ , /5n„ = 2n„_i+3v„_i 

On donne wo^o- Resoudre le systeme : < 

= 2v w _i + 3 u n —\. 

Correction ▼ 

[003070] 

Exercice 3071 Caracterisation des suites polynomiales 



Soit (n„) une suite de reels. On definit les suites derivees de (u„) : 



1 . Exprimer u„ en fonction de u„ , u n+ \ , . . . , u n+ k- 

2. Montrer que la suite (n„) est polynomiale si et seulement s’il existe k E N tel que ( n,'/* 'j = (0). 
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Correction T 


[003071] 


Exercice 3072 Nombre de nombres ne comportant pas 13 

Soit T n le nombre d’entiers naturels de n chiffres exactement ne comportant pas la sequence 13 en numeration 
decimale. 

1. Montrer que T n . 2 = 1 ()T n \ — T n . 

2. Calculer T n en fonction de n. 

Correction T [003072] 

Exercice 3073 (>/3 + 1) 1 2 " +1 - (>/3 - 1) 2,,+1 

On note x n = (\/3 + l) 2n+1 , y n = (V3 - 1) 2 " +1 , et z„ = [x n ]. 

1. Montrer que z. n = x„ —y n . 

2. En deduire que 2" +1 divise z n . 

[003073] 

13 Permutations 


Exercice 3074 Generateurs de 5^ n 


Soit «Gff. Montrer que 5^ n est engendre par les sous-ensembles suivants : 

1. A = {(/,/+ 1) tq 1 ^ i < n}. 

2. B = {(1 /) tq 2 ^ i ^ n}. 

3. C = {(1 2), (1 2 • • • n)}. 

[003074] 

Exercice 3075 Generateurs de ,9 n 

Montrer que toute permutation de -9' n s’ecrit de maniere unique : a = c“ 2 0 c“ 3 0 • • 
0 ^ a, < i. 

• 0 c“" ou Ci = (1 2 • • • i ) et 

[003075] 

Exercice 3076 s9 n est engendre par les 3-cycles 

1. Calculer (abc) 0 (bed). 

2. Montrer que le sous-groupe alterne s9 n est engendre par les 3-cycles (n 9 3). 

Correction T 

[003076] 

Exercice 3077 s9 n est engendre par les 3-cycles 


Soit n E N,n 9 4. 


1. Soit i,j £ {3, ,// j- 

Decomposer en cycles a supports disjoints la permutation : a = (1 i 2) o (1 2 j) o (1 / 2). 

2. On note Jf 7 le sous-groupe de ^ engendre par les 3-cycles (l 2 k), 3 ^ k ^ n. 

(a) Montrer que : V i,j 9 3, avec i / j, J4? contient (1 2) o (/ j) et (i y) o (1 2). 

(b) Montrer que : V j 9 3, ^ contient (1 2) o (1 /) et (1 2) o (2 j). 

(c) Montrer que : V / / j,V k^l, (i j ) o (k 1) £ Jtf. 

(d) Montrer que ^ = -e/ n . 
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Correction T 


[003077] 


Exercice 3078 Signature en fonction du nombre d’orbites 

Soit o G -9 n . On note c le nombre de cycles a supports disjoints constituant a, et / le nombre de points fixes. 
Calculer e(<r) en fonction de n, c, et /. 

Correction T [003078] 


Exercice 3079 Nombre de transposition pour engendrer un cycle 

Soit cr G Sji . On appelle ot bite de (7 toute paitie X de j I , . . . , n) sur laquelle C7 mduit une peimutation circulaire. 
(Les orbites sont les supports des cycles de a, et les singletons constitutes de points fixes) 

On note N{o) le nombre d'orbites de o. 

1. Montrer que si r est une transposition, alors N(too) = N{o) ± 1. 

2. Application : Quel est le nombre minimal de transpositions necessaires pour obtenir un n-cycle ? 

[003079] 


Exercice 3080 Conjugaison 

Soient a, o' G 5? n . On dit que a et o' sont conjuguees s’il existe p G P9 n tel que o' = p o o o p _1 . 

1. Montrer que tout conjugue d’un &-cycle est encore un &-cycle. 

2. Montrer que a et a' sont conjuguees si et seulement si les cycles a supports disjoints de a et a' ont deux 
a deux memes longueurs. 

[003080] 


Exercice 3081 Caracterisation de la signature 

Soit E un ensemble fini et / : S^e C* un morphisme de groupes. 

1. Si <5 est une transposition, que peut-on dire de fio) ? 

2. Montrer que deux permutations conjuguees ont meme image par /. 

3. En deduire que / est la fonction constante 1, ou bien / est la signature. 

[003081] 


Exercice 3082 Calcul de signature 
Soit 

/ 1 2 3 ... n n + \ n+2 ... 2 n\ 

<7= l v l 3 5 ... 2n-l 2 4 ...2 n) ' 

Calculer e(a). 

Correction ▼ [003082] 


Exercice 3083 Centre de S^e 

Soit E un ensemble ayant au moins trois elements. 

1. Pour a,b G E distincts et a G //’e, simplifier a o (a b) o a -1 . 

2. Quelles sont les permutations a qui commutent avec [a b) ? 

3. En deduire que le centre de 5?e est reduit a {ids}. 

[003083] 


Exercice 3084 Commutant d’un n - cycle 

Soit a = ( 1 2 . . . n) G -9',, . Trouver toutes les permutations p G -9' n commutant avec a. (Reconnaitre poo op 1 ) 

Correction T [003084] 
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Exercice 3085 Commutant d'un produit de 5 -cycles 

Dans oS^io, quelles sont les permutations qui commutent avec a = ( 1 2 3 4 5 ) o (6 7 8 9 10) ? 

Correction ▼ [003085] 


Exercice 3086 Puissances d’un k-cyc\c 
Soit a un &-cycle de ,9 n et p ^7L. 

1. Si p | k, montrer que a p est le produit de p cycles a supports disjoints de longueur 

2. Montrer que pour p/\k = 1 , a p est un &-cycle (utiliser l’egalite de Bezout). 

3. Dans le cas general, etudier la decomposition en cycles de a p . 


[003086] 


Exercice 3087 Ordre maximal 


Trouver l’ordre maximal d'une permutation de ^2jo- 

Correction T 

[003087] 

Exercice 3088 Sous-groupe d’indice 2 dans -9' n 



Soit H un sous-groupe de 4/ n d’ordre n 2 . On note K = . r / n \ H . 

1. Pour a G //, montrer que aH = H et aK = K. 

2. Soit a € 5? n . Determiner les ensembles aH, aK, Ha, Ka suivant que a € H ou a e K. 

3. En deduire que si deux permutations sont conjuguees, alors elles sont toutes deux dans H ou toutes deux 
dans K. 

4. Montrer enfin que H = s</ n . 

[003088] 


Exercice 3089 Denombrement 

Combien y a-t-il de permutations de ,2^6 comportant trois points fixes, deux 3-cycles, un 5-cycle, et deux 
6-cycles ? 

Correction ▼ [003089] 


Deuxieme partie 

Arithmetique 

14 Congruences 

Exercice 3090 Sommes de nombres impairs 

Soit «£N,/i> 2. Montrer que si N est la sonime de n nombres impairs consecutifs, alors N n’est pas premier. 

[003090] 


Exercice 3091 Petit theoreme de Fermat 

Soit p 6 N premier. Montrer que pour 1 ^ k ^ p — l, p divise C k p . 

En deduire que V n e Z, n p = 7?(mod p). [ 003091 ] 


Exercice 3092 {p — \)(p — 2)...{p — n)/n\ 
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— (—1)" est un entier divisible par p. 

OUll \ i. N ^_/l ^/llll^-'X G L tL \ In •, fL \ IVlv/llll^l v| LI G 

[003092] 

Exercice 3093 n 1 = n (mod 42) 

Montrer que : V n G Z, n 1 = «(mod42). 

[003093] 

Exercice 3094 Puissances de 10 modulo 7 

1. Verifier 10 6 = l(mod7). 

2. Montrer que 10 1()A = 5 (mod 7). 

[003094] 

Exercice 3095 Puissances de 7 

Quel est le dernier chiffre de 7 ? 

Correction Y 

[003095] 

Exercice 3096 3 v = 2 > ’ + 1 


1. Soient x, y G N, y ^ 3. Montrer par recurrence sur y que : 3 X = l(mod2 y ) •<=> 2- v 2 \ x. 

2. Trouver tous les couples d’entiers x, y G N tels que 3 r = 2 V + 1. 


Correction Y [003096] 


Exercice 3097 Suites recurrentes lineaires 


Montrer que pour tout n G N, 3 2 " +1 + 2" +2 est divisible par 7. 

[003097] 


Exercice 3098 Suites recurrentes lineaires 

Determiner le reste de la division euclidienne de 2 10 "~ 7 + 3 5 ”~ 2 par 11. 

Correction Y [003098] 


Exercice 3099 a = b(modn) => a" = b n ( modzi 2 ) 

Soient a,b G Z et n G N*. Montrer que : a = b (mod n) => a' 1 = ft" (mod « 2 ). [ 003099 ] 


Exercice 3100 a 2 + ft 2 +c 2 + 1 ^ 0(mod8) 

Montrer que : V a, ft, c G Z, a 2 + ft 2 + c 2 + 1 ^ 0mod8. [ 003100 ] 


Exercice 3101 Cubes consecutifs 

Montrer que la somme de trois cubes consecutifs est toujours divisible par 9. [ 003101 ] 


Exercice 3102 n 2 + 3n + 5 mod 121 

Montrer que : V n G Z, n 2 + 3n + 5 n’est pas divisible par 121. 

Correction Y [003102] 


Exercice 3103 n G Z, «(2/i + l)(7n + 1) est divisible par 6 

Montrer que pour tout entier n G Z, n(2/i + l)(7n + 1) est divisible par 6. [ 003103 ] 
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Exercice 3104 2 32 + 1 est divisible par 641 


Montrer sans calculatrice que 2 32 + 1 est divisible par 64 1 . 

[003104] 


Exercice 3105 3 x .7 y mod 10 

Trouver tous les couples (x,y) £ N 2 tels que 3 x 7 y se termine par 1 en base 10. 

Correction ▼ [003105] 


Exercice 3106 a 3 = . . . 123456789 
Soit a £ N premier a 10. 

1. Montrer que a 4 = l(mod 10). 

2. Montrer que pour tout entier k £ N, a 4x10 * = l(mod 1 0 /c 11 ). 

3. En deduire qu’il existe un nombre x £ N tel que x 3 se termine par 123456789 en base 10. 

Correction T [003106] 


Exercice 3107 mn (m 60 — n 60 ) est divisible par 56786730 

Montrer que pour tous entiers m et n, le nombre mn(m 60 — n 60 ) est divisible par 56786730. 

Correction ▼ [003107] 


Exercice 3108 q \ 2 P — 1 

Soient p,q premiers impairs tels que q \ 2 P — 1. Montrer que q = I (mod 2/;). 

Correction T [003108] 


Exercice 3109 Divisibilite par 7 

Infirmer ou justifier le critere de divisibilite par 7 suivant retrouve dans un vieux grimoire : Separe en unites 
et dizaines puis cherche la difference entre le double des unites et les dizaines. Agis ainsi tant que tu as des 
dizaines et obtiens zero ou sept. Ainsi 364 devient 28 puis 14 puis enfin 7. [ 003109 ] 


15 Pgcd 

Exercice 3110 

Soient a,7>,c £ Z tels que aAb= 1. Montrer que a A (be) =aAc. [ 003110 ] 


Exercice 3111 pgcd (a + b,ppcm(a,b)) 

Soient a, b entiers, d = a Ab,m = aV b. Chercher (a + b) A m. 

Correction T [003111] 


Exercice 3112 pgcd ((a — b) 3 ,a 3 — b 3 ) 

Soient a,b £ Z. Chercher (a — b) 3 A (a 3 — b 3 ). 

Correction ▼ [003112] 


Exercice 3113 pgcd(n 3 + «, 2« + 1) 

Soit n £ N. Chercher (n 3 + n) A (2 n + 1). 

Correction ▼ [003113] 
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Exercice 3114 pgcd(15« 2 3 + 8« + 6,30/2 2 + 21 n + 13) 

Soit n 6 N. Chercher (15» 2 + Sn + 6) A (30« 2 + 21 n + 13). 

Correction ▼ [003114] 


Exercice 3115 pgcd et ppcm imposes 

Soient d,m e N*. Donner une condition necessaire et suffisante sur d et m pour qu’il existe a,b £ Z tels que 
a A b = d et a V b = m. 

Resoudre ce probleme pour d = 50 et m = 600. 

Correction ▼ [003115] 


Exercice 3116 ppcm (x,y) + 1 lpgcd (x,y) = 203 

Trouver les couples d’entiers (x,y) € Z 2 tels que : x V y+ 1 l(x Ay) = 203. 

Correction ▼ [003116] 


Exercice 3117 x 2 +y 2 = 85113, ppcm(.r,j) = 1764 


Resoudre : 

( X 2 +y 2 = 85113 
V y = 1764. 


Correction ▼ 

[003117] 

Exercice 3118 ppcm (x,y) = 210 pgcd(x, y), y — x = pgcd(.r, y) 

R&oudre:{ J:V - V = 210(lA, ’ ) 
1 y — x = x Ay. 

Correction ▼ 

[003118] 

Exercice 3119 pgcd (x,y) =x+y— 1 

Resoudre dans TL \ x !\y = x-\-y — 1 . 

Correction ▼ 

[003119] 

Exercice 3120 ppcm(x, y) =x+y— 1 

Resoudre dans Z* \ x\/ y = x+y — 1. 

Correction T 

[003120] 

Exercice 3121 pgcd(x,j) =x — y, ppcm(x,j) = 300 

Resoudre dans N* : < ^ X '' 
[xVj = 300. 

Correction ▼ 

[003121] 


Exercice 3122 pgcd (a" — 1 . a" * 1 — 1) 

Soient a,m,n G N*, a ^ 2, et d = (a n — 1) A ( a m — 1). 

1. Soit n = qm + r la division euclidienne de n par m. Demontrer que a n = +(mod+" — 1). 

2. En deduire que d = (a r — 1) A (a'" — 1), puis d = — 1. 

3. A quelle condition a'" — 1 divise-t-il a' 1 — 11 
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Correction T 


[003122] 


Exercice 3123 pgcd multiple 


Soient a\ , . . . , a n G N* et bi = fly// a j ■ Montrer que a \ .... . a n sont deux ci deux premiers entre eux si et seulement 
si b \ , . . . , b n sont premiers entre eux dans leur ensemble. [ 003123 ] 


16 Relation de Bezout 

Exercice 3124 Equations a coefficients entiers 


Soient a,b,c trois entiers relatifs. On considere l’equation \ ax + by - 

= c, dont on recherche les solutions dans 


Z 2 . 

1. Donner une condition necessaire et suffisante pour que cette equation admette une solution. 

2. Soit (xoDo) une solution du probleme de Bezout : ax 0 + byo = d. Determiner toutes les solutions de 
ax + by = c en fonction de a, b, c, d, xo et yo. 

3. Resoudre dans Z 2 : 2520x — 3960y = 6480. 

Correction ▼ [003124] 


Exercice 3125 Equations a coefficients entiers 


Resoudre dans Z : 

1. 95x + 71j = 46. 

2. 20x — 53y = 3. 

3. 12x+15v + 20z = 7. 

Correction T 

Exercice 3126 Congruences simultanees 

[003125] 

1. Soient a,b,a',b'€ Z avec b Ah' = 1. Montrer que le systeme : j 

et qu’elles sont congrues entre elles modulo bb'. 

2. Generaliser. 

f x = a(modb) 

possede des solutions 

[x = a’ {modb’) 


[003126] 


Exercice 3127 Congruences simultanees 


Resoudre : 

(x = 2 (mod 140) 
|x = — 3(mod99). 

x=3 (mod 4) 

2. < x=— 2(mod3) 
x = l (mod5). 

Correction T 

[003127] 

Exercice 3128 Congruences simultanees 



Une bande de 17 pirates dispose d’un butin compose de N pieces d’or d’egale valeur. Ils decident de se le 
partager egalement et de donner le reste au cuisinier (non pirate). Celui ci reqoit 3 pieces. 
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Mais une rixe eclate et 6 pirates sont tues. Tout le butin est reconstitue et partage entre les survivants comme 
precedemment ; le cuisinier reqoit alors 4 pieces. 

Dans un naufrage ulterieur, seuls le butin, 6 pirates et le cuisinier sont sauves. Le butin est a nouveau partage 
de la meme maniere et le cuisinier re 5 oit 5 pieces. 

Quelle est alors la fortune minimale que peut esperer le cuisinier lorsqu’il decide d’empoisonner le reste des 
pirates ? 

Correction T [003128] 


Exercice 3129 Decomposition a coefficients positifs 

Soient a, b G N* premiers entre eux. Montrer que : V x ^ ab, 3 u, v E N tels que au + bv = x. [ 003129 ] 


17 Factorisation en nombres premiers 

Exercice 3130 pgcd x ppcm 

Soient a,b,c G N*. Quand a-t-on pgcd (a,b,c) X ppcm (a,b,c) = abc ? 

Correction T [003130] 


Exercice 3131 pgcd x ppcm 

Soient a \ , . . . , a n E N* et bj = n j# a j- 
Montrer que : 

Pgcd(fli, . . . ,a n ) xppcm(fci,...,fe„) =ppcm(ai,...,a„) xpgcd^!,...,^) = ]!«/• 

Correction T [003131] 


Exercice 3132 ab est un carre parfait 

Soient a,b S N* premiers entre eux tels que ab est un carre parfait. Montrer que a et b sont des carres parfaits. 

[003132] 


Exercice 3133 a n = b m 

Soient a,b etm,n premiers entre eux tels que a" = b m . Montrer qu’il existe c £ N* tel que a = c m et b = c n . 

[003133] 


Exercice 3134 Valuation 2-adique de 5 2 " — 1 

Montrer que la plus grande puissance de 2 divisant 5^ — 1 est 2" +2 . 

Correction T [003134] 


Exercice 3135 a r — 1 premier ? 

On suppose que a r — 1 est un nombre premier. Montrez que r est premier, puis que a vaut 2. Reciproque ? 

Correction T [003135] 


Exercice 3136 Nombres de Mersenne 

On note M n = 2" — 1 (n-ieme nombre de Mersenne). 

1 . Montrer que : M„ est premier => n est premier. 

2. Verifier que M\ \ n’est pas premier. 

Correction T [003136] 


Exercice 3137 a n + 1 est premier 

Soient a,/i£ N tels que a ^ 2, n ^ 1, et a n + 1 est premier. Montrer que n est une puissance de 2. [ 003137 ] 
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Exercice 3138 Nombre de diviseurs d’un nombre entier 
Pour n G N*, on note d n le nombre de diviseurs positifs de n. 

1. Montrer que si n = ab avec a Ab = l, alors d n = d a db- 

2. Montrer que n est un carre parfait si et seulement si d„ est impair. 

3. Montrer que : Y\d\ n d = \fn" . 

[003138] 


Exercice 3139 Nombres premiers congrus a 3 modulo 4 

Montrer qu’il y a une infinite de nombres premiers p tels que p = — l(mod4). 

[003139] 

Exercice 3140 Nombres premiers congrus a 1 modulo 4 

On rappelle que si p est premier et n A p = 1, alors n 1 ’ 1 = 1 (mod p). 

1. Soit n G N et p ^ 3 un diviseur premier de n 2 + 1. Montter que p = l(mod4). 

2. En dcduirc qu’il y a une infinite de nombres premiers de la forme 4k + 1. 

Correction ▼ 

[003140] 


Exercice 3141 Intervalle sans nombres premiers 

Trouver 1000 entiers consecutifs non premiers. [ 003141 ] 


Exercice 3142 Factorisation de 1000! 

Quelle est la plus grande puissance de 6 divisant 1000 ! ? 

Correction T [003142] 


Exercice 3143 1/2 + 1/3 H f 1 jn n’est pas entier 

Soit Montrer que x n = 1 + \ + j H b \ est de la forme : avec p n ,q n G N* et p„ impair. 

Correction ▼ [003143] 


18 Proprietes de Q 

Exercice 3144 Parties fractionnaires 

Soit jc = | G Q* avec p,q entiers, q ^ 1, pAq = 1. Calculer frac(fcr). 

Correction T [003144] 


Exercice 3145 Denominateurs dans un sous-anneau 

Soit A un sous-anneau de <Q>. On ecrit les elements de A sous forme irreductible ; soit P l’ensemble des denomi- 
nateurs. Montrer que A = j j tels que m G Z, p e p|. 

Correction T [003145] 


Exercice 3146 Les sous-anneaux de <Q> sont principaux 

Soit A un sous-anneau de Q. Montter que A est principal (si 1 est un ideal de A, considerer I n Z). [003146] 


Exercice 3147 Decomposition en inverses 

Soit x£Q, 0 < x < 1. On definit une suite (x n ) de rationnels par recurrence : 
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- XQ=X, 

- Si x n existe et est non nul, soit k n £ N* le plus petit entier tel que On pose x n+ \ = x n — p, 

- Si x„ = 0, on s’arrete. Dans ce cas, x = r- + t~ H 1- T — • 

n ’ ’ *0 *1 K„_i 

1. Montrer que la suite est toujours finie. 

2. Montrer que si existe, alors k- l+ \ > — 1). 

3. Reciproquement, soit une decomposition : x = H |- avec n,- £ N* et m+ 1 > — 1). Montrer 

que pour tout i, on a «,• = k{. 


Correction ▼ 

[003147] 

Exercice 3148 Combinaison de fractions 

Soient | | deux rationnels avec a,c 6 Z, et £ N*. 

1. Prouver que tout rationnel s’ecrit : x = avec m.n £ Z, et mb + nd ^ 0. 

2. Etudier l’unicite d’une telle ecriture. 

3. Montrer que est compris entre | et ^ si et seulement si m et n ont meme signe. 

Correction Y 

[003148] 

Exercice 3149 Equations algebriques 

Determiner xeQ sachant que : 

1. 2x 3 — x 2 +x+ 1 = 0. 

2. 6x 5 + 1 lx 4 — x 3 4- 5x — 6 = 0. 

3. 2x 3 — x — 4 = 0. 

Correction Y 

[003149] 

Exercice 3150 x y = yd 

On cherche les couples (x,y) £ (Q + *)~ tels que x < y et x y = yd ( xd , yd £ M). 

On pose x = y = ^ (formes irreductibles), d = pq 1 A p'q, pq' = ad et p' q = bd. 

1. Montrer qu’il existe m,n £ N* tels que : p = m a , p' = m b , q = n a et q' = n b . 

2. En deduire : b — a = m b ~ a — n b ~ a . 

3. Montrer que b — a ^ 1 et conclure. 

Correction Y 

[003150] 

19 Proprietes dc Z///Z 


Exercice 3151 Equations lineaires 


Resoudre dans Z/37Z : 

1. 

J 3x + ly = 3 
\ 6x - ly = 6. 


2. x 2 — 3lx + 18 = 6. 

Indication Y Correction Y 

[003151] 

Exercice 3152 Equation algebrique 
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1. Dresser la liste des cubes dans Z/13Z. 

2. Soient x,y,z 6 Z tels que 5x 3 + 11 y 3 + 13z 3 = 0. Montrer que 13 divise x,y,z. 

3. L' equation : 5x 3 + lly 3 + 13z 3 = 0 a-t-elle des solutions entieres ? 

Correction T [003152] 


Exercice 3153 Ordre d’un entier modulo n 

1. Soient n, p ^ 2. Montrer que : n A p = 1 <+=> 3 k > 0 tel que n k = 1 (mod p). 

2. Soit n un entier impair non divisible par 5. Montrer qu’il existe un multiple de n qui s’ecrit 1...1 en 
base 10. 

[003153] 


Exercice 3154 Theoreme chinois 

Soient n,p G N* tels que ft Ap = 1. Pour x G Z on note x”, x p etx np les classes d’equivalence de x modulo n, p 
et np. 

1. Montrer que l’application 0 : Z/(«pZ) — y (Z/nZ) x (Z/pZ),x' ,p (x n ,x p ) est un moiphisme d’an- 
neaux. 

2. En deduire que <p(np) = <p(n)<p(p) (( p = fonction d’Euler). 

3. Verifier que l’hypothese n A p = 1 est necessaire. 


[003154] 


Exercice 3155 Theoreme de Wilson 

Soit « ^ 2. Montrer que « est premier si et seulement si (ft — 1)! = — l(mod«). 

Correction ▼ 

[003155] 

Exercice 3156 (Z/2"Z)* 

1. Montrer que pour tout entier a impair et tout ft ^ 3 : a 2 " 2 = 1 (mod2"). 

2. Le groupe (Z/2”Z est-il cyclique ? 

[003156] 

Exercice 3157 Equation algebrique 

1. Demontrer que / est une permutation de E. 

2. Chercher T ordre de / pour o. 

3. En deduire que le nombre de points fixes de / est congru a Card/T modulo 3. 

4. Demontrer que ce nombre est inferieur ou egal a 2. 

5. Combien T equation x 2 — x + 1 =0 a-t-elle de racines dans Z/ pZ en fonction de p ? 

6. Pour p = 37, resoudre l’equation. 


Correction ▼ 

[003157] 


Exercice 3158 Carres dans Z/pZ 

Soit p un nombre premier impair. Montrer que k est un carrc dans l’anneau Z/pZ si et seulement si ] = 

fc(modp). [003158] 


Exercice 3159 Test de primalite de Rabin-Miller 
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Soit n un entier premier impair superieur ou egal a 3 : n = q2 p + 1 avec p impair et soit a £ Z premier a n. On 
considere la suite (Z?o, b \ , . . . , b p ) d’entiers compris entre 0 ct n — I definie par : 

bo = a q (modn), Zq = ^(modn), ..., b p = ^_ x (modn). 

1. Montrer que b p = 1. 

2. Si bo 1 montrer qu’il existe un indice i tel que b, = n — 1. 

[003159] 


Exercice 3160 Coefficients du binome 

Soit p un nombre premier. Montrer que Y^k=o^p^p+k = 2 ; ' + I (mod p 2 ). 

Correction ▼ [003160] 


Exercice 3161 Suite recurrente (Mines MP 2003) 

On considere la suite ( x n ) a valeurs dans Z/11Z telle que pour tout n on ait x n+ 3 = d{x n+ 2 +x n+ \ +x n ). 
Determiner les differents comportements possibles de (x n ). 

Correction ▼ [003161] 


Exercice 3162 —3 est-il un carre ? 

Soit p un nombre premier impair. 

1. Montrer qu’une equation du second degre : x 2 +ax+b = 6 admet une solution dans Z/ pTL si et seulement 
si son discriminant : cr — Ab est un carre dans Z/ /;Z. 

2. On suppose que p = l(mod3) : p = 3q+ 1. 

(a) Montrer qu’il existe a £ (Z/pZ)* tel que a q / i. 

(b) En deduire que —3 est un carre. 

3. Reciproquement, on suppose que —3 est un carre dans Z/pZ. Montrer que p = l(mod3). 

Correction ▼ [003162] 


Exercice 3163 Indicateur d’Euler 

Soit n ^ 3. Montrer que (p{n) est pair et que L^a «-1 ] XxXn x = ^r^. 

Correction T [003163] 


Troisieme partie 

Polynomes 

20 Polynomes 

Exercice 3164 Families libres de polynomes 

Soit a,b £ K, a^b. On pose = (X — a) k (X — b) n ~ k . Demontrer que la famille (/fo, • • • ,P») est libre. [003164] 


Exercice 3165 Formule de Van der Monde 

Soit n £ N*. Pour k £ [[0, n]} on pose = X*(l —X) n ~ k . Demontrer que 33 = (Pq, . . . ,P n ) est une base de [X]. 
Calculer les composantes dans 33 de (X”(l —X)"). En deduire la valeur de Y!k=o(^n) 2 - [003165] 


Exercice 3166 Famille libre de polynomes 

Soient U, V £ K[X] non constants. On pose P \ = U k V n ~ k . Montrer que (Pq, . . .,P n ) est libre . . . 
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1. lorsque U AV = 1. 

2. lorsque (U,V) est libre. 

[003166] 


Exercice 3167 Ensi PC 1999 

Determiner les polyomes P G R 2 «-t(X) tels que P(X ) + 1 est multiple de (X — 1)" et P(X) — 1 est multiple de 
(X + l)». 

Correction T [003167] 


Exercice 3168 Operateur difference 

On note U p = x ( x ~P-(x~p+ i) ; p g N, et A : K[X] -> X[X],P ^ P(X + 1) -P(X) 

1. Demontrer que la famille (U p ) pe ^ est une base de K\X}. 

2. Calculer A n (U p ). 

3. En deduire que : V P G K n [X], ona P = P( 0) + (AP){0)U l + ( A 2 P)(0)U 2 + ■ • • + (A"P)(0)U„. 

4. Soit P G K[X]. Demontter que : 

(V n G Z, on a P(n) gZ)g( les coordonnees de P dans la base (U p ) sont entieres). 

5. Soit / : Z — > Z une fonction quelconque. Demontrer que / est polynomial si et seulement si : 3 n G N 
tq A n (f ) = 0. 

[003168] 


Exercice 3169 Liberte de P(X ). .... P(X — n) 

Soit P G K\X] de degre n. Demontrer que la famille (P(X).P(X + 1), . . . . P(X +«)) est une base de K„[X]. 
(Utiliser l’operateur A de l’exercice 3168) 

Correction T [003169] 


Exercice 3170 (X + Zo) n , ■ ■ ■ , {X + Zk) n (Centrale MP 2003) 

Soit k G N* et zo, ■ ■ ■ ,Zk des complexes. Soient les polynomes Pq = (X +zo)”, • ■ ■ ,Pk = (X + Zk) n ■ Donner une 
condition necessairc et suffisante pour que (Po, ■ ■ • ,Pk) soit une base de C n \X\. 

Correction ▼ [003170] 


Exercice 3171 P — X \ PoP — X 

1. Soit P G K\X\. Demontrer que P — X divise PoP — X. 

2. Resoudre dans C : (z 2 + 3z + 1 ) 2 + 3z 2 + 8z + 4 = 0. 

Correction ▼ [003171] 


Exercice 3172 P ^ P(X + 1 ) + P{X - 1 ) - 2P(X ) 

Soit d> : K[X] K[X\,P ^ P(X + 1) +P(X - 1) - 2 P(X) 

1. Chercher deg(d>(P)) en fonction de degP. 

2. En deduiie Ker<l> et Im 4>. 

3. Montrer que : V Q G K\X 1, 3! P G K\X 1 tq \ ^ 

LJ L J 4 [p(0)=P , (0)=0. 

[003172] 


Exercice 3173 P t-q. (X - a)(P'(X) +P'(a)) +P(X) -P(a) 

Soit a G K et d> : K n [X] -t K n [X],P H> (X- a){P\X) +P'(a))+P(X)-P(a). 
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Chercher Ker<!> et Im<E>. 

Correction ▼ 


[003173] 


Exercice 3174 A 3 + B = C 3 + D 


deg A = degC = m 

Soient A, B,C,D G M[X] tels que : < degB < 2m, deg D < 2m 

A 3 4 +B = C 3 +D. 

Montrer que A = C et B = D. 

Trouver un contre-exemple avec des polynomes a coefficients complexes. 

[003174] 

Exercice 3175 P(n ) P(n+P(n)) 

Soit PgZ[X], n G Z, et p = P(n). Montrer que p divise P(n + p). 

Correction T 

[003175] 

Exercice 3176 P(ci/b) = 0 a — kb divise P(k) 


Soit P G Z[X] et G Z* premiers entre eux tels que P( | j = 0. 


1. Montrer que a divise le coefficient constant de P. 

2. Montrer que pour tout k G Z, a — kb divise P(k). 

Correction T [003176] 


Exercice 3177 Automorphismes des polynomes 
Pour A e K[X] on note <P A : K[X } -> K[X],P i-> PoA 

1. Demontrer que les applications <f >4 sont les seuls endomorphismes d’algebre de K\X . 

2. A quelle condition <1 >a est-il un isomoiphisme ? 

[003177] 


Exercice 3178 Sous anneau non principal des polynomes 

Soit A = {P G K[X] dont le coefficient de X est nul}. Demontrer que A est un sous anneau non principal de K[X], 

[003178] 


Exercice 3179 Equation P 1 2 + Q 2 = (X 2 + l) 2 

Trouver P, Q G M[X] premiers entre eux tels que P 2 + Q 2 = (X 2 + l) 2 . 

Correction T [003179] 


Exercice 3180 Equation X (X - 1 )P' + P 2 - (2X + 1 )P + 2X = 0 


Trouver tous les polynomes P G K[X] tels que : X(X - 1)P' +P 2 - (2X + 1)P + 2X = 0. 

Correction T 

[003180] 

Exercice 3181 P(X) +P(X + 1) = 2X" 



1. Montrer qu’il existe un unique polynome P„ G K[X] tel que P„(X) +P n {X + 1) = 2X n . 

2. Chercher une relation de recurrence entre P' n et P„_ i . 

3. Decomposer P n (X + 1) sur la base (Pk)keN- 

4. Demontrer que P n ( 1 —X) = (— 1 ) n P n (X). 
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Correction T 


[003181] 


Exercice 3182 (1 -X) n P+X n Q = 1 

1 . Demontrer qu’il existe P,Q E K n - \ [X] uniques tels que ( 1 — X ) n P + X n Q= 1 . 

2. Montrer que Q = P(1 — X). 

3. Montrer que : 3 A E K tel que (1 —X)P' — nP = AX" -1 . 

4. En deduire P. 

Correction ▼ [003182] 


Exercice 3183 Endomorphismes qui commutent avec la derivation 

Soit d> E Jz ?K[X\ commutant avec la derivation, c’est a dire : V P E X[X], on a <i>(P') = <J>(P)'. 

1. Demontrer qu’il existe un unique suite (a k )keN de scalaires tels que : 


V P E K n [X] , on a <1>(P) = £ a k P {k) . 

k = o 

(On ecrit formellement : <I> = YX=o a kP k avec D(P) = P 1 ) 

2. Decomposer ainsi l’endomorphisme 4> : P i — > P(X + 1). 


[003183] 


Exercice 3184 P est positif P + P 7 +P” + . . . aussi 

Soit P E M[X] tel que : V x E M, on a P(x) ^ 0. Demontrer que : Vx E M, on a (P + P' +P” + . . . )(x) ^0. 

Correction T [003184] 


Exercice 3185 P(tana) = 2^^ j 

Soit P E M[X], Existe-t-il Q E M[X] tel que V a E ] — f , | [, P(tana) = ? 

Correction T [003185] 


Exercice 3186 X " + 1 /X' ! = P„(X + 1 /X) 

1. Montrer que pour tout entier n E N il existe un unique polynome P„ E Z[X] veritiant : 

V z £ C* , z” + z n = P;i (z + z 1 ) • 

2. Determiner le degre, le coefficient dominant, et les racines de P n . 

3. Pour P E C[X], on note P le polynome tel que : 

VzeC*, P(z)+P(z _1 ) =P(z+z _1 ). 

Etudier 1 ’ application P*-> P. 

Correction T [003186] 


Exercice 3187 Poly technique MP* 2000 

1. Donner un isomorphisme / entre C" +1 et C„[X]. 

2. Montrer que a : C w+1 C" +1 , (ciq, . . .,a n ) i-)- (a n ,ao, . . . ,a„_i) est lineaire. 

3. Si (P,Q) G (C[X]) 2 3 * * , on dcfinit le produit PQ com me le rcste de la division euclidicnnc de P(f parX" 1 — 1. 

Montrer que 1’ application induite par <7 sur C, ; [X j (c’est-a-dire / o a o f ' 1 ) est l’application qui a P 

associe XP. 
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4. Soit F un sous-espace de C" +1 stable par a. 

Montrer qu’il existe un polynome Q tel que f{F) = {RQ, R G C„[X]}. 

Correction ▼ [003187] 


Exercice 3188 Centrale MP 2002 

Determiner tous les polynomes P tels que P( C) C M puis tels que P(Q) C Q et enfin tels que P(Q) = Q. 

Correction ▼ [003188] 


Exercice 3189 Poly technique MP 2002 

Soient ,x n G C distincts et y\, . . . ,y n G C. Trouver E = {P G C[X] tq V i, P 1 ({y,}) = {jc,-}}. 

Correction ▼ [003189] 


Exercice 3190 ENS Ulm MP 2002 

Soit S C N fini et P = £ , seS a s X s eC[X], 

1. On suppose que les a s sont reels. Montrer que P a moins de racines strictement positives distinctes que 
la suite (a s ) n’a de changement de signe. 

2. On suppose que P verifie : V s G S, P(s) = 0. Montrer que P est nul. 

Correction ▼ [003190] 


Exercice 3191 £1°°, ^ 1 (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003) 

Montrer que P ensemble des solutions de P inequation £|.°°i ^ 1 est une reunion finie d’intervalles disjoints. 

Calculer la somme des longueurs de ces intervalles. 

Correction T [003191] 


Exercice 3192 Polynome positif (Ens Ulm MP* 2003) 

Soit P G M[X], Montrer : 

(V x ^ 0, P{x) > 0) (3 i G N tq (X + 1 ) l P(X) est a coefficients strictement positifs). 

Correction T [003192] 


Exercice 3193 Diviseurs premiers de la suite (. P(n )) (Ens ULM-Lyon-Cachan MP* 2003) 

Soit P G Z[X] non constant et E l’ensemble des diviseurs premiers d’au moins un P(n), n G Z. Montrer que E 
est infini. 

Correction T [003193] 


Exercice 3194 Centrale MP 2004 

Soit n G N*. Montrer Pexistence de P n G M[X] tel que 1 +X — P^ est divisible par X". 

Correction T [003194] 


Exercice 3195 Polynomes a coefficients entiers, ULM-Lyon-Cachan MP* 2004 
On donne un entier n ^ 0. 

Montrer qu’il existe des polynomes Po ,... . P„ dans Z n [X\ tels que V i,j G [[().//]]. J t l =0 t'Pj(t ) dt = 8jj. 

Correction ▼ [003195] 


21 Division euclidienne 

Exercice 3196 Decomposition en puissances croissantes 
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Soit A E K\X] de degre > 0. Montrer que pour tout polynome P E K n \X\, il existe des polynomes Pq, P\,.. . . P„ 
uniques verifiant : 

f deg/ 5 ,- < deg A 

{P = P 0 + PiA+-+P n A n . 

[003196] 


Exercice 3197 Linearite du reste et du quotient 

Soit B £ K[X] de degre n > 0. On considere les applications : 

:K[X] [X],P^R 

et 

^ :K[X]^K[X],P^Q avec P = QB + R. 

1. Montrer que d> et 'E sont lineaires. Chercher leurs noyaux et leurs images. 

2. Simplifier <I> (Pi P t). 

[003197] 


Exercice 3198 Endomorphisme P i— > AP mod B 

Soit E = /Q[X], A = X 4 — 1, B = X 4 — X, et <p : E — > E,P i— )• reste de la div. euclid. de AP par B. 

Chercher Ker<p, Im <p. 

Correction ▼ [003198] 


Exercice 3199 Congruences 

Soient P E K[X], a,b E K distincts, et a = P(a), /3 = P{b). 

1. Quel est le reste de la division euclidienne de P par (X — a) (X — b) ? 

2. Trouver le reste de la division euclidienne de (cos 6 +Xsin 6)" par X 2 + 1. 

Correction ▼ [003199] 


Exercice 3200 Congruences 

Determiner les polynomes P E Qa[2Z] divisibles par X + 1 et dont les restes des divisions par X + 2,X + 3,X + 4 
sont egaux. 

Correction T [003200] 


Exercice 3201 Calcul de pgcd 
Calculer le pgcd de P et Q pour : 

1 . p = x 4 +) ( 3 -3X 2 -4X-1 

q = X 3 +X 2 -X- 1 

2. P = X A - 10X 2 + 1 
Q=X 4 -4X 3 + 6X 2 - 4X + 1 

3. P = X 5 - iX 4 +X 3 -X 2 + iX- 1 
Q = X 4 - iX 3 + 3X 2 - 2 iX + 2 

Correction ▼ [003201] 


Exercice 3202 Coefficients de Bezout 

Montrer que les polynomes P et Q suivants sont premiers entre cux. Trouver U .V E K\X telsque UP + VQ = 1 . 

1 . p = x 4 +X 3 - 2X+1 
Q = X 2 +X + l 
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[003202] 


2. p = x 3 +X 2 + 1 
<2 = X 3 +X + 1 

Correction T 


Exercice 3203 Division de (X + 1)” —X n — 1 par X 2 +X + 1 

Chercher le reste de la division euclidienne de (X + 1 )" — X” — 1 par X 2 + X + 1 . 

Correction T [003203] 


Exercice 3204 Ensi P 90 

Pour quels n £ N le polynome (1 +X 4 )" —X" est-il divisible par 1 +X +X 2 dans M[X] ? 

Correction ▼ [003204] 


Exercice 3205 Division de (X — l) 2 n + (X — 1)” — 1 par (X — 1) (X — 2) 

Soit P n = (X - 2) 2h + (X - l) n - 1. 

1. Montrer que P n est divisible par X — 1 et par X — 2. On note Q\ et Qi les quotients correspondant. 

2. Montrer que P n est divisible par (X — 1) (X — 2) et que le quotient est Qj — Q\ . 

3. Montrer que ce quotient est egal a : 

((X - 2) 2 "” 2 - (X -2) 2 ”" 3 + (X - 2) + l) + ((X - l) n ” 2 + (X - l)"" 3 + • • • + (X - 1) + l) . 

Correction T [003205] 


Exercice 3206 Calcul de restes 

Trouver les restes des divisions euclidiennes : 

1. de X 50 par X 2 — 3X + 2. 

2. de (X + \/3) 17 par X 2 + 1. 

3. deX 8 -32X 2 + 48 par (X- V2) 3 . 

Correction T [003206] 


Exercice 3207 Divisibility 

Trouver X, /i £ C tels que X 2 + X + 1 divise X 5 +XX 3 + p,X 2 + 1. 

Correction T [003207] 


Exercice 3208 Congruences 

Soit P € K[X] tel que les restes des divisions de P par X 2 + 1 et X 2 — 1 valent respectivement 2X — 2 et — 4X. 
Quel est le reste de la division de P par X 4 — 1 ? 

Correction ▼ [003208] 


Exercice 3209 pgcdfX" — l,X m — 1) 

Soient m,n £ N*. Chercher pgcd(X" — l,X m — 1). 

Correction T [003209] 


Exercice 3210 Degre minimal dans la formule de Bezout 
Soient P, Q £ K[X] non nuls et D = pgcd(P, Q ). 


1. Demontrer qu’il existe U, V £ K[X] uniques tels que : < 


UP + VQ = D 
degU <deg<2 — degD 
degP <degP — degD. 
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[003210] 


2. Montrer que la methode des divisions euclidiennes fournit U et V. 

Correction T 


Exercice 3211 Application (t/,E) i-+ UA + VB 

Soient A,B E K\X], p = degA, q = deg B. On considere l’application : 

<£ : Kg. i [X] x K p -i [X] -> K p+q . x [X\ ,{U,V)\-G UA + VB 

Demontrer que : AAB = 1 -++- <f> est bijective. [ 003211 ] 


Exercice 3212 pgcd(P(X),.P(— X)) et ppcm(/ 5 (X),P(— X)) 

Soit P E X[X]. Demontrer que pgcd(P(X),P(— X)) et ppcm(P(X),P(— X)) sont pairs ou impairs. [ 003212 ] 


Exercice 3213 AoP\BoP^A\B 

Soient A, B,P E AT [X] avec P non constant. Montrer que si AoP divise BoP, alors A divise B. [ 003213 ] 


22 Racines de polynomes 

Exercice 3214 Factorisation de X” — 1 
Factoriser X n — 1 sur C. 

1. Endeduireni'=i 1 sin(^). 

2. Calculer egalement n^o sin (f + 0). 

3. On note (O = e 2m ! n . Calculer Flo — ®0- 

Correction Y [003214] 


Exercice 3215 Mines MP 1999 

Montrer que n^o(ft) 2i — 2ft/ cos 0 + 1) = 2(1 — cos (»0)) avec co = e . 

Correction ▼ [003215] 


Exercice 3216 Racines de j et j 2 

rtp rt p — J rtfi ryfj — J 

Montrer que si p / n, alors X~ + X~ + 1 divise X +X- + 1. [ 003216 ] 


Exercice 3217 X 2 — 2X cos 0 + 1 divise X 2n — 2X n cos (nQ) + 1 

Montrer que X 2 — 2X cos 0 + 1 divise X 2 " — 2X" cos nd + 1. Pour sin 0/0, chercher le quotient. 

Correction Y [003217] 


Exercice 3218 X 2 — 2X cos 0 + 1 divise X n+1 cos (n — 1)0 — X' ! cos n6 — Xcos 0 + 1 

Montrer que X 2 — 2X cos 0 + 1 divise X' 1+1 cos(n — 1)0 — X"cos»0 — Xcos 0 + 1, puis determiner le quotient. 

Correction ▼ [003218] 


Exercice 3219 X 8 +X 4 + 1 divise X 8 " + pX An +q 

Donner une CNS sur p,q GC pour que X 8 +X 4 + 1 divise X 8 " + pX An + q (n E N* fixe). 

Correction Y [003219] 
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Exercice 3220 Racines rationnelles 


Factoriser P(X) = 3X 4 + 1 IX 3 + 2 OX 2 + IX — 5, sachant qu’il existe des racines rationnelles. 

Correction Y [003220] 


Exercice 3221 Equation de degre 4 tq x\xi = 5 

Trouver les racines de P(X) = X 4 — 3X 3 + 6X 2 — 15X + 5 sachant que deux racines, x\ et X 2 , verifient : x\X 2 = 5 
(on introduira le polynome Q = X 4 P(5 /X)). 

Correction V [003221] 


Exercice 3222 Racines multiples 

Factoriser P = X 5 — 13X 4 + 67X 3 — 171X 2 + 216X — 108 sachant qu’il admet une racine triple. 

Correction Y [003222] 


Exercice 3223 Recherche d’ une racine triple 

Soit P = X 5 + aX 2 + 15X — 6 i. Trouver a 6 C tel que P a une racine triple dans C. Factoriser alors P. 

Correction Y [003223] 


Exercice 3224 Ensi P 90 

Donner une condition sur X pour que T equation : x 4 — 2.r 3 + Xx 2 + 2x —1=0 ait une racine au moins triple. 

Correction Y [003224] 


Exercice 3225 xi +X 2 = 1 

Soient p,q S C et P(X) = X 5 + pX + q. Donner une CNS sur p et q pour que deux des racines de P aient pour 
somme 1. 

Correction ▼ [003225] 


Exercice 3226 Factorisation 


Factoriser 


X _X X(X-1] 
1 ! 2 ! 




n+\X{X — 1) • ■ ■ (X — n) 


(n + 1)! 


Correction ▼ 


[003226] 


Exercice 3227 X — 1 | P(X") => X — 1 | P 
Soient P,QeK[X}. 

1. Montrer que si P(X n ) est divisible par X — 1, alors P est divisible par X — 1 (n G N). 

2. Montrer que si P(X 3 ) +XQ(X 2 ) est divisible par X 2 +X + 1, alors P et Q sont divisibles par X — 1. 

[003227] 


Exercice 3228 Racines de YH=o^n( sinkd)X k 

Soit 6 E M tel que sin n6 / 0. Demontrer que le polynome P = L*=o C^(si n ^0)X* a toutes ses racines reelles. 

Correction T [003228] 


Exercice 3229 

Demontrer que 1 + X + X" n’a que des racines simples. [ 003229 ] 


Exercice 3230 P' divise P 
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[003230] 


Quels sont les polynomes P E X[X] tels que P' divise P ? 

Correction Y 


Exercice 3231 Equations fonctionnelles 
Trouver tous les polynomes P E C[X] tels que . . . 

1. P(X 2 ) = P(X - l)P(X + 1). 

2. P(X 2 ) = P(X)P(X - 1). 

3. P(X)P(X + 2) + P(X 2 ) =0. 

Correction Y [003231] 


Exercice 3232 P a racines reelles simples => P 2 + a 2 a racines simples 
Soit P E M[X] dont toutes les racines sont reelles. 

1. Demontrer que les racines de P' sont aussi reelles. 

2. En deduire que : V a E M*, les racines de P 2 + a 2 sont simples. 

[003232] 


Exercice 3233 P et Q ont meme module 

Soient P,Q E C[X] tels que : V z E C, |P(z)| = |<2(z)|. Demontrer qu’il existe u E C, \u\ = 1 tel que P = uQ. 

Correction T [003233] 


Exercice 3234 Valeur moyenne 

Soient z 0) Zt,-- -,z n E C tels que :VPE C„_i[X], on aP(z 0 ) = • 

Onnote4>(X)=n? =1 (X-Zf). 

1. Calculer 

zo Zk 

2. En deduire que <E>(X) = (^) 

3. Demontrer que zi, . . . ,z n sont les sommets d’un polygone regulier de centre zo- 

4. Reciproque ? 

Correction T [003234] 


Exercice 3235 P(x) / 14 

Soit P E Z[X] tel que P(x) = 7 pour au moins 4 valeurs distinctes x E Z. 

Demontrer que : V x E Z, on a P(jc) / 14. [003235] 


Exercice 3236 Nombre algebrique rationnel 

Soit a E C. On dit que a est algebrique s’il existe un polynome P E Q[X] tel que P(tt) = 0. 

Le polynome unitaire de plus bas degre verifiant P{cx) = 0 est appele : polynome minimal de a. 

1. Soit a algebrique de polynome minimal P. Demontrer que P est irreductible dans <Q)[X] et que a est 
racine simple de P. 

2 . Soit a algebrique, et P E Q[X] tel que P{tt) = 0. On suppose que la multiplicite de a dans P est stricte- 
ment superieure a ^degP. Demontrer que a E Q. 

[003236] 


Exercice 3237 P(V 2) = 0 
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Soit PsQ[X] tel que P ( y/2) = 0. Demontrer que — \Jl est aussi racine de P avec la meme multiplicite que \fl. 

[003237] 


Exercice 3238 Polynome minimal de 2 cos {In /l) 

Montrer que x = 2 cos 5^ est racine de X 3 +X 2 — 2X — 1. Quelles sont les autres racines ? 

Correction T 

[003238] 

Exercice 3239 Racines reelles simples 

Soit P = Y.k -0 a kX k G M[X] dont les racines sont reelles simples. 

1. Demontrer que : V x G M, on a P(x)P" (x) P' 2 (x). 

2. Demontrer que : V k G {1, . . . ,n — 1}, ak~\Qk+\ ^ a 2 . 

Correction T 

[003239] 


Exercice 3240 Methode de Ferrari 
Soit P = X 4 - 6X 3 + IX 1 - 18X - 8. 

Trouver Q G M[X] tel que dcg(<2) = dcg(P — Q 2 ) = 2, ct P — Q 2 a une racine double. Factoriser alors P sur M. 

Correction ▼ [003240] 


Exercice 3241 Pgcd ^ 1 <=> racine commune 

Soient P,Q G Q[X]. Montrer que P ct Q sont premiers entre eux si et seulement si P ct Q n’ont pas de racine en 
commun dans C. [ 003241 ] 


Exercice 3242 Mines MP 2001 
Soit K un coips de caracteristique p. 

1. Montrer que a : x 1 — >■ x p est un morphisme de corps. 

2. Montrer que a est surjectif si et seulement si tout polynome P £ K\X] irreductible verifie P' / 0. 

Correction T [003242] 


Exercice 3243 Centrale MP 200 1 
Soit P G R„[X] \ {0}. 

Pour x G M on note V (x) le nombre de changements de signe dans la suite (P(x).P'(x). . . . .P in) (.rj) en convenant 
de retirer les termes nuls. Soient a < /3 deux reels non racines de P. Montrer que le nombre de racines de P 
dans [a,j8], comptees avec leur ordre de multiplicite, a meme parite que V (a) — V(/3) et que V(a) — V(/3) ^0. 

Correction ▼ [003243] 


Exercice 3244 X MP* 2004 

Soit P G C[X] de degre d dont toutes les racines sont de module strictement inferieur a 1. Pour co G U on note 
P le polynome dont les coefficients sont les conjugues de ceux de P et Q(X) = P(X) + coX d P( 1/X). Montrer 
que les racines de Q sont de module 1. 

Correction ▼ [003244] 


Exercice 3245 X MP* 2005 

Soient no, ...,a n G M tels que |«o| H b \ci n -\\ < ci n . Soit f{x) = no + «i cosxH \-a n cos(nx). Montrer que 

les zeros de / sont tous reels (cad. si x G C \ M, alors f(x) / 0). 

Correction T [003245] 
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23 Polynomes irreductibles 

Exercice 3246 Factorisation sur R de X 8 + X 4 + 1 
Factoriser X 8 + X 4 + 1 sur M. 

Correction T [003246] 


Exercice 3247 Polynome irreductible sur Q 

Demontrer que I + (X — I ) 2 (X — 3) 2 cst irreductible dans Q[X]. 

Correction T [003247] 


Exercice 3248 Polynomes positifs sur M 

Soit g = {P £ R[X] tq 3 Q,R £ R[X] tq P = Q 2 +R 2 }. 

1 . Montrer que g est stable par multiplication. 

2. Montrer que g = {P <E R[X] tq V x 6 R, P(x) > 0}. 

3. (Centrale MP 2000, avec Maple) P = 65X 4 — 134X 3 + 190X 2 — 70X + 29. Trouver A et B dans Z[X] tels 
que P = A 2 +B 2 . 

Correction T [003248] 


Exercice 3249 Lemme de Gauss 

Soit P £ Z[X], On appelle contenu de P le pgcd des coefficients de P (notation : cont(P)). 

1. Soient P, Q e Z[X] avec cont(P) = 1, et R = PQ. Soit p un facteur premier de cont(P). 

(a) Si p est premier avec le coefficient constant de P, Demontrer que p divise tous les coefficients de 
< 2 - 

(b) Si p divise le coefficient constant de P, se ramener au cas precedent. 

(c) En deduire que cont(<2) = cont(A')- 

2. Lorsque cont(P) / 1, trouver cont(P0. 

3. Application : Soit R £ Z[X], et P,Q £ Q[X] tels que R = PQ. Montrer qu’il existe Pi,Qi £ Z[X] propor- 
tionnels a P et Q et tels que R = Pi Q\ . 

{cad : un polynome d coefficients entiers reductible sur Q est aussi reductible sur Z) 

[003249] 


Exercice 3250 Polynomes irreductibles sur Z 

Demontrer que X 4 +X + 1 et X 6 +X 2 + 1 sont irreductibles dans Z[X], [003250] 


Exercice 3251 Polynomes irreductibles sur Z 
Soient ai , . . . , a n £ Z distincts. 

1. Montrer que (X — aQ . . . (X — a n ) — 1 est irreductible dans Z[X], 

2. Meme question avec (X — ai) . . . (X — a n ) + 1, n impair. 

Correction T [003251] 


Exercice 3252 Critere d'irreductibilite d'Eisenstein 

Soit P £ Z[X], P = X" + fl„_iX ,!_1 H 1 - aoX 0 et p un nombre premier tel que : 

flo^O(modp), ..., a n -\ = 0(modp), «o ^ 0(modp 2 ). 

Montrer que P est irreductible dans Z[X]. 

Correction ▼ [003252] 
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Exercice 3253 Ineductibilite de X p — a 

Soit K un sous-corps de C, a G K et p G N premier. Montrer que le polynome X p — a 
seulement s’il n’a pas de racine dans K. 

est irreductible sur K si et 

Indication ▼ Correction ▼ 

[003253] 

24 Fonctions symetriques 


Exercice 3254 a/b + b/c + c/a 


Soient a,b,c les racines de X 3 + pX + q, q / 0. Calculer : £ ffe53 (fjfy + + ^y 

Correction T 

\ 

/' 

[003254] 

Exercice 3255 1 / (jq — 1 ) 

Soient xi,X 2 ,x^,X 4 les racines de X 4 +X + 1. Calculer 


Correction T 

[003255] 

Exercice 3256 Xi/{xjXu) 

Soient x\, . . . ,x$ les racines de X 8 +X 7 — X 2 + 3. Calculer Lt^i<8,Ky<fe<8 yyyy- 

Correction ▼ 

[003256] 

Exercice 3257 x ] 

Soient a,b,c les racines de X 3 — X + 1. Calculer a 1 + b 7 + c 7 . 


Correction T 

[003257] 

Exercice 3258 a + b + c, a 2 + b 2 + c 2 , 1/a + l/ft + l/c donnes 


Resoudre 


Cl- \- b+ 

, a 2 + b 2 + 

1 1 

-+ -+ 



0 

1 

- 1 . 


Correction ▼ 


[003258] 


Exercice 3259 Ensi P 90 


Resoudre dans C le systeme : < 


Correction T 


x+y+z = 2 
x 2 +y 2 + z 2 = 6 
I + I + I = I 

x ' y ' z 2 ' 


[003259] 


Exercice 3260 f t 1 = _ 1 P{t)dt = d(P(a) +P(b)+P(c)) 

Trouver a,b,c,d tels que : V P G M 3 [X], J t 1 = _ l P(t)dt = d(P{ci ) +P(b) +P(c)). 

Correction ▼ [003260] 


Exercice 3261 a, b, c en progression geometrique 
Soient C. 
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Montrer que ces nombres sont en progression geometrique si et seulement si ( ab+ac + bc ) 3 = abc{a + b + c) 3 . 

[003261] 


Exercice 3262 Condition liant les racines 
Soit P = X 3 + pX + q de racines a,b,c. 

1. CNS pour ces racines soient aux sommets d’un carre ? 

2. CNS pour que a 1 + b 2 = 1 + c 2 ? 

Correction T [003262] 


Exercice 3263 Condition liant les racines 

Soient A, B,C les points dont les affixes sont les racines de X 3 + pX + q, p,q G C. A quelle condition sur p et q 
a t-on AB = AC = 2BC ? 

Correction T [003263] 


Exercice 3264 Condition liant les racines 

Soit P = X 4 + aX 2 + bX +c de racines a, , y, 8. CNS pour ces racines soient en progression arithmetique ? 

Correction ▼ [003264] 


Exercice 3265 Transformation d’equation 
Soient x\,X 2 ,xj les racines de X 3 +2X 2 + 3X + 4. 

Calculer le polynome unitaire de Ms[X] dont x\ +X2,X2 +X3,X3 +xi sont les racines. 

Correction T [003265] 


Exercice 3266 Transformation d’equation 

Soient xi ,X 2 ,X 3 les racines de X 3 + aX 2 + bX + c. 

Calculer le polynome unitaire de dont x^x^Xj sont les racines. 

Correction ▼ [003266] 


Exercice 3267 2X 3 + 5X 2 — X + A a une racine de module 1 
Trouver A 6 M tel que 2X 3 + 5X 2 — X + A ait une racine de module 1 . 

Correction T [003267] 


Exercice 3268 Polynomes dont les racines sont de module 1 

Soit n 6 N* et S’ Tensemble des polynomes a coefficients entiers, unitaires de degre n et dont toutes les racines 
sont de module 1 . 

1 . Demontrer que $ est fini. 

2. Pour P G $ de racines xi , . . . ,x n , on note P le polynome unitaire de racines x 2 , . . . ,x 2 . 

Demontrer que P e S. 

3. En deduire que : V P 6 S' , les racines de P sont des racines de Tunite. 

Correction T [003268] 


Exercice 3269 Centrale MP 2001 

Soit fix) = x 4 + ax 3 + bx 2 + cx + d avec a.b.c.d reels. Donner une condition necessaire et suffisante por- 
tant sur a,b,c,d pour qu’il existe une droite coupant la courbe representative de / en quatre points distincts 
M\ ,M 2 ,M 3 ,M 4 tels que M\Mi = M 2 M 3 = M 3 M 4 . 

Correction T [003269] 
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25 Fractions rationnelles 

Exercice 3270 Substitution de fractions 

Soit F E K(X) non constante et P E A [A], P / 0. 

1. Montrer que P o F / 0. 

2. Montrer que l’applicationA(A) — » K(X ) , G H )■ G o F est un morphisme injectif d’algebre. 

3. A quelle condition est-il surjectif ? 

4. Montrer que tous les isomorphismes de corps dc K(X) sont de cette forme. 

Correction T [003270] 


Exercice 3271 Multiplicity des poles 

Soient F, G 0 , . . . , i E A(A) telles que F n + G„_iF" _1 4 b G 0 = 0. 

Montrer que l’ensemble des poles de F est inclus dans la reunion des ensembles des poles des G,. [ 003271 ] 


Exercice 3272 Ensemble image d’une fonction rationelle 
Soit F E C(X). Etudier F(C \ {poles}). 

Correction T [003272] 


Exercice 3273 F o G est un polynome 

Trouver tous les couples (F, G) E (C(A))“ tels que F o G E C[A] (utiliser 1’ exercice 3272). 

Correction ▼ [003273] 


Exercice 3274 Fractions invariantes 


1. Soit F E C(X) telle que F(e 2l7l /"X) = F(X). Montrer qu’il existe une unique fraction G E C(A) telle que 
F(X) = G(X n ). 

2. Application : Simplifier ££1* 

Correction Y [003274] 


Exercice 3275 Fractions invariantes 
Soit H = {FE F(X) tel que F(x)=f(I)}. 

1. Montrer que : F E H 4=> 3 G E F(X) tel que F(x)=c^x+{^ . 

2. Montrer que H est un sous-corps de K(X). 

3. Que vaut dim# (K(X)) ? Donner une base de K(X) sur H. 

Correction T [003275] 


Exercice 3276 Formule de Taylor 

Soit F E K(X) detinie cn a E K. Demontrer qu’il existe une fraction G„ definie en a telle que : 

F(X) = F(a) + {X - a)F'(a ) + • • • + (X - a) n - 1 ^ + (A - a) n G n (A) . 

[003276] 


Exercice 3277 Derivee de 1 / (x 2 + I ) 

Soit F = jpq-j-. Montrer qu’il existe un polynome P n E Z„[A] tel que FW = 

Montrer que les racines de P n sont reelles et simples. [ 003277 ] 
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Exercice 3278 Fractions de degre negatif 


Soit A = {F £ K(X) tels que degF ^ 0}. Demontrer que A est une sous-algebre d e K(X). 
Chercher ses ideaux. 

Correction ▼ 

[003278] 

26 Decompositions de fractions rationnelles 

Exercice 3279 Decompositions pratiques des fractions rationnelles 



Elements de lere espece 


1 _ 1 5 | 15 35 | 35 

(^l) 3 - 64^1)4 + T28(jc^T)3 “ 2560^^ + 256^1) 

35 35 15 15 1 

_ 256(jc+1) ~~ 256(jc+1) 2 128(jc+ 1) 3 ~~ 64(x + l) 4 “ 32 (jc+ l) 5 

(x 2 + l) 2 _ 4 8 8 4 1 

(x — l) 6 (x— l) 6 (x — l) 5 (x — l) 4 (x — l) 3 (x — l) 2 

x 3 +x+l 1 4 9 17 3 8 17 

x 4 (x— l) 3 X 4 X 3 X 2 X + (x— l) 3 (x — l) 2 X — 1 

(• x 2 -x+l ) 2 1 1 

x 2 (x— l) 2 x 2 (x — l) 2 

x 2 1111 

(x 2 -l) 2 _ 4(x-l) 2 + 4(x-l) + 4 (x+1) 2 + 4(x+1) 


Du type x 2 + 1 


(x 2 + l) 2 (x 2 + l) 2 x 2 + l 

X 1 1 1 1 X X 

(x 4 -l) 2 = 16(x— l) 2 _ 8(x— 1) ~~ 16(x+l) 2 _ 8(x+l) + 4(x 2 + l) 2 + 4(x 2 + l) 
x 1 1— X x+1 

(x-l)(x 2 + l) 2 ~4(x— 1) 2(x 2 + l) 2 ~~ 4(x 2 + 1) 

x 6 _ 1 1 x x+1/4 

(x 2 + l) 2 (x+l) 2 “ + 4(x+l) 2 _ ^+I + 2(x 2 + l) 2 

x 6 x-i 1 5 19 

(x 2 + l)(x— l) 3 4(x 2 + 1) 2(x — l) 3 + 2(x— l) 2 4(x— 1) 


Du type x 2 + x + 1 
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X 


1 


1 


x 4 +x 2 + l 2(x 2 — x+1) 2(x 2 +x+l) 

x 4 + 1 X X 

x 4 +x 2 + l ^~2(x 2 +x+l) 2(x 2 — x + 1) 

x 4 + 1 _ 1_2 1 2x + 2 

x 2 (x 2 +x+l) 2 X 2 X (x 2 +X+ l) 2 X 2 +X+ 1 

3x 5 — 5x 4 + 4x 2 — llx+ 1 23x + 6 13x+18 3x— 11 

(x 2 + X + l) 6 (x 2 +X + l) 6 (x 2 +X+ l) 5 (x 2 +X+ l) 4 


Autres elements de 2eme espece 


x 6 - 1 

1 


=JC + T 


1/1 1 2x+ 1 _ 2x— 1 \ 

6 V x — 1 x+1 x 2 + x + 1 x 2 — x+1/ 

1 ( x+ y/2 x— y/2 \ 


x 4 + 1 2 \/2 \x 2 +x\/2 + 1 x 2 — x\/2+l / 

x _ i / 1 1 

x 4 +1 2\/2 \x 2 — x\f2 + 1 x 2 +x^2+l 

1 1 1 / cox — 2 co'x — 2 \ 

x 5 + 1 5(x+l) 5 y x 2 — cox +1 x 2 — co'x / 


CO = 


1 + ^5 , l-y/5 


-,a> = 


Racines de l’unite 


n— 1 


CO K 


=l+2£- — 1 
n — 1 j“ 0 n i x — (0 k 


_ Jin /a 


co = e 


x" — 

1 


72— 1 


IxcosoCk — 2 


+ 


— 1 k=l^k^n U ( x2 ~ 2xCOS 0C k + 1) «(x — 1) [ n ( x + 1) 


si n est pair 


CO = e 2i7l/n 


"y' 1 _/lX"-' 

^ x — co k x n — 1 ’ 
t, 1 1 _nx 2n ~ 2 + n(n — l)x n ~ 2 


(x n -l) 2 




= c 2/;r/ " (derivee) 


«St = 


2£7T 


Polynomes de Tchebychev 


1 _1 "^(-l^sinft _ (2& + l)?r 

/ \ / , n 5 Pk 

cos(/zarccosjc) n x — cos pk 


2 n 


71—1 


tan(narctanx) =- ^ 


fc=o ; fe,,-i cos 2 &(tan/3 A -x) 


+ - si n est impair 
n 


Pk = 


(2k+l)n 
2 n 


Divers 
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x 2n 

(. X 2 + l) n 

1 

(x 2 — 1)" 

1 

(x 2 + l)« 

n\ 

(x + l)(x + 2) . . . (x + n) 


x 4 — 2x 2 cos a + 1 


S(^ 2 + * 1 )‘ 

y r n ( (-1) 

~ to 2 n+k \(x-l) n - k ' ( x+l)"-* 

;£+« /_o£+n 


'* + (“I)' 1 


'h 2n+k 

_y (-l)*" 1 ^ 

~*=t * + * 


1 


m — k 


+ ■ 


(x + i 


m— & 


4cos(a/2) \x 2 — 2xcos(a/2) + 1 x 2 + 2xcos(a/2) + 1 


a ^ O(mod^) 


[003279] 


27 Decomposition en elements simples 

Exercice 3280 Ensi PC 1999 

Decomposer en elements simples sur M puis sur (x 2 + 1 ) : pr 2 + 2 X+i)(x 3 ~i) • 

Correction ▼ [003280] 


Exercice 3281 Calcul de derivees 

Calculer les derivees p-iemes des fractions suivantes : 

1 1 

' X(X+l)...(X+n) ' 

2 - X 2 — 2Xcoso?+l («#0(mod^)). 

3 ‘ X 2 -2Xsha-l (a G 

Correction ▼ [003281] 


Exercice 3282 Sommation de series 
A l’aide de decomposition en elements simples, calculer : 

1 v°° 1 

‘-'n— 1 fi(;!+l)‘ 

o yoo 1 

2^n—\ n(n+l)(n+2) * 

o yoo n 

2^n=\ w 4_|_ n 2_|_j* 

Correction T [003282] 


Exercice 3283 Partie polaire pour un pole d’ordre 2 

Soit F(X) = ftjYj = (x-a} 2 Q(X) avec 2( a ) 0- Chercher la partie polaire de F en a en fonction de Q puis en 

fonction de R. 

Correction ▼ [003283] 


Exercice 3284 

Soient a\, . . . ,a n G K distincts et P = (X — ci\) . . .{X — a„). 

1. Decomposer en elements simples la fraction 1 ^ ' . 
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2. Montrer que les coefficients des sont tous nuls si et seulement si : (1 +X 2 )P” — 2nXP' +n{n + 1)P = 
0 . 

Correction T [003284] 


Exercice 3285 P a racines Xj simples /F'fx/) = 0 

Soit P G (x 2 + l)"[ x l (n 2) ayant n racines distinctes : xi, . 

1. Demontrer que -pj— ) = 0. 

2. Calculer £” =1 ^rr pour 0 X k F n — 1 . 

Correction ▼ 

■ -,x n . 

[003285] 


Exercice 3286 Les racines de P' sont des barycentres des racines de P 

Soit Pg(r+ 1 )X de racines X\,X 2 , ■ ■ ■ ,x n avec les multiplicites mi, m 2 , . . . ,m„. 

1. Decomposer en elements simples y. 

2. En deduire que les racines de P' sont dans l’enveloppe convexe de x\ , . . . ,x n . 

Correction T [003286] 


Exercice 3287 F'(X) /F(X) = ... 

Soient cii,...,a n eK distincts et oq, . . . , a„ G K. Existe-t-il F G K(X) telle que : = Y%=i Y^f k ? [ 003287 ] 


Exercice 3288 F(X + 1) - F(X) = ... 

Trouver les fractions F G M(X) telles que : F(X+ 1) — F(X) = vqx X p(x+i) • 

Correction T [003288] 


Exercice 3289 Inversion de la matrice (1/ (a, — bj )) 

Soient ai,...,a n ,bi,...,b n , et c des scalaires distincts. On note A la matrice carree et B la matrice 

colonne Montrer que V equation AX = B possede une solution unique en considerant une fraction 

rationnelle bien choisie. 

Correction ▼ [003289] 


Exercice 3290 Racines de (X 2 + 1 )PP' +X(B 1 + P' 2 ) 

Soit P G M[X] ayant n racines positives distinctes (entre autres). 

Factoriser le polynome Q = (X 2 + 1 )PP r +X(P 2 + P' 2 ) en deux termes, faire apparaitre jy, et Demontrer que 
Q admet au moins 2n — 2 racines positives. 

Correction T [003290] 


Exercice 3291 Inegalite 

Soit P G M[X] unitaire de degre n et Q(X) = X(X — 1) . . . (X — n). 

Calculer Y*k=o n ^ k (k-i) et en deduire l’existence de k G [[0,«]] tel que |F(^)| ^ §?. 

Correction ▼ [003291] 


Exercice 3292 ENS MP 2002 

Soit P G (x 2 + 1 ) lx] admettant deux racines distinctes et tel que P" divise P. Montrer que P est a racines simples. 
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Soit P E M[X] admettant deux racines reelles distinctes, et tel que P" divise P. Montrer que P est scinde sur M 
et a racines simples. 

Correction Y [003292] 


28 Division suivant les puissances croissantes 

Exercice 3293 Division de X 3 — 1 par X 2 + 1 

1. Effectuer la division suivant les puissances croissantes de X 3 — 1 par X 2 + 1 a l’ordre 3. 

2. En deduire une primitive de / : x i-)- . 

Correction T [003293] 


Exercice 3294 Division de 1 par (1 —X) 2 

1. Effectuer la division suivant les puissances croissantes a un ordre n quelconque de 1 par (1 —X) 2 . 

2. En deduire 1 + 2cos 0 + 3cos20 H fncos(n — 1)0, n E N*. 0 El. 

Correction Y [003294] 


Exercice 3295 Division de 1 —X 2 par 1 — 2X cost +X 2 

1. Effectuer la division suivant les puissances croissantes a un ordre queclonque de 1 —X 2 par 1 — 2X cos G + 
X 2 . 

2. En deduire la valeur de 1 + 2£^ =1 cos kd, ( 0 ^ 0(mod27r)). 

Correction ▼ [003295] 


Exercice 3296 Coefficients de Bezout 

Soient P = 1 + 2X + 3X 2 + 3X 3 + 2X 4 +X 5 et Q = X 5 . 

1. Verifier que P et Q sont premiers entre eux. 

2. Trouver U, V E X[X] tels que UP + VQ = 1 (utiliser une division suivant les puissances croissantes). 

Correction T [003296] 


Quatrieme partie 

Algebre lineaire 

29 Espaces vectoriels 

Exercice 3297 Sev de X 3 engendres par deux vecteurs 

On considere les vecteurs de X 3 : a = (1,2, 1), b = (1,3,2), c = (1, 1,0), d= (3,8,5). 

Soient F = vect (a,b) et G = vect(c,d). Comparer F et G. 

Correction T [003297] 


Exercice 3298 Somme de sous-espaces 

Soient F,G,H trois sous-espaces d’un espace vectoriel E. Comparer F n (G + (F nff)) et (F DG) + (F HH). 

Correction T [003298] 
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Exercice 3299 FnG = F'nG' 


Soient F,G,F' ,G' des sev d’un ev E. 

Montrer que si F n G = F’ n G' alors (f + (Gn F')) n(f + (Gn G')) = F. 

Correction T 

[003299] 

Exercice 3300 E n’est pas union de sous-espaces stricts 



Soit E un K-ev non nul et F \ , . . . ,F n des sev stricts de E. On veut montrer que E ^ F\ U • • • UF n : 


1. Traiter le cas n = 2. 

2. Cas general : on suppose F n <jEF\ U • • • UF„_i et on choisit x G F n \ (Fi U • • ■ UF„_i) et y ^ F n . 

(a) Montrer que : V A G K, Xx+y ^ F n . 

(b) Montrer que : V i ^ n — 1, il existe au plus uni GA tel que hx + y G Fj. 

(c) Conclure. 

[003300] 


Exercice 3301 Etude de liberte 
Etudier la liberte des families suivantes : 

1. E = {fcts : M — y M}, & = (sin, cos). 

2. E = {fcts : M + * — > M}, & = (f a : x i — > x a ), a G R. 

3. E = {fcts : M — > M}, & = (/ fl : x i — > \x — a|), aGt. 

[003301] 


Exercice 3302 Nombres algebriques 
On considere que M est un Q-espace vectoriel. 

1. Montrer que la famille (1, y/2, \/3) est libre. 

2. Montrer que la famille (In p) ou p decrit l’ensemble des nombres premiers positifs est libre. 

[003302] 


Exercice 3303 Modification des vecteurs d’une famille libre 

Soit E un espace vectoriel, (xi,...,x n ) une famille libre de vecteurs de E, et oq , . . . , a„ des scalaires. 

On pose y = YJ}=\ et = *i +9- Etudier a quelle condition la famille {x[, . . . ,x„ ) est libre. 

Correction T [003303] 


Exercice 3304 Polynomes trigonometriques 

Soit E l’ev M r , F le sev engendre par les fonctions f n :x cos (nx), n G N, et G le sev engendre par les 
fonctions g n : x i — > cos" x, n G N. Montrer que F = G. [ 003304 ] 


Exercice 3305 Supplementaire commun, X MP* 2005 

1. Soit A = {P G M[X] tqP = (1 -X)Q(X 1 2 ) avec Q G R[X]}. 

(a) Montrer que A est un M-ev et que l’on a /?[X] = A © { polynomes pairs }. 

A-t-on R[X] = A © { polynomes impairs } ? 

(b) Que peut-on dire si l’on remplace Q(X 2 ) par une fonction / paire ? 

2. Soient E\, E 2 deux sev d’un ev E tels que E\ et E 2 sont isomorphes et E = E\ © £ 2 - Montrer que E\ et 
E 2 ont un supplementaire commun. 
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Correction ▼ 


[003305] 


30 Applications lineaires 

Exercice 3306 Image d’une somme, d’une intersection 

Soit / : E — >• F une application lineaire et E\, Ei deux sous-espaces vectoriels de E, F\, Fi deux sous-espaces 
vectoriels de F . Que pouvez-vous-dire de /(£j + E2), f(E\ ClE?), f~ * l (F\ + F2), f~ x (F\ fl F2) ? [ 003306 ] 


Exercice 3307 Effet sur les families libres et generatrices 
Soient E.F deux espaces vectoriels et / : E — > F lineaire. 

1. Montrer que / est injective si et seulement si / transforme toute famille libre de E en une famille libre 
de F . 

2. Montrer que / est surjective si et seulement s’il existe une famille generatrice de E transformee par / en 
une famille generatrice de F. 


[003307] 


Exercice 3308 / (Ker (go f)) 

Soit E un espace vectoriel et f,g £ _§?(£). Montrer que /(Ker(go/)) = KergHlm/. [ 003308 ] 


Exercice 3309 Endomorphisme tel que tout vecteur non nul est propre 

Soit E un espace vectoriel et / E _§?(£) tel que pour tout x £ E, la famille (x,f(x)) est liee. 

1. Montrer que si x 7 ^ 0, il existe un unique scalaire Ay tel que f(x) = Ayx. 

2. Comparer Ay et Ay lorsque (x,y) est libre. 

3. Montrer que / est une homo the tie. 

[003309] 


Exercice 3310 fogof = f et go fog = g 

Soient f,g£ if (E) tels que fogof = f et go fog = g. 

1. Montrer que F = Ker/©Img. 

2. Montrer que /(Img) = Im /. 

Correction ▼ [003310] 


Exercice 3311 / 3 = id 

Soit / E ££ (E) tel que / 3 = id^. 

1. Montrer que Ker (/ — id) © Im(/ — id) = F. 

2. Montrer que Ker(/ — id) = Im(/ 2 +/ + id) et Im(/ — id) = Ker(/ 2 +/ + id). 

[003311] 


Exercice 3312 Applications M-lineaires sur (x 2 + l) 

On considere que (x 2 + I ) est un M-espace vectoriel. 

1. Donner une base de (x 2 + 1). 

2. Montrer que tout endomorphisme de (x 2 + 1) peut se mettre sous la forme : f(z) = az + bz, avec a. b £ 

(x 2 + l). 


68 


3. CNS sur a et b pour que / soit bijectif ? 


Correction ▼ 


[003312] 


Exercice 3313 Supplementaire d’un hyperplan 

Soit E un K-cv et / : E — > K une forme lineaire non identiquement nulle. On note H = Ker /. 

1. Montrer que Im/ = K. 

2. Soit u G E\H et F = vect(i7). Montrer que F ®H = E. 

[003313] 


Exercice 3314 Permutation de coordonnees dans K“ 

Soit a G S„ (groupe symetrique) et f a '-K n -» K”,(x i , . . ,x„) t-y (^cr(i) , - ■ ■ ,x a ( n )) 

On rnunit K" de la structure d’algebre pour les operations composante par composante. 

1. Montrer que f a est un automorphisme d’algebre. 

2. Soit (p un automorphisme d’algebre de K'\ 

(a) Montrer que la base canonique de K" est invariante par <p (etudier (p(ej ) et (pie-, x e/)). 

(b) En deduire qu’il existe a G S n tel que (p = f a . 

3. Montrer que {0}, K (\, . . . , 1), {(jci, . . . ,jc„) tq jcj H \-x n = 0} et K" sont les seuls sev stables par tous 

les endomoiphismes f a . 

[003314] 


Exercice 3315 if(£x F), Chirnie P 1996 

Est-il vrai que x F) et (E) x sont isomorphes ? (E et F espaces vectoriels de dimensions finies). 

Correction ▼ [003315] 


Exercice 3316 Commutants iteres 

Soit u G ( E ). On pose pour v G _£?( E ) : <p(v) = vo u — u o v, et on note c,- = Ker^' (co = {0}, est le 
commutant de u, C 2 est l’ensemble des v tels que vou — uov commute avec u,. . .). 

1. Calculer (p(vow) en fonction de v,w, ^(v) et <p(w ). 

2. Montrer que c = U,si? c ‘ est une sous-algebre de //'’(E). 

Correction T [003316] 


31 Espaces vectoriels de dimension finie 

Exercice 3317 Essai de bases 

Montrer que dans M 3 , les trois vecteurs a = (1,0, 1), b = (-1,-1, 2) et c = (—2, 1,-2) forment une base, et 
calculer les coordonnees dans cette base d’un vecteur x = (x,y,z). 

Correction ▼ [003317] 


Exercice 3318 Rang de vecteurs 

Dans R 4 , trouver le rang de la famille de vecteurs : 

o = (3,2, 1,0), b = (2, 3, 4, 5), c = (0, 1,2,3), d = ( 1,2, 1,2), ?= (0,-1, 2,1). 

Correction T [003318] 
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Exercice 3319 Fonctions affines par morceaux 

Soit 0 = xq < xi < ■ ■ ■ < x„ = 1 une subdivision de [0, 1] et F l’ensemble des fonctions / : [0, 1] — > M continues 
dont la restriction a chaque intervalle [jc;,jc,- + i] est affine. 

Montrer que F est de dimension finie et trouver une base de F . 

[003319] 


Exercice 3320 Projection et symetrie dans K 3 

Dans K\ on donne les sous espaces : = {? = J X ’ y ’ z) K| X+y + Z = 0) 

[K = \ect(ff = (1,1,2)). 

1. Determiner dim H et en donner une base. 

2. Demontrer que H®K = K 3 . 

3. Donner les expressions analytiques des projection et symetrie associees : 7Zh et sh- 

Correction Y [003320] 


Exercice 3321 Supplementaires 

Soit E = H © K et (?i , . . . , e*) une base de K. 

1. Montrer que pour tout a H . K (i = vect(?i +a,...,ejc + a) est un supplementaire de H. 

2. Montrer que si ci^b, alors K (i =2 K h . 

[003321] 


Exercice 3322 dim H = dim K H et K ont un supplementaire commun 

Soient H,K deux sev d’un ev E de dimension finie. Montrer que dim El = A\mK si et seulement si El et K ont 
un supplementaire commun (par recurrence sur codim//). 

Correction ▼ [003322] 


Exercice 3323 Intersection et somme de sev 

Soit E un ev de dimension finie et (Fj-),- e / une famille de sous-espaces de E. 

On note H = fj ie i F i et S = E, e/ F t = vect(u, 6 /^') ■ 

Montrer qu’il existe une partie finie, J, de I telle que : El = fj iejFj et S = [ 003323 ] 


Exercice 3324 Elements algebriques 
Soient K, L deux coips avec K CL 

Un element a G L est dit algebrique sur K s’il existe un polynome non nul P e K[X] tel que P(tt) = 0. 

1. Montrer que a est algebrique sur K si et seulement si K\a\ est un K-cv de dimension finie. 

2. On suppose que a et /3 sont algebriques sur K. Montrer que a + /3 et a (5 sont algebriques sur K (etudier 

K[a, j8]). 

[003324] 


Exercice 3325 Coips emboites 

Soient H C K C L trois sous-corps de (x * 1 2 + 1). 

1. Montrer que K et L sont des //-ev et L est un K-ev. 

2. Montrer que L est de dimension finie sur H si et seulement si K est de dimension finie sur H et L est de 
dimension finie sur K. 

3. Application : Montrer que Q, la cloture algebrique de 0 dans (x 2 + I ) , est un corps algebriquement clos 
(si P G Q[X], considerer le sous-corps de (x 2 + 1) engendre par les coefficients de P). 
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[003325] 


Exercice 3326 Surcorps de M 

Soit A une M-algebre commutative, integre et de dimension finie. 

1. Montrer que A est un corps. 

2. Si dimA > 1 montrer que tout element de A est algebrique de degre 1 ou 2 sur M. En deduire qu’alors A 
est isomorphe a (x 2 + 1). 

[003326] 


32 Applications lineaires en dimension finie 

Exercice 3327 Applications du thm du rang 
Soient E,F deux A-ev et / £ J£(E,F). 

1. Montrer que si H est un sev de E, alors 
dim /(//) = dim// — dim(// n Ker /). 

2. Montrer que si K est un sev de F, alors 
dim/” 1 (A) = dim(Anlm/) + dim (Ker/). 

[003327] 


Exercice 3328 Application du thm du rang 

Soient E, F deux ev de dimensions times et u,v £ FF(E,F). 

Montrer que dim(Ker(n + v)) A dim(Kerw n Kerv) + dim(Imwnlmv). 

(considerer w = u\ Kev{u+v) ) 

[003328] 


Exercice 3329 Rang de / o g 

Soit E un ev de dimension finie et f,g £ SF (E). Etablir : 

1. dim Ker (fog) ^ dim Ker/ + dim Kerg. 

2. dim ( Im / n Kerg) = rg (/) - rg (go/). 

3. rg(/) +rg(g) — dim/? / rg(/og) < min(ig(/),ig(g)). 

[003329] 


Exercice 3330 CNS pour que Ker / et Im/ soient supplementaires 

Soit E un ev de dimension finie et / £ (E). Montrer que les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1. Ker/ 2 = Ker/. 

2. Im/ 2 = Im/. 

3. Ker/© Im/ = E. 

4. Ker/ n Im / = {0} . 

5. Ker/ + Im/ = E. 

[003330] 


Exercice 3331 fog = 0 

Soit E un ev de dimension finie et f,g £ F£[E) tels que fog = 0. Trouver une inegalite liant les rangs de / et 
de g. Peut-on avoir egalite ? [ 003331 ] 
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Exercice 3332 Rang de / + g 

Soient E,F deux ev, E de dimension finie, et f,g £ Jjf(E,F). 

1 . Demontrer que rg (/ + g) ^ rg (/) + rg (g ) . 

2. Montrer qu’il y a egalite si et seulement si Im/ n Img = {Of-} et Ker / + Kerg = E. 

Correction ▼ [003332] 


Exercice 3333 Ker / + Kerg = Im / + Img = E 

Soient E un ev de dimension finie et f,g E «£?(£) tels que Ker/ + Kerg = Im/ + Img = E. 

Montrer que les sommes sont directes. 

[003333] 


Exercice 3334 / 3 = 0 

Soit / E &(E) tel que f = 0. 

1. Montrer que rg/ + rg/ * 1 2 / dim E. 

2. Montrer que 2rg/ 2 / rg/ (appliquer le theoreme du rang a / Im y). 


[003334] 


Exercice 3335 /og = 0et/ + gE GL(E ) 



Soit E de dimension finie et f,g E ££ (E) tels que : 

f/°g = o 


Montrer que rg/ + rgg = dim E. 

Correction ▼ 

\f + geGL(E). 

[003335] 

Exercice 3336 / tq Im/ et Ker / sont imposes 




Soit E un K-ev de dimension finie et H,K deux sev fixes de E. 

1. A quelle condition existe-t-il un endomorphisme / E «2f (E) tel que Im f = H et Ker / = K ? 

2. On note £ = {/ E (E) tq Im f = H et Ker / = K). Montter que £ est un groupe pour o si et seulement 


si H®K = E. 

Correction T [003336] 


Exercice 3337 Thms de factorisation 
Soient E,F,G trois K-ev avec dim(G) finie. 

1. Soient u 6 J£(F,E) et v 6 «Sf(G,E). Montrer qu’il existe h 6 tel que v = uoh si et seulement 

si Imv C Im u. 

2. Soient u E 2£(E,F) et v E J£(E,G). Montter qu’il existe h E J£(G,F) tel que u = h o v si et seulement 
si Kerv C Kern. 


[003337] 


Exercice 3338 Isomorphisme o projecteur 

Soient E en ev de dimension finie et / E ££ (E). 

1. Montrer qu’il existe un projecteur p E _§?(£) et un isomorphisme g E GL(E) tels que / = g° P- 

2. Montrer qu’il existe un projecteur p E Sf{E) et un isomorphisme g E GL(E) tels que / = p°g- 
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[003338] 


Exercice 3339 Centre de Jz? (E) 

Soit E un K-ev de dimension finie. Le centre de 2zf(E) est : Z = {/ G ,i?(E) tq V g G «£?( E ), /og = gof}. 

1. Soit / G J 2 ?(E) et x G E. Si (.?,/(.?)) est libre, montrer qu’il existe g G 2z?(E) telle que g(Z) = x et 
8°f{x) = -fix). 

2. En deduire que Z est l’ensemble des homotheties. 

3. Determiner Z' = {/ G 2z?(E) tq V g G GL{E ), fog = gof}. 

[003339] 


Exercice 3340 Elements reguliers dans f£ ( E ) 

Soit feZf(E,F). 

1. Montrer que : (/ est injectif) (V g G «£?( E ), /og = 0 g = 0). 

2. Montrer que : (/ est surjectif) (V g G 2z? (F) , g o / = 0 g = 0). 

[003340] 


Exercice 3341 f * 1 2 3 4 = —id 

Soit E un M-ev et / G ^f(E) tel que f of = —id e- Pour z = x+iy G {x 2 + 1) et it G E, on pose : zu = xu+yf(u). 

1. Montrer qu’on definit ainsi une structure de (x 2 + l)-ev sur E. 

2. En deduire que dim^E) est paire. 

[003341] 


Exercice 3342 /o/ = 0et/og + go/ = id 


1. SoitE unE-ev et f,g G Z£(E) tels que : < 

[f°g + g°f = ids- 

Montrer que Ker / = Im /. 

2. Reciproquement, soit f G .£(E) tel que Ker / = Im/, et E un supplementaire de Ker/. Montrer que 

(a) f = 0. 

(b) ViG E, il existe y,z G E uniques tels que Z = y + f(z). 

(c) II existe g G 2z? (E) tel que f og + go f = id e- 

Correction ▼ [003342] 


Exercice 3343 Endomorphisme nilpotent 

Un endomorphisme / G Zf(E) est dit nilpotent s’il existe p G N tel que f p = 0. Dans ce cas, V indice de / est 
le plus petit entier p tel que f p = 0. On considere / G .£(E) nilpotent d’ indice p. 

1. Soit u G E \Ker/ p_1 . Montrer que la famille (i7,/(i7), . . . ,/ p_1 (n)) est libre. 

2. En deduire que si E est de dimension finie n, alors f n = 0. 

3. Soit g G GL(E) tel que fog = gof. Montrer que f + g G GL(E ) . . . 

(a) en dimension finie. 

(b) pour E quelconque. 

4. Dans 2z?(K 2 ), soient f,g de matrices : q) et ( °| q). Verifier que / est nilpotent, g G GL(K 2 ), mais 

f + g^GL{K 2 ). 
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Correction T 


[003343] 


Exercice 3344 Matexo 

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et / E «£? (E) tel que Vi6£, 3p x E N*, f Px {x ) = 0. Montrer 
que / est nilpotent. Donner un contre-exemple en dimension infinie. [ 003344 ] 


Exercice 3345 Mines P’ 1995 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et / E ( £ ) nilpotente d’indice n. 

Soit 0 : 3f(E) -^3f{E),g\-^ fog-go f. 

1. Montrer que 0 p (g ) = Yll=o(~^) k C k pf p k °8° f k - En deduire que 0 est nilpotente. 

2. Soit a E «2?(£). Montrer qu’il existe b E «2f(£) tel que aoboa = a. En deduire l’indice de nilpotence 
de 0. 

[003345] 


Exercice 3346 Endomorphisme cyclique 

Soit E un ev de dimension n et / E 2z? (£). On suppose qu’il existe un vecteur iiE£ tel que la famille (f k {^)) ke ^ 
engendre E. 

1. Montrer que (w,/(t/), . . . ,/" Uu)j est une base de E. (Considerer p maximal tel que & = (u, . . ,.f p 1 ( « ) ) 
est fibre, et prouver que f k {u) est combinaison lineaire de ■'? pour tout entier k) 

2. Montrer qu’un endomorphisme gEif(£) commute avec / si et seulement si c’est un polynome en /. 

[003346] 


Exercice 3347 u * 1 = 0 en dimension 3 

Soit E un ev de dimension 3 et m E J£?(E) tel que u 2 = 0. Montrer qu’il existe / E E* et a E E tels que : 

VjE£, u(x ) = f(x)a. 

[003347] 


Exercice 3348 (u,x,f(x)) liee 

Soit E un ev de dimension superieure ou egale a 3 et u E E \ {0}. Trouver tous les endomoiphismes / E (£) 
tels que : V x E £, la famille ( u,x,f(x )) est liee. 

Correction ▼ [003348] 


Exercice 3349 Noyaux iteres 

Soit E un ev de dimension finie et / E _£?(£). On pose N k = Ker (f k ) et 4 = Im(/*). 

1. Montrer que la suite (N k ) est croissante (pour l'inclusion) et que la suite (4) est decroissante. 

2. Soit p tel que N p = N p+ \. Justifier l’existence de p et montrer que N p+ \ = N p+ i = ■ ■ ■ = N p+k = . . . 

3. Montrer que les suites {N k ) et (4) sont stationnaires a partir du meme rang p. 

4. Montrer que N p © I p = E. 

5. Montrer que la suite (dim(/4+i) — di m (N/ ; ) ) est decroissante. 

[003349] 


Exercice 3350 Dimension des g tq / o g = 0 et/ou gof = 0 

Soit / E ■£?(£). On pose K = Ker/, I = Im /, = {g E _Sf (£) tq fog = 0} et J’ = {g E 5£(E) tq go/ = 0}. 

1. Montrer que et ./ sont des sev de (£). 

2. Soit g E (E). Montrer que : g E <^=^> Img C £, et : g E / Kerg D /. 
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3. (a) Montrer que 1’ application 4> : — > J£(E,K),g (->• g \ K est un isomorphisme d’ev. En deduire 

dim Jtf . 

(b) Chercher de meme dim J' en introduisant un supplementaire 1' de I. 

(c) Chercher aussi dim(JC Cl J?). 

Correction ▼ [003350] 


Exercice 3351 Rang de / 1— > u o / o v 

Soient u,v G «£?(£). Determiner le rang de l’endomorphisme de j£?(E) :/h>«o/ov. 

Correction ▼ [003351] 


Exercice 3352 Sous algebres 

Soit E un ev de dimension finie et srf une sous-algebre de .if” (E). Montrer que si / G -e/ et / est bijective, alors 

f~ l g srf. 

On pourra etudier 1’ application 0 : srf — > &/,g *- > fog. [003352] 


Exercice 3353 Ideaux de ,2?(E) 

Un ideal a gauche de 22f(£) est un sev de Jzf(E) tel que : V / G J? , V g G 22f(£), /ogg/. 

Soit JE un ideal a gauche. 

1. Montrer que si / G et Img c Im /, alors g£/. 

2. Soient /1 , /} G J/ Montrer qu’il existe gi , g 2 G _£?(£) tels que Im(/i ogi+f 2 og 2 ) = Im/i + Im/ 2 . 

3. Soit / G/ tel que rg (/) soit maximal. Montrer que / = {g G ^(£) tq Img C Im/} = {/ogtqg G 

[003353] 


Exercice 3354 Automorphismes de 2z?(E) 

Soit E un ev de dimension n et : «£? (£)—>■ (E) un automorphisme d’ algebre. On note (ei,...,e n ) une base 

fixee de E, (( ) la base de 2z?(£) associee (< ptj(ek ) = et Yij = d/tp,-,). 

1. Simplifier y/ ;/ - o y//j.. 

2. En deduire qu’il existe rq G £ \ {0} tel que i/q 1 (iq ) = rq . 

3. On note Uj = i//, 1 (/7| ). Montrer que y/, 7 - ) = SjkUi et en deduire que (/■) est une base de E. 

4. Soit / G GL(E) definie par : /(?,) = /. Montrer que : V g G 2z? (£), <I>(g) = /°g°/ _1 - 

Correction T [003354] 


Exercice 3355 / 2 = 0=>/ = go /2 avec hog = 0 

Soit / G _£?(£) telle que / 2 = 0. Montrer qu’il existe g ,/2 G _£?(£) tels que / = go /2 et hog = 0. 

Correction T [003355] 


Exercice 3356 Centrale MP 2001 

Soit / un endomorphisme donne de £ de dimension 22 et E = {g G 2z?(E) | go / = fog = 0}. Trouver la 
dimension de E. 

Correction ▼ [003356] 


Exercice 3357 X MP* 2001 

Soit G un sous-groupe fini de GL(W‘) et E = n ?e G^ er fe — id)- Montrer que Card(G) x dimE = L ?6 G tr fe)- 

Correction T [003357] 
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33 Matrices 


Exercice 3358 Matrices en damier 

Soit M = (aij) G K). On dit que M est en damier si a,j = 0 pour j — i impair. On note l’ensemble des 
matrices n x n en damier. Montrer que $ est une sous-algebre de ,M n (K). Quelle est sa dimension ? 

[003358] 


Exercice 3359 Matrices stochastiques 
Soit 

= {A = (aij) G ,J? n (R) tq V i,j, a^ ^ 0 et V i, £'j =1 a (/ - = l}. 

1. Montrer que & est stable par multiplication. 

2. Determiner les matrices inversibles telles que A -1 G 

Correction T [003359] 


Exercice 3360 Matrices centrosymetriques 

Soit A = (atj) G ■///„( K). On dit que A est centro-symetrique si pour tous i,j : -j = a, j. Montrer que 

si A et B sont centro-symetriques, il en est de meme de AB. Montrer aussi que si A est centro-symetrique et 
inversible alors A -1 est aussi centro-symetrique. [003360] 


Exercice 3361 Conservation de 1’ inverse sur un sous-corps 

Soit M G .//niQl). Comparer les enonces : 

1 \Me . st inversible dans ^ n (Q). 

2 : M est inversible dans ( (x 2 + 1)'. 

[003361] 


Exercice 3362 Algebre de matrices 


On note U = ■ 

V 

1. Montrer que .(A est une sous algebre commutative de ./// n (W). 

2. Soit M = aU +WG srf ■ Montrer que M possede un inverse dans si si et seulement si b(b + na) / 0, et 
le cas echeant, dormer A7 . 

3. Montrer que si b(b + na) = 0, alors M n’est pas inversible dans .// n (W). 

4. Trouver les matrices M G srf verifiant : M" = I. 

Correction ▼ [003362] 


^ G et srf = {aU + bl, a,b G M} (n ^ 2). 


Exercice 3363 Quaternions 


Montrer que c to = 
Montrer que 


M = 


a b 
—b a 


G .A'Sf®*) > est un corps isomorphe a (x 2 + I ) . 


non commutatif. 


|m = ^ G ( (x 2 + 1)^| est un corps 


[003363] 


Exercice 3364 Homographies 


Pour M = 


“ b ^j GGL 2 (M),onnote/ M :MU{oo}-^Mu{oo},^i-^ ^ 
Montrer que Mg/m est un morphisme de groupes. Quel est son noyau ? 
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[003364] 


Exercice 3365 Operations par blocs 


1. Soient A\ G -M n . in (K), A 2 g JK njn {K), B i G J£ PlA {K\ B 2 G JZ P2 , q {K). 


On pose A = (Ai A 2 ) G p, +P2 (A") et B = 

f A B 


B 1 
#2 


G 


P 1 +P2 


q(K). Montrer que AB = A 1 B 1 + A 2 B 2 . 


2. Soit M = 


0 C 


ou A, B, 0, C sont des matrices de tailles pxp,pxq,qxp,qxq (matrice triangulaire 


par blocs). Montrer que M est inversible si et seulement si A et C le sont. Le cas echeant, donner M 1 
sous la meme forme. 

3. En deduire une nouvelle demonstration de la propriete : L’inverse d’une matrice triangulaire est triangu- 
laire. 


Correction ▼ 


[003365] 


Exercice 3366 Decomposition d’une matrice en matrices inversibles 
Soit A G ~4t n {K). Montrer qu’il existe U,V G GL n {K ) telles que A = U + V. 

[003366] 


Exercice 3367 Conjugaison 

1. Soit P G GL n (K). Montrer que l’application 4>p : ,4t n {K) — > .,// n (K).M 1 —^ P 1 M P est un isomorphisme 
d’algebre. 

2. Soit (f) . A — iPij) 1 ^ A — (fln+l— i,n+l— j)- 

(a) Montrer que <p est un isomorphisme d'algebre de ,/// n (K). 

(b) Trouver une matrice P G GL n (K ) telle que <j) = (j)p. 

[003367] 


Exercice 3368 Chimie P’ 1996 


Soit u G ay ant pour matrice dans la base canonique M 

une autre base. Donner la matrice de passage. 

Correction ▼ 


(5 1 ?\ 

\ 2 -1 ? etM' 

\i 0 0/ 


/! 1 0\ 

jO 1 1 dans 

\0 0 1 ) 


[003368] 


Exercice 3369 Centre de GL n (K) 

On note (Zqy) la base canonique de . //„ (K). 

1. Montrer que Fjj = / + £,y est inversible. 

2. En deduire que vect(GL„(AT)) = ./// n {K). 

3. Quel est le centre de GL n (K ) ? 

[003369] 


Exercice 3370 Centred e GL n (K) 

Soit / G j£f (E) ayant meme matrice dans toutes les bases de E. Montrer que / est une homothetie. 

[003370] 


Exercice 3371 Centre des matrices triangulaires unipotentes 
On note & = {A = (ai/) G ./f n (K) tq a lJ = 0 si i > j et an = 1}. 
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1. Montrer que <$ est un sous-groupe de GL n (K). 

2. En udlisant la base canonique de determiner le centre de W, et montrer que c’est un groupe 

commutatif isomorphe a (K. +). 

Correction T [003371] 


Exercice 3372 Equation aX + (trX)A = B 

Soit a E K, et A.B E ^#„(X). Etudier T equation d’inconnue X E : aX + (trX)A = B. 

Correction ▼ [003372] 


Exercice 3373 Commutant d’une matrice diagonale 

Soit A E J% n (K) et C € A = {37 E ( K ) tq AM = MAj ( commutant de A). 

1. Montrer que ^ A est une sous-algebre de ,/f/ n (K). 

2. Soit A = diag(Ai,A. 2 , . . . . A„ ) une matrice diagonale dont tous les A, sont distincts. 

(a) Chercher C S\. 

(b) Soit (j) : JZ n (K) -> JK n {K),M\-A MA -AM 

Montrer que Im0 est E ensemble des matrices a diagonale nulle. 


[003373] 


Exercice 3374 Matrices de trace nulle 

Soit M E .-//niK) non scalaire telle que tr M = 0. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 


Montrer qu’il existe une matrice colonne Xi telle que MX 1 ne soit pas colineaire a Xi. 

/0 . . . \ 


En deduire que M est semblable a une matrice N = oil M\ E M n -\ ( K ) et \xM\ = 0. 

\ : M W 

Montrer que M est semblable a une matrice a diagonale nulle. 

Montrer qu’il existe A,B E ■///' n (K) telles que M = AB — BA. 


[003374] 


Exercice 3375 Forme bilineaire trace 

1. Soit A E .y^n.piK) non nulle. Montrer que l’application /a : .//A fKn (K) K.X tr(AX) est une forme 
lincairc non nulle sur 

2. Reciproquement : Soit 0 : ../A p n (K) K une forme lineaire quelconque. Montrer qu’il existe une unique 
matrice A E .y$ n .p{K) telle que (f> = f A (on pourra considerer l’application A /a)- 

3. Soit (j) : . ( K ) — y K une forme lineaire verifiant : VX,F E ■///.„ (K). (j) (XY ) = (j>(YX). 

Montrer qu’il existe X E K tel que (j) = Atr. 

[003375] 


Exercice 3376 Tout hyperplan de .///„( K) contient une matrice inversible 
Soit H un hyperplan de ,/// n (K) (n ^ 2). 

1. Montrer qu’il existe A E .jX n (K) telle que H = {M tq tr (AM) = 0}. 

2. En deduire que H contient une matrice inversible. 

Correction ▼ [003376] 


Exercice 3377 Matrices magiques 
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Une matrice carree M est dite magique si les sommes des coefficients de M par ligne et par colonne sont 
constantes. On note s(M) leur valeur commune. 

Soit U = : 

V 1 

1. Montrer que est une sous-algebre de . #„ ( K ) et s : M — > K est un morphisme d’algebre (calculer MU 
et UM). 

2. Si M est magique inversible, montrer que M _1 est aussi magique. 

3. Montrer que est la somme directe du sev des matrices magiques symetriques et du sev des matrices 
magiques antisymetriques. 

4. Pour M £ ■ //„ (K), on note < pM l’endomorphisme de K" canoniquement associe a M . 

Soit MU = {(.ri, . . . ,x n ) £ K n tq x\ H \-x n = 0} etJU = {(x, . . . ,x) £ K"}. 

(a) Montrer que : M £ .# <=> et MU sont stables par <Pm- 

(b) En dcduirc dim(^#). 


\ et = {matrices n x n magiques}. 


[003377] 


Exercice 3378 Matrices triangulaires nilpotentes 

1. Soit A une matrice triangulaire a diagonale nulle. Montrer que A est nilpotente. 

2. Soit A € ./M n (K) une matrice nilpotente d’indice n et 0 l’endomorphisme de K" associe. 

On note £,■ = Ker 0 ! , et <?,■ un vecteur quelconque choisi dans £,■ \ £/_ i (e\ £ E\ \ {0}). 

(a) Justitier l’existence de <?/. 

(b) Montrer que la famille (<?,) est une base de K" . 

(c) En dcduirc que A est semblable a une matrice triangulaire a diagonale nulle. 

[003378] 


Exercice 3379 Valeurs propres de AB et BA 

Soient A £ MU n ,p{K) et B £ M/ Ihn (K). On note C = I„ — AB et D = I p — BA. 

(I n ■ Ip = matrices unite d’ordres n et p) 

1. Montrer que si C est inversible, alors D Test aussi (resoudre DX = 0). 

2. Le cas echeant, exprimer D 1 en fonction de 4 . B.C 1 . 

3. En deduire que AB et BA ont les memes valeurs propres non nulles. Examiner le cas de la valeur propre 
0 si 72 = p. 

Correction ▼ [003379] 


Exercice 3380 M antisymetrique =G- 1 +M est inversible 
Soit M £ . (M) antisymetrique. 

1. Montrer que I + M est inversible (si (7 + M)X = 0, calculer \MX)(MX)). 

2. Soit A = (/ — M)(/ + M) _1 . Montrer que A =A“*. 

Indication ▼ Correction ▼ Video ■ [003380] 


Exercice 3381 Equation X 2 +X = A 

Soit A = . On veut resoudre E equation dans (K) \X 2 -\-X =A. 

Soit X une solution et <Pa , <px les endomorphismes de K 2 de matrices A et X dans la base canonique. 
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1. Montrer que X ouX+1 n’est pas inversible. 

2. Si X n’est pas inversible, montrer que X est proportionnelle a A (on montrera que Ker (j>x = Ker04 et 
Im (j) x = Im 0 A ). 

3. Resoudre l’equation. 

Correction ▼ [003381] 


Exercice 3382 Groupes de matrices 

Soit Sf C ■ / /Y n (K) tel que pour la multiplication, <£ soit un groupe. On note J l’element neutre et pour M E , 
( Pm l’endomorphisme de K" canoniquement associe a M. 

1. Montrer que 0/ est une projection. 

2. Montrer que : VM E , 0m Kero, = 0 et 0m [ mC)/ est un isomorphisme de Im 0/. 

3. En deduire que Sf est isomorphe a un groupe GL k (K). 

Correction T [003382] 


Exercice 3383 Matrice verifiant A k = 7 

Soit A E ^ n (K) telle que A k = I (k^O). On pose B = I +A +A 2 H 1 -A k ~ x . Soient u,v les endomorphismes 

de K n matrices A et B dans la base canonique. 

1. Montrer que : Ker(n — id) = Imv, I m ( u — id) = Kerv, Kerv ©Imv = K”. 

2. En deduire : tr B = krgB. 

Correction ▼ [003383] 


Exercice 3384 A > 0,X > 0 et A k X = X 

Soit A E (M). On dit que A est positive si tous ses coefficients sont strictement positifs. 

Soit M E ./f/ H (W) positive. On suppose qu’il existe X E (M) positif et k E N* tels que M k X = X. Montrer 
qu’il existe Y E i (M) positif tel que MY = Y . [003384] 


Exercice 3385 Suite recunente lineaire matricielle 

Soient A, B E -YY n {K). Exprimer en fonction de k le terme general de la suite (A7/j de matrices de ,/// n {K) definie 
I Mq est donnee, 


par 

\M k+l 

Correction ▼ 


= AM k + B. 


[003385] 


Exercice 3386 A, A 2 , A 3 donnees A p 


Soit A E n (K ). On suppose qu’il existe E K et U,V E ^ n (K) tels que : 


' A = XU + bV 
< A 2 = X 2 U + b 2 V 
A 3 = X 3 U + b 3 V. 


1. Montrer que : V p E N*, A p = Y P U + B I ’V (chercher une relation lineaire entre A, A 2 , A 3 ). 

2. On suppose ici A / [i, A / 0 et /u / 0. Soit X un vecteur propre de A. Montrer que X est vecteur propre 
de U et de V avec les valeurs propres 0, 0 ou 1 , 0, ou 0, 1 . 

Correction ▼ [003386] 


Exercice 3387 Ideaux de .Y/, n {K) 

Une partie M c ^ n {K) est appelee ideal a droite de ,/// n {K) si c’est un sous-groupe additif verifiant : 

VAE/, yBey/ n (K),AB£J^. 
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Pour A G ./A/ n (K). on note M'\ le sev de .M n ^ \ ( K ) engendre par les colonnes de A, et l’ideal a droite engendre 

par A : ^ = {AM tq MG ^A n (K)}. 

1. Soient A,M G ^A n (K). Montrer que : M G C 

2. Soient A,B £ .JY n (K). Montrer qu’il existe C G ,/A( n (K) telle que J4?a + J#b = AAfc. Simplifier + <#b- 

3. Soit JA un ideal a droite de ./A/ n (K). Montrer que JA est un sev de .M n (K), puis qu’il existe A G .J{ n (K) 
telle que JA = 

4. Que peut-on dire des ideaux a gauche de ,A/ n (K) ? 

[003387] 


Exercice 3388 Classes d’equivalence dans i (Z) 


1. Soit M G Montrer que M G GL n { Z) si et seulement si | detM| = 1. 

/V 

2. Soit X = : I G (Z) et d le pgcd de x\, ... ,x n . Montrer qu’il existe A G GL n { Z) telle que AX = 


(d\ 

0 

Vo ) 


\An j 

(par recu rrence sur n). 


3. SoientX,F G CNS pour qu’il existe A G GL„(Z) telle que AX = Y ? 


[003388] 


Exercice 3389 Rayon spectral d’une matrice a coefficients positifs 

Soit A = (a t j) G avec : V i. j. a\j > 0. On munit ..AA n .\ (M) de la relation d’ordre : 

( x > y ) <=> (v /, jc f ^ y/ ), 

et on pose pour X G.#, u (M),X^0,X/0: 

f R(X) = sup{r ^ 0 tq AX ^ rX} ; 

{ R sup{R(X)tqX^0,X/0}. 

1. Montrer que R est fini et qu’il existe Xo G M” tel que R(Xq) = R. 

2. Montrer que toutes les coordonnees de Xo sont strictement positives. 

3. On pose AXo = RXq + Y. Montrer que Y = 0. 

4. Soit A une valeur propre complexe de A. Montrer que A | ^ R,e t (|A| = R) <=> (A = R). 

Correction Y [003389] 


Exercice 3390 INT ingenieurs 93 

Soit E = {matrices de ./AY n (M) antisymetriques} et / : E — > E , M i-g AM + MA oil A G ./AY n (M) . 

1 . Montrer que / est un endomorphisme. 

2. Quelle est la trace de / ? 

Correction Y [003390] 


Exercice 3391 Ensam PSI 1998 
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( a\ 

1 o . 

.. o\ 


Cl 2 

0 1 ‘ 


Soit A = 



0 




1 


\®n 

0 ... . 

.. o) 


€ n (K ) et ^(A) son commutant. 


Montrer que pour M,N G A' (A) on a : M = /V W cl /V ont la meme derniere colonne. 
En deduire que 2f(A) = K n _ ] [A]. 


[003391] 


Exercice 3392 ENS MP 2002 

Que dire des morphismes de groupe (p : GL n (R) -» Z/ pZ ? 

Correction T [003392] 


34 Calcul matriciel 


Exercice 3393 Equation AX = B 



1. Montrer que l’equation en X : AX = B, X,B G ^# 3 , n (K), a des solutions si et seulement si les colonnes 
de B sont des progressions arithmetiques (traiter d’abord le cas n = 1). 

/3 3 N 

2. Resoudre AX = j 4 5 

\5 7 > 

Correction ▼ [003393] 


Exercice 3394 Equation AX = B 


-2 1 1 

Soient A = I 8 1 — 5 | et C = 

\ 4 3-3. 

Correction T 



. Existe-t-il une matrice B telle que BC = A ? 


[003394] 


Exercice 3395 Calcul de A" par la formule du binome 


Soit A = 



Correction ▼ 


. En ecrivant A =7 + 7, calculer A", n G Z. 


[003395] 


Exercice 3396 Calcul de A" par polynome annulateur 

( l 2 3 \ 

SoitA = 2 3 1 . 

\3 1 V 

1 . Verifier que (A — 61) (A 2 — 31) = 0. 

2. Soit n G N et P n le polynome de degre inferieur ou egal a 2 tel que 

P( 6)=6 n , P(V 3) = (V3) n , etP(-V3) = (~V3) n . 

Montrer que A " = P n (A). 
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3. Meme question pour n E Z. 


[003396] 


Exercice 3397 Calcul de A k 
Calculer A k pour k E N : 


l. A = 


2. A = 


3. A = 


/I 


\(2) 


/I 

2 3 

0 

1 2 

0 

0 1 

\0 

0 0 

/x 2 

xy 

xy 

y 2 

\xz 

yz 



4 \ 

3 

2 


V 



Correction T 


[003397] 


Exercice 3398 Inversion de matrices 
Inverser les matrices suivantes : 


( ° 

V(1) 

( a 

\(b) 

( 1 1 


V (0) 

/ 1 a 
4. [a 1 
\or a 


5. 



6 . 


V (i) 


Correction ▼ 



1 

!/ 

a 2 \ 

oc I , cc E (x 2 1 ) . 

1 / 
a n \ 

(0 )/ 



[003398] 


Exercice 3399 Effet des airondis 


3 

Soient A=|4 l 4 I et 5 = 



Correction T 


. Calculer A 1 et 5 


[003399] 
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Exercice 3400 Changement de base 


Soit / 1’ application lineaire de 
/ 4 5 -7 7 N 

( i,j,k ) est | 2 1 —1 3 

V 1 — 1 2 1 


dans M 3 dont la matrice relativement aux bases canoniques, (. I,J,K,L ) et 


On definit deux nouvelles bases : SS = (I,J,4I + J — 3 L, — 7/ + X + 5L) et £$' = (4/ + 2/ + C5; + j — k,k). 
Quelle est la matrice de / relativement a 38 et 98' ? 

Correction T [003400] 


Exercice 3401 Matrices semblables 


Soient A = 


n 

i 

0 

°V 


/i 

2 

3 

4 \ 

0 

i 

1 

0 

pt D — 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

1 

1 

ei d — 

0 

0 

1 

2 

Vo 

0 

0 

V 


Vo 

0 

0 

1/ 


(On cherchera P inversible telle que PB = AP) 


Montrer que A et B sont semblables. 


Correction ▼ 


[003401] 


Exercice 3402 Matrices semblables 


Montrer que M = 


Correction T 


'l 1 

et N = I 0 1 1 | sont semblables. 

,0 0 1 , 


[003402] 


Exercice 3403 Matrices non semblables 


Montrer que A = | 0 1 2 

Correction T 



ne sont pas semblables. 


[003403] 


Exercice 3404 Matrices non semblables 


I 

< 29 

38 

-18 

Soient A = 

-11 

-14 

7 

\ 

v 20 

27 

-12 

Montrer que 

A et B ont meme 



(A —I) 2 et ( B-I ) 2 ). 


[003404] 


Exercice 3405 Ensi Physique P 1995 

/0 110 N /0 0 0 0 \ 

Les matrices ( o o o o ) et ( o o o 1 ) sont - e U es semblables ? 

Vo ooo/ Vo 0 0 0/ 

Correction T [003405] 


Exercice 3406 Coefficients du binome 


Soit A € -A/ n + I (Q) telle que a/j = Cj_\. Interpreter A comme la matrice d’un endomorphisme simple de 
Q n X } . En deduire la matrice A ' 1 . [003406] 


Exercice 3407 Coefficients du binome 


Soit A G ^ n {K) telle que ci/j = (—1)" 

1. Interpreter A comme la matrice d’un endomoiphisme de K n _\ [X], 

2. En deduire A 3 . 
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Correction ▼ 


[003407] 


/ 

35 Equations lineaires 


Exercice 3408 Systeme avec parametee 
Etudier l’existence de soludons du systeme : 


X 

+ y 

+ 

( 1 — m)z 

= m + 2 

(1 +m)x 

- y 

+ 

2 -z 

= 0 

2x 

— my 

+ 

3 z 

= m + 2. 


Correction Y 


[003408] 


Exercice 3409 Systeme avec parametee 
Etudier l’existence de solutions du systeme : 

m 

1 

- 1 . 


x — 

my 

+ 

2 

nrz 

mx — 

m 2 y 

+ 

mz 

mx + 

y 

- 

m 3 z 


Correction V 


[003409] 


Exercice 3410 Systeme avec parametee 
Etudier l’existence de solutions du systeme : 

{ x + my + z =1 

(m + l)x + 2y + (. m — 3)z = — 1 

(m — 1 )x — 3z = — 1. 


Correction Y 


[003410] 


Exercice 3411 Systeme avec parametee 
Etudier l’existence de solutions du systeme : 


3 mx + (3m — l)y + 
(2m— l)x + (4m— l)y + 
4mx + (5m — l)y + 


(m — 5)z 
2 mz 

(2m — 5)z 


m — 1 
m + 1 
0 . 


Correction T 


[003411] 


Exercice 3412 Systeme avec parametee 
Etudier l’existence de solutions du systeme : 


x + y + z 

ax + by + cz 

a(a — l)x + b(b—\)y + c(c— \)z 


1 

d 

d(d- 1). 


Correction ▼ 


[003412] 


Exercice 3413 Systeme avec parametee 
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Etudier 1’ existence de solutions du systeme : 










r x + 

y 

+ 

z 

+ 

t 

= 

a 



x — 

y 

- 

z 

+ 

t 

= 

b 



—x — 

y 

+ 

z 

+ 

t 

= 

c 



k — 3x + 

y 

— 

3z 

— 

It 

= 

d. 


Correction ▼ 









[003413] 

Exercice 3414 Systeme avec parametre 

Etudier l’existence de solutions du systeme : 










4.r + 

3y 

+ 

2 z 

+ 

t 

= 

a 



x + 

4y 

+ 

3z 

+ 

2 1 

= 

b 



2x + 

y 

+ 

4z 

+ 

3 1 

= 

c 



3x + 

2 y 

+ 

z 

+ 

4 1 

= 

d. 


Correction ▼ 









[003414] 

Exercice 3415 Systeme avec parametre 

Etudier l’existence de solutions du systeme : 










f xcos2gi 

+ 

ycosa 

+ 

z 

= 

a 


< 

xcos2/3 

+ 

y cos/3 

+ 

z 

= 

b 



[ xcos2y 

+ 

ycosy 

+ 

z 

= 

c. 


Correction ▼ 









[003415] 

Exercice 3416 Systeme avec parametre 

Etudier l’existence de solutions du systeme : 












ax — 

by = 

-P 








by - 

cz = 

q 







{ 

cz- 

ax = 

r. 





Correction ▼ 









[003416] 

Exercice 3417 

Etudier l’existence de solutions du systeme : 










( ax 

+ 

by 

+ 

z 

= 

1 




X 

+ 

aby 

+ 

z 

= 

b 




l - 

+ 

by 

+ 

az 

= 

1. 



Correction T Video ■ 









[003417] 

Exercice 3418 Systeme avec parametre 


Etudier 1’ existence de solutions du systeme : 


1 +a 

X 

2+$ 

x 

3+a 


+ 

+ 

+ 


1+2 a 
y 

2-)- 2 a 
y 

3 — |— 2^i 


+ 

+ 

+ 


1+3 a 
z 

2+3 ci 
z 

3+3 ci 


i 

i 

i. 
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Correction T 


[003418] 


Exercice 3419 Systeme incompatible 

Soit (S) <=> AX = B un systeme lineaire incompatible. Montrer que les lignes de A sont liees. 

[003419] 


Exercice 3420 Combinaison de formes lineaires 

Soient des formes lineaires sur K" lineairement independantes. Montrer que / est combinaison 

lineaire de J ) .... ,f p si et seulement si Ker / D Ker/i n • • • n Ker f p . 

Indication : Etudier le systeme 

' fi(x) = 0 

f P (x) = 0 
. f(x) = 1. 

Le resultat est-il encore vrai si on ne suppose pas (/i , . . . ,f p ) libre ? [003420] 


Exercice 3421 Base antiduale 

Soient fi,... n formes lineaires independantes sur un ev E de dimension n. Montrer qu’il existe une base 
(?,) de E telle que /,• = e*. [003421] 


Exercice 3422 Orthogonal d’un sev 

Soit E un K-ev de dimension n et F un sev de E* dimension p. 

On note F L = {x £ E tq V / € F on a fix) = 0}. Chercher dimE- 1 . [003422] 


Exercice 3423 Systeme de Vandermonde 

Soient a ,\ , . . . , a n , n scalaires distincts et M la matrice (a/ -1 ) (matrice de Vandermonde). 

Montrer que M est inversible en interpretant le systeme MX = 0 dans E„_ 1 [jc]. [003423] 


Exercice 3424 Formule d’ integration numerique 

Trouver trois reels a. fi.y tels que pour tout polynome de degre V 3 on ait : 


P{x)dx = aP(2) + /3E(3) + yP(4). 


Indication ▼ Correction T Video ■ 


[003424] 


Exercice 3425 Systeme non lineaire 
Resoudre le systeme : 

f xVz 6 
l x 4 y 5 z 12 
{ x 2 y 2 z 5 


1. Lorsque x,y,z sont reels strictement positifs. 

2. Lorsque x,y,z G (x 2 + 1). 


Correction ▼ 


1 

2 

3. 


[003425] 
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36 Determinants 

Exercice 3426 det(/ — AB) = det(/ — BA) 

Soient A £ ■///'p.q(K) et B £ ,/f/ qq) (K). Montrer que det (l p —AB) = det (I q — BA). (Commencer par le cas oil A 
est la matrice canonique de rang r) [ 003426 ] 


Exercice 3427 Changements de signe 

Soit A = ( aij ) £ .Jt n (K) et A' = ((— l)' +; a !; ). Comparer detA et detA'. 

Correction ▼ [003427] 


Exercice 3428 Somme des colonnes, Matexo 

Soit M une matrice carree d’ordre «, et M' la matrice deduite de M en remplaqant, pour tout j, la y-ieme colonne 
par la somme des colonnes de M d’indices differents de j. Comparer les determinants de M et M' . [ 003428 ] 


Exercice 3429 det (A 2 +Br) 

1. Soient A , B £ telles que AB = BA. Montrer que det(A 2 + B 2 ) ^ 0. 

2. Chercher A,B ne conmiutant pas telles que det(A 2 +B 2 ) < 0. 

Correction T [003429] 


Exercice 3430 Determinant par blocs 

Soient A , B, C, D £ (K) avec A inversible et AC = CA. On considere M = ^ £ . //jn (K). Montrer que 

det M = det (AD — CB). [ 003430 ] 


Exercice 3431 Comatrice, Ensi P 91 

Soit A £ Etudier le rang de com(A) en fonction du rang de A. 

Correction T [003431] 


Exercice 3432 Comatrice 
Soit n ^ 2 et A £ ^/iC n (K). 

1. Calculer com (com A) dans le cas oil A est inversible. 

2. Si rgA ^ — 2, demontrer que comA = 0. 

3. Si rgA = ft — 1, demontrer que rg(comA) = 1. 

4. Dans le cas general, demontrer que com (comA) = (detA) n_2 A. 

[003432] 


Exercice 3433 Comatrice 
Soit ft ^ 2 et A £ n (K ). 

1. Si A et B sont inversibles, demontrer que com (AB) = (comA) (com B). 

2. Demontrer le meme resultat dans le cas general, en considerant les scalaires A tels que A — XI et B — A/ 
soient inversibles. 

3. En deduire que si A et B sont semblables, alors comA et comB le sont. 

[003433] 


Exercice 3434 Systeme lineaire homogene 

On considere un systeme lineaire homogene : ( S ) AX = 0, avec A £ ^// n p (K), n < p et rgA = «. 
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inversible. 


1. Montrer qu’on peut completer A en une matrice B = 

2. Montrer que les colonnes n + 1 a p de 'comB constituent une base des solutions de (S). 

3. Considerer l’exemple suivant : 



( 5 ) 


x -(- 2y -\- 3z T 4t 

2x -(- 3y -T 4z T 5 1 


0 

0 . 


Correction T [003434] 


Exercice 3435 Inegalite 


Soit A = (i ciij ) G ,Jt n (R). Demontrer que : detA ^ fjLi Ly= i \ a ij\- 
Quand y a-t-il egalite ? 

Correction ▼ 

[003435] 

Exercice 3436 Determinants 2x2 imposes 



Soient a,b,c,d quatre vecteurs d’un ev E de dimension 2. On note det le determinant dans une base fixee de E. 


1. Demontrer que : det(a,&)det(c,J) + det (a, c) det (d,b) +det(n, d)det(b,c) = 0. 

(Conmiencer par le cas oil (a,b) est libre) 

2. On donne six scalaiies . d ,,■/) . d ac: d a d . d ( ,/ , d ( //j . d tels que dabdcd d ac ddb d t i ( j d be — 0. 

Montrer qu’il existe des vecteurs a,b,c,d tels que : V x,y, d xy = dct(x, vj. 

Correction T [003436] 


Exercice 3437 Decomposition d’un vecteur en dimension 3 

Soient a,b,c,d quatre vecteurs d’un ev E de dimension 3. On note : det le determinant dans une base fixee de E. 
Demontrer que : det (a,b,c)d = det(n, b, d)c + det(a,d,c)b + det(d, b, c)a. 

Correction ▼ [003437] 


Exercice 3438 Trace d’ un endomorphisme 

Soit E un ev de dimension n, f 6 d£(E), et i<i, . . . ,U n , n vecteurs de E. On note det le determinant dans une 
base fixee de E. Demontrer que : 

det(f(u l ),U 2 ,...,u,,) + det(u l ,f(u 2 ),u 3 ,...,u n )-\ h det(wi , z7 2 , ... ,/(««)) = det(wi,M 2 , . . . ,n„)tr(/). 

Correction ▼ [003438] 


Exercice 3439 dct(« + n) 

Soient u,n G j£?(£) deux endomoiphismes d’un (x 2 + l)-ev de dimension finie, u inversible, n nilpotent, avec 
u o n = no u. 

1. Demontrer que det n = 0. 

2. Chercher le polynome caractcristiquc de n. En deduire que del (id/; + n) = 1. 

3. Demontrer que det (u + n) = det u. 

[003439] 


Exercice 3440 Sev stables 

Soit / G ,i?(£ j tel qu’il existe deux sev F. G supplementaires et stables par /. 

Demontrer que det / = (det/j/7)(det/j G ). 

[003440] 
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Exercice 3441 Groupe SL n (K) 

On note SL n (K) = {M E Jt n {K) tq detM =1}. 

1. (a) Demontrer que SL n (K) est un groupe pour le produit matriciel. 

(b) Demontrer que SL n ( K ) est engendre par les matrices : I + A/q-y, (j yf i) ou (£,,■) est la base canonique 
de .y^ n (K), et A E K (transformer une matrice M E SL„(K) en / par operations elementaires). 

2. (a) Soit M E ,/#„(Z). Demontrer que M a une inverse dans „#„(Z) si et seulement si detM = ±1. 

(b) Demontrer que le groupe SL n ( Z) est engendre par les matrices / + E,y, (/' /). 


Correction T [003441] 


Exercice 3442 Determinant de X > AX 


Soit A E .//niK) et f,\ : .J? n (K) — » .,// n (K),X 1 — » AX. Calculer det/ 4 . 

Correction T 

[003442] 

Exercice 3443 Resultant 



Soient P = no + fliA H b a p X p , eiQ = b$ + b\X-\ b b q X q , avec a p =2 0, b q ^0. 

a 0 b Q 

a i : 


Le resultant de P et 2 est : Res(P, 2) 


cip • ■ no b q — i • . 

at b q : 


les positions non remplies 
correspondent a des zeros. 


b q - 1 

ftp b q 

i > 4 )• 

En considerant l’application <J> : K q -\[X\ x E p _i(x] -b Kp+qJliX] , (17, V) ^ UP + VQ, 
montrer que : Res(P, Q) / 0 P AQ = 1. 

Application : CNS pour que le polynome P = X 4 + aX + b ait une racine multiple ? 

Correction T 


[003443] 


Exercice 3444 Systeme unisolvent 

Soient E un ensemble quelconque et f\ ,..../„ : E ^ K des fonctions. 

Montrer par recurrence sur n que la famille (/j , . . . ,/„) est libre dans si et seulement s’il existe des elements 
xi, . . . ,x n de E tels que det(/, (x ; )) / 0. [ 003444 ] 


Exercice 3445 Y\ a ia(i) = cste 

Soit A = ( ciij ) E ./Af n {K) telle qu’il existe a ^ 0 tel que : V o E S„, nL, a ia(i) = a. Montrer que rgA = 1. 

[003445] 


Exercice 3446 Combinaison lineaire des solutions 

Soit (5) AX = B un systeme lineaire de n equations a n inconnues de Cramer. Montrer que pour tous 
scalaires ci, . . . , c n , on a : 




b\ 

1 

Cixi H b c n x n — ... 

A 


detA 


b n 


C 1 • • • C n 

0 


[003446] 
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Exercice 3447 Probleme d’ interpolation de Lagrange 

Soit A un anneau commutatif, ,x n E A. Demontrer P equivalence entre les propositions suivantes : 

a. Le determinant de Vandermonde de x\ 7 . . . ,x n est un element inversible de A ; 

b. Pour tous y\ ,...,y n E A, il existe un unique polynome P E A„_i [X] tel que P{x{) = y- t pour i = 1 

Donner un exemple d’anneau A et un probleme d’interpolation dans A (en des points x, distincts) n’ayant pas 
de solution. 

Correction T [003447] 


Exercice 3448 Polytechnique MP 2002 

Soit p un nombre premier et ao, . . . .a p -\ E Z. Mon tier que le determinant de la matrice A = (a/-/ mo d P ) E 

Z) verffie : det(A) = aoH \-a P -i mod p. 

Indication : ecrire A = E^_o a kJ k calculer A p . 

Correction T [003448] 


Exercice 3449 Centrale MP 2002 

Soit un determinant symetrique reel d’ordre impair dont les coefficients sont entiers, les diagonaux etant de 
plus pail's. Montrer que ce determinant est pair. 

Correction ▼ [003449] 


Exercice 3450 Formule de Cauchy-Binet 
SoitM = (ciij) E ,/^np{K) et q E [[l,min(«,p)]]. 

Pour X = {x \ , . . . ,x q } et Y = {yi , . . . ,y g } avec 1 ^ xi < X 2 < ■ ■ ■ < x q ^ n et 1 < yi < yi < ■ ■ ■ < y q ^ p on note 
Axx(M) le determinant de la matrice q x q de terme general a Xuyj . 

1. SoientM E J? np {K) et V E JZ pn {K) avec n^p. Montrer que det(MV) = Exc[[t, P ]];Cardx=n A [[i,n]],x( M ) A x,[[t,»]] W 
(considerer les deux membres comme des fonctions des colonnes de N). 

2. Donner une formule pour det(MV) quand n> p. 

3. Soient M E ^ np (K), N E ^ pq (K) et r E [[l,min(n,^)]]. Montrer, pour X C [[l,n]] et Y C [[1,<?]] avec 
Card (X) = Card (7) = r : A x ,y(MN) = Lzc[[i,/>]];Card(z)=r ^x,z(M)A Z j{N). 

[003450] 


37 Calculs de determinants 

Exercice 3451 Calcul de determinants 
Calculer les determinants suivants : 



x a 

b 

X 




1. 

b x 

X 

a 





x b 

a 

X 





a-b- 

c 


2 a 

2a 

2 . 

2b 


b 

— c — a 2b 


2c 



2c 

c — 

a — b 


a + b 


b 

+ c 

c + a 


3 . 

a 2 + b 2 

b 2 

+ c 2 c 

2 + a 2 



a 3 + b 3 b 3 

+ c 3 c 

3 +n 3 



a + b 

ab 


a 2 + b 2 



4 . 

b + c 

be 


b 2 +c 2 




c + a 

ca 


c 2 + a 2 




91 


5 . 


a 2 ft 2 ab 
b 2 ab a 1 . 
ab a 2 ft 2 

a b (0) 

c 

b 

(0) c a 

a b ... b 


b 

(0) : 

\ (0) 

ft 

ft 

ft a 

c° 

'-'n 

C 1 

C° 

Si+i 

'-'n+\ " 

c° 

'-'n+p 

C 1 

^ n+p ■ ■ 

a\ +fti 

b\ 

ft2 

fl 2 +ft2 


C p 

c p 

Si+i 


c p 

^ n+p 


bi 


9. 


b\ 

b2 


10 . 


bn— 1 

b n ... ... ft,; + ft,; 

fll — ftl ... fll — ft, 


ft} ... an bn 


(n ^ 3). 


12... 71 

2 3 ... 1 


77 1 ... 77 —1 


12 . 


0 1 2 
1 0 1 
2 1 0 


77 — 1 ... 2 


77—1 

2 

1 

1 0 


Pour 6 : Chercher une relation de recurrence lineaire d’ordre 2. On notera a ct /J les racines dans (a' 2 + 1 ) 
de l’equation caracteristique, et on exprimera le determinant en fonction de a et (5. 

Correction ▼ [003451] 


Exercice 3452 Factorisation de polynomes 

Determiner les cas d’annulation des determinants suivants, puis les calculer : 


1 (1) 

1 —x 

(1) 77— X 
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X 

a\ 

0,2 

O n 

a\ 

X 

02 

... o n 




o n 

a\ 

fl2 


a n x 



a b 

C 



b b 

C 


3. 

c c 

C 



z z 

z 



1 

1 

1 


Cl+X 

a+v 

o+t 

4. 

1 

f 

1 

b+x 

b+y 

b+z 


1 

1 

1 


c+x 

c+y 

C+J 


Correction T [003452] 


Exercice 3453 Calcul par derivation 


1. Soient a,b,c,d : M — > M des fonctions derivables et f(x) = 

Montrer que / est derivable et que : f (x) = 

2. Generaliser a un determinant n x n. 

1 cos* 

3. Application : Calculer 


a(x) b(x) 
c(x) d{x) 


a'(x) fr(jt) 


a{x) b'(x ) 

c'(x) r/(x) 

1 

c(x) d'(x) 


sinx 

1 cos(x + a) sin(x + a) 
1 cos(.r + /3) sin(x + j3) 


Correction ▼ 


[003453] 


Exercice 3454 det(A + (°0) 


/I ... 1' 


Soit A £ -Mn{K) et U = 


V 1 h 

1. Demontrer que : det(A + aU ) = detA + a £cofacteurs de A. 

a b . . . b 


2. En deduire la valeur de D(a,b,c) = 


c ... c a 

(a) pour b / c. 

(b) pour b = c. 

Correction T 


[003454] 


Exercice 3455 Determinant tridiagonal, Matexo 

Soit n £ N*, (ai,a 2 ,- ■ . ,a n ) £ {b\,b 2 , ■ ■ -,b n - 1 ) £ (M+)" -1 et (ci,C 2 , . . . ,c n _i) £ Montrer que 
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le determinant de la matrice suivante est strictement positif : 


a i b i 

cj ai ^2 0 

ci a-i 

0 b n — i 

Cn— t c 


[003455] 


Exercice 3456 Determinants de Vandermonde 

Soient a\, . . . ,a n E K. Le determinant de Vandermonde associe aux a,- est : V(ai, . . . ,a n ) = dct (aj 1 j . 

1. Calculer et factoriser V(a,b ) et V(a,b,c). 

2. Pour x E A", montrer que V(a\ , . . . , a n ,x) = V(a\, . . . , a n ) n”_i (x — a;). 

3. En deduire l’expression generate de V (a | . . . . . a n ). 

[003456] 


Exercice 3457 Racines de 1’ unite 

On note co = e 2in / n , a = e I7l ^ n et D le determinant n x n : D = det^co** -1 ^ ^ j . 

1. Calculer D 2 . 

2. Montrer que D = rT/t<^( C0 ^ — a>k ) = Y\k<t ■ 2/ sin - 

3. Exprimer D sous forme trigonometrique. 

Correction T [003457] 


Exercice 3458 Cosinus 

Soient ai , . . . , a„ E M. Mettre le determinant : det ^cos((j — l)a,-)^ sous la forme d’un determinant de Vander- 
monde. 

Correction T [003458] 


Exercice 3459 (xj + yj) k 

Soit k ^ n — 1 et M = +yj) k ^J ■ Ecrire M comme produit de deux matrices et calculer dct M. 

Correction Y [003459] 


Exercice 3460 P( i + j) 


Soit P E Kn- i[x] et A = (p(i + ./)) E ./f/ n (K). Developper P(i + j) par la formule de Taylor et ecrire A comme 
produit de deux matrices. En deduire dct A. 

Correction ▼ [003460] 


38 Rang de matrices 

Exercice 3461 Calcul de rang 
Chercher les rangs des matrices suivantes : 
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1 . 


2 . 


3 . 


4. 


Correction ▼ 


/l 

2 

-4 

-2 

0 

-2 

4 

2 


1 

-2 

-1 

(° 

-1 

2 


-7 

-7 

2 


0 

4 

-6 

6 

\2 

-2 

0 


( 1 

7 

2 5 \ 


-2 

1 

1 5 


-1 

2 

1 4 


V 1 

4 

1 2 / 


/l 

4 

-1 

2 

2 

0 

-3 

-1 

V— 2 

3 

2 

1 


[003461] 


Exercice 3462 Calcul de rang 


Chercher rg 


/l 

-l 

0 

1\ 

ill 

l 

-1 

-1 

1 

— m 

1 

0 


-1 

m 

2/ 


en fonction de in <G (x 2 + 1 ) . 


[003462] 


Exercice 3463 Calcul de rang 


A 1 5\ 

Chercher rg | —1 4 A et le cas echeant, donner une relation de dependance lineaire entre les lignes. 

3-15/ 

Correction ▼ [003463] 


Exercice 3464 Calcul de rang 


2 4-5 -7 N 

Chercher rg | —13 1 2 | en fonction de a et b. 

1 a —2 b 

Correction T 


[003464] 


Exercice 3465 Matrice a trou 


1 1 2 \ 

Soient A € B G ^ 2 , 2 ^), C G .# 2.3 W telles que ABC = ( -2 x 1 J.Trouverx. 

1 - 21 / 

Correction T [003465] 


Exercice 3466 Factorisation, Centrale P’ 1996 

Soit la matrice carree d’ordre n, I p (p F n), telle que le Feme terme diagonal vaut 1 si i est compris entre p 
et n, tous les autres coefficients etant nuls. Quelle sont les conditions sur A (matrice carree d’ordre n) pour qu’il 
existe B telle que AB = I p ? 

Correction ▼ [003466] 


Exercice 3467 Echange de lignes 

Soit A e ./f/niK) inversible et B la matrice obtenue en echangeant dans A les colonnes i et j. Montrer que B est 
aussi inversible. Comment passe-t-on de A -1 a B^ 1 ? 
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Correction T 


[003467] 


Exercice 3468 Matrices de rang 1 

Soit M G .// n (K). Montrer que : rg(M) = 1 il existe C, colonne et L, ligne, non nulles, telles que 

M = CL. [003468] 


Exercice 3469 Matrices de projection de rang 1 

Soit A E -jY n (K) de rang 1. Montrer que A est une matrice de projection si et seulement si trA = 1. [003469] 


Exercice 3470 Calcul de rang 

Soientxi,...,Jc p ,yi,...yp € K. On note A, files matrices de termes generaux Xj +y/ et (xj + yj) 2 . 

Chercher les rangs de A et B. 

Correction ▼ [003470] 


Exercice 3471 Juxtaposition de matrices 

Soient A E ^„ zP (K) et fi E xYY, hq (K). On considere C = (A fi) E ,p+,(K). 

Montrer que : rg(C) = rg(A) GG 3 fi E ^ P ,q{K ) tq fi = Afi. [003471] 


Exercice 3472 rg(A) = rg('AA) 

Soit A E et fi = l AA. 

1. Montrer que : V Y E -yYY n _\ (R), ’YY = 0 GG Y = 0. 

2. Montrer que : V X E -M n y (R), BX = 0 GG AX = 0. 

3. En deduire que rg(A) = rg(fi). 

4. Trouver une matrice A E ./Ciix 2 + I )' telle que rg(A) ^ rg('AA). 

Correction T [003472] 


Exercice 3473 Rang de Re(M) 

Soit M E + 1)) de rang 1. On ecrit M = P + iQ avec fi, Q E ^Y„(R). Montrer que rg(fi) ^2. [003473] 


Exercice 3474 Calcul de rang 

Soit M = (cos(i + j — I )6 j E Determiner rg M en fonction de 6. 

Correction T [003474] 


Exercice 3475 Decomposition en blocs 


(A fi N 

Soit M = ( d ) une matrice carree decomposee en blocs. On suppose que A est inversible. 


Montrer que rgM = rgA + rg(D — CA fi). 


[003475] 


Exercice 3476 MA = 0, Chimie P' 90 

Soit A E et E = {M E ^#„(R) tq MA = 0}. Quelle est la structure de E, sa dimension ? 

Correction ▼ [003476] 


Exercice 3477 Rang des applications X H > AX ,XB,AXB 

Soient A E MY, hp (K) et fi E .//Y qj (K). Chercher le rang des applications : 

/ : JY p , q {K) -> JY, hq (K),X ^AX g: JZ p , q (K) -> .JY p jK)X hg XB 
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[003477] 


h : Jt p t q(K ) -> -£ n .r{K)X ^ AXB 

(on transformera A et B en matrices canoniques equivalentes) 


Exercice 3478 Rang de X H > AX — XA 

Soit A E .XC_(K). Chercher le rang de 1’ application .CClK) — y ^ 2 (K),M i-e AM — MA [003478] 


Exercice 3479 Matrice antisymetrique 3x3 

Soit M E ^#3 (K) antisymetrique. Quel est le rang de M ? 

Correction ▼ [003479] 


Exercice 3480 Matrices antisymetriques 
Soit A = ( aij ) E ■///„{ K) antisymetrique. 


1. On suppose a\ 2 / 0, et on decompose A sous la forme : A 

_ . „ (h -J~ l u 
V “ (o In -2 

(a) Montrer que P existe et est inversible. 

(b) Calculcr AP. 

(c) En deduire que rg(A) = 2 + rg('17/ _1 17 + E). 

2. Dans le cas general, montrer que rg(A) est pair. 




avec J = 




[003480] 


Exercice 3481 Matrice a diagonale dominante 

Soit M = (aij) E M? n ((x 2 + lp. On dit que M est a diagonale dominante si : V i. \aa\ > \ a ij 


1 . 


2 . 


On transforme M en M' = 


(a n 

0 


\o 


gonale dominante. 

En deduire que M est inversible. 


a 12 ■■■ a \n\ 




par la methode du pivot. Montrer que M\ est a dia- 


[003481] 


Exercice 3482 Rang par blocs, Matexo 
Soit une matrice M de rang r telle que : 




ou la matrice M r est carree de rang r et de taille r. Montrer que M 3 = M\M r 1 Mi. 


[003482] 


Exercice 3483 rg(BC), Centrale MP 2006 

1. Soient deux matrices B E ./tf rLr {W) et C E de meme rang r. Montrer que A = BC est de rang r. 

2. Reciproquement, soit A E M? n (M.) de rang r ^ 1. Montrer qu'il existe des matrices B et C comme prece- 
demment telles que A = BC. 
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3. Determiner explicitement une telle decomposition pour A 


, a E M. 


/I 2 3 4\ 

2 3 4 5 

3 4 5 6 
\4 5 6 a) 

4. Supposons de plus A symetrique. Montrer que CB est aussi de rang r. 

Correction T [003483] 


Exercice 3484 PA nilpotente 

Soit A E -M n (K). Montrer que A est non inversible si et seulement s’il existe P E GL„(K) telle que PA est 
nilpotente. [003484] 


39 Projections 

Exercice 3485 B ary centre de projections 

Soient p,q deux projections de meme base H et de directions F,G. Soit A E K. Montrer que Xp + (1 — X)q est 
encore une projection de base PI. [003485] 


Exercice 3486 Valeurs propres d’une projection 

Soit E un espace vectoriel et p E j£?(£) une projection. Montrer que pour tout A E K\ {— 1}, id^ 4- Xp est un 
isomorphisme de E. [003486] 


Exercice 3487 Projections ayant meme base ou meme direction 
Soit E un espace vectoriel et p,q E 2z? (E) deux projections. 

1 . Montrer que p et q ont meme base si et seulement si: po q = q et qo p = p. 

2. Donner une condition analogue pour que p et q aient meme direction. 

[003487] 


Exercice 3488 Somme de deux projecteurs 

Soient p,q deux projections. Montrer les equivalences : 

f Base(p) C Dir(g) 

p + q est une projection <=?poq + qop = 0<3- < 

I Base(g) C Dir(p). 


Chercher alors la base et la direction de p + q. 


[003488] 

Exercice 3489 fog = fetgof = g 

Soit E un K-ev. Trouver tous les couples (f,g) d’endomorphismes de E tels que : 

j/o S = / 


Correction T 

[g°f = 8- 

[003489] 

Exercice 3490 / o g = id 

Soit E un espace vectoriel et f,g E ££ (E) tels que fog = id g- Montrer que go f est 

une projection et determiner 

ses elements. 

Correction ▼ 


[003490] 

Exercice 3491 Projection p + q — qop 
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Soient p,q deux projections telles que p o q = 0. Montrer que p + q — q o p est une projection, et determiner ses 
elements. 

Correction T [003491] 


Exercice 3492 Endomorphisme de rang 1 

Soit / 6 j£?(£) de rang 1. Montrer qu’il existe un unique X € K tel que f 2 = Xf. 

Montrer que : X = 1 <t=>- id — / est non injective •<=> id — / est non surjective (meme en dimension infinie). 

Correction ▼ [003492] 


Exercice 3493 Relation d’ordre sur les projecteurs 

On munit l’ensemble des projections d’un ev E de la relation : p <C q poq = qo p = p. 

1. Montrer que c’est une relation d’ordre. 

2. Soient p,q deux projections permutables. Montrer que sup(p, q) = p + q — poqet inf (p,q) = poq. 

[003493] 


Exercice 3494 Expressions analytiques 

Soit E = K 3 , F = {X = (. x,y,z ) tqx + 2 y + z = 0} et G = vect(f7 = (1,1,1)). 

1 . Verifier que F © G = E. 

2. Soit s la symetrie de base F de direction G et X = ( x,y,z )■ Determiner s(X). 

Correction ▼ [003494] 


Exercice 3495 Trace nulle 

Soit E un M-ev de dimension finie et A une partie finie de GL(E ) stable par composition. On pose u = 
Montrer que tr ( m) = 0 u = 0. 

Correction T [003495] 


40 Reductions des endomorphismes 


40.1 Diagonalisation 

Exercice 3496 Diagonalisation en dimension 2 
Diagonaliser les matrices suivantes : 


1. A = 

2. A = 

3. A = 

4. A = 



Correction T 


[003496] 


Exercice 3497 Diagonalisation en dimension 3 
Diagonaliser les matrices suivantes : 



2 

2 

2 


-3 
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2. A = 


3. A = 

4. A = 

5. A = 

6. A = 

7. A = 

8. A = 

9. A = 
10. A = 


-4 10 


-8 —4, 


Correction T 


[003497] 


Exercice 3498 Diagonalisation en dimension 4 
Diagonaliser les matrices suivantes : 


/O 1 0 0 \ 




3 0 2 0 




0 2 0 3 




\0 0 1 oj 




(l 1 1 




1 1 -1 


-1 


1 -1 1 


-1 


\1 -1 -1 


1 ) 


/ 0 2-2 



-2 0 2 

2 


-2 2 0 

2 


V 2 2-2 

(V 


(-5 2 

0 



°\ 

0 -11 

5 


0 

0 7 - 

-S 


0 

V 0 3 

1 


2/ 

(2 0 3 4 \ 



3 12 1 




0 0 3 0 




\0 0 4 -\j 
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6 . 


f 1 

-3 

0 

3 \ 

-2 

-6 

0 

13 

0 

-3 

1 

3 

W 

-4 

0 

8 / 

( 3 

-1 

1 

-A 

9 

-3 

-7 

-i 

0 

0 

4 

-8 

\o 

0 

2 

- 4 / 

/° 

0 

2 

3 \ 

0 

0 

-2 

-3 

2 

-2 

0 

-1 

\3 

-3 

-1 

- 3 / 


Correction ▼ [003498] 


40.2 Calculs 

Exercice 3499 Calcul de valeurs propres 
Chercher les valeurs propres des matrices : 


/0 ... 

0 

1 \ 

0 ... 

0 

n — 1 

\1 ••• 

n — 1 

" / 

l o 

sin a 

sin2a\ 

sin a 

0 

sin 2a 

\ sin 2a 

sin a 

0 / 


Correction ▼ [003499] 


Exercice 3500 Calcul de valeurs propres 
Soient ai , . . . ,a„ G M. 


Chercher les valeurs et les vecteurs propres de la matrice A 


cas : 


d\ 


(0) 


&n— 1 

\^1 . . . & n — i Q. n J 


. On distinguera les 


1. (#i , . . . ,ci n —\) ^ ( 0 , . . . , 0 ). 

2. (ai, . . . ,a„_i) = (0, . . . ,0). 


Correction T 


[003500] 


Exercice 3501 Polynomes de Chebychev 


Soit A = 


( o 

1 


1 


( 0 )\ 


1 

V(0) 1 0 

l. Calculer D n ( 6 ) = det(A + (2 cos 6)1) par recurrence. 


2. En deduire les valeurs propres de A. 
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Correction T 


[003501] 


Exercice 3502 Matrice tridiagonale 


Determiner les valeurs propres de la matrice A = 


( l - 1 

( 0 )\ 

-1 2 

-1 


-1 2 -1 

1 ( 0 ) 

-1 1 J 


G , 


Correction ▼ 


Diagonaliser M = 


Correction T 


/ 0 

1 

V(0) 


1\ 

( 0 ) 

1 0 J 


G „((x 2 + 1)). 


[003502] 


Exercice 3503 Diagonalisation 


m 1 \ 

Diagonaliser M = ••• 1 G .M n (K). 

\ 1 (o )/ 

Correction ▼ 

[003503] 

Exercice 3504 Diagonalisation 



[003504] 


Exercice 3505 Engees 93 


Diagonaliser la matrice M = 


Correction ▼ 


(e a b c\ 
a e c b 
b c e a 
\c b a e) 


G 


[003505] 


Exercice 3506 Esem 9 1 


(u pq ( 0 ) u pq 

Soit Cpq = | (0) (0) (0)| 

\U pq (0) U pq/ 
les elements propres de C pq . 

Correction T 


oil Up q est la matrice pxq dont tous les coefficients valent 1. Chercher 


[003506] 


Exercice 3507 Matrice triangulaire 


Soit A = 


(\ a b c \ 

0 1 d e 

0 0-1 / 

\0 0 0 - 1 / 


. A quelle condition A est-elle diagonalisable ? 


[003507] 


Exercice 3508 Sommes par lignes ou colonnes constantes 

Soit A G -y^niK) telle que la somme des coefficients par ligne est constante (= S). Montrer que S est une valeur 
propre de A. 

Meme question avec la somme des coefficients par colonne. [003508] 
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Exercice 3509 Matrices stochastiques 


Soit M = ( niij ) G telle que : 


V i,j, Mi j ^ 0 

V i, mi, ] + mi 2 H = 1. 


(, matrice stochastique ) 


1 . Montrer que 1 est valeur propre de M. 

2. Soit A une valeur propre complexe de M. Montrer que A| ^ I (si (x\ . . . . . x n ) G (x 2 + 1)” est un vecteur 
propre associe, considerer le coefficient Xk de plus grand module). Montrer que si tous les coefficients 
m-ij sont strictement positifs alors | A | = 1 =>■ A = 1 . 


[003509] 


Exercice 3510 ( X 2 - 1 )P" + (2X + 1 )P' 

Soit E = K n [X] etu:E—> E,P ^ (X 2 - \)P" + (2X + l)P' . 

1. Chercher la matrice de u dans la base canonique de K„ [X], 

2. Montrer que u est diagonalisable. 

Correction T [003510] 


Exercice 3511 (X — a)P' 

Soit E = K n [X\ et u : E — > E,P*-> (X — a)P' . Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de u. [003511] 


Exercice 3512 X(X - 1 )P' - 2 nXP 

Soit E = K 2n [X] et u : E — > E,P 1— > X(X — l)P r — 2 11 XP. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de 
u. 

Correction T [003512] 


Exercice 3513 X 2 P mod (X — a) (X — b) (X — c) 

Soient a,fi,y£ K distincts, et <p : Ki[X\ — > K 2 [X\,P i — > R oil R est le reste de la division euclidienne de X 3 P par 
(X — a) (X — P ) (X — 7). Chercher les valeurs et les vecteurs propres de <p. 

Correction T [003513] 


Exercice 3514 P ( 2 — X) 

Determiner les elements propres de l’endomorphisme 6 : K[X] — > K\X .P P(2 — X). 

Correction T [003514] 


Exercice 3515 P(X + 1) — P' 

Determiner les elements propres de l’endomorphisme 6 : K\X] K\X],P i— )• P(X + 1) — P' . 

Correction T [003515] 


Exercice 3516 Eivp 91 

Soit / G 2z?(M„[X]) qui a P associe (X — a)P' + P — P(a). Donner la matrice de / dans la base (X 4 )o^^„. 
Chercher Im /, Ker / et les elements propres de /. 

Correction T [003516] 


Exercice 3517 tr(A)M + tr(M)A 

Soit A G ■/£„ ( (x 2 + I ) ;i ■ L’endomorphisme / de f (x 1 + 1 ) - 1 defini par f(M) = tr(A)M + tr(M)A est-il diago- 
nalisable ? 

Correction T [003517] 
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Exercice 3518 Etude d’une matrice 

(a\ 1 ( 0 )\ 


Soit A = 


02 


ou les a,- sont des reels positifs ou nuls, avec a\a„ > 0. 


1 

\a n (0) 0 ) 

1. Quel est le polynome caracterique de A ? 

2. Montrer que A admet une unique valeur propre r > 0 et que l’on a r < 1 + max(ai .... .a n ). 

3. Soit A une valeur propre complexe de A. Montrer que |A| ^ r et |A| = r =>■ A = r. 

4. Montrer qu’il existe un entier k tel que A k a tous ses coefficients strictement positifs. 

Correction T 


[003518] 


40.3 Espaces fonctionnels 
Exercice 3519 / >->• /( 2x) 

Soit E = {/ : M — > M continues tq f(x) — > 0 lorsque x ±°o}, : M — >• M,jc \-^2xeiu\E^rE,f\-^fo(p. 
Montrer que u n’a pas de valeurs propres (si u(f ) = A/, etudier les limites de / en 0 ou ±°°). [003519] 


Exercice 3520 Ensi Physique P 94 

Soit E le sous-espace vectoriel de des fonctions ay ant une limite finie en + 00 . Soit T G ££ (E) defini 

par T (f)(x) = fix + 1). Trouver les valeurs propres de T. 

Correction ▼ [003520] 


Exercice 3521 Equation integrale 

Soit E = ^([0,+°o[— > M) et u : E — »• E,f i-g / avec f(x) = \ f t x =0 f(t)dt. 

1. Montrer que / peut etre prolongee en une fonction continue sur [0, +°o[. 

2. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de u. 

Correction T [003521] 


Exercice 3522 Endomorphisme sur les suites 

Soit E l’espace vectoriel des suites reelles u = {u n ) H .>\ et / P endomorphisme de E defini par : 


(/(«))« 


u\ + 2 u 2 H | -nu n 


n 


2 


Quelles sont les valeurs propres de / ? 

Correction ▼ 

[003522] 

Exercice 3523 Operateur integral 

Soit E = ^([0, 1],M) et / : E — > E,uu avec u(x) = f t l =0 min(x,t)u(t) dt . 
Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de /. 

Correction ▼ 

[003523] 
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40.4 Polynomes caracteristique 


Exercice 3524 Formules pour une matrice 3x3 
Soit A = ( ciij ) G ^3 (K). 


1 . 

2 . 


Verifier que Xa(^) = —A 3 + (trA)A 2 — 


a n 

an 


a 12 
a 22 


+ 


an 

«31 


fll3 

«33 


+ 


«22 

«32 


«23 

«33 


A +det(A). 


Soit A une valeur propre de A et L\,Lq deux lignes non proportionnelles de A — A/ (s’il en existe). On 
calcule L = L\ A Li (produit vectoriel) et X = 1 L. Montrer que X est vecteur propre de A pour la valeur 
propre A . 


[003524] 


Exercice 3525 Recherche de vecteurs propres pour une valeur propre simple 
Soit A G ^ n (K) et A £ K une valeur propre de A telle que rg(A — A I) = n — 1. 

1. Quelle est la dimension du sous espace propre E- L ? 

2. Montrer que les colonnes de 'com (A — A I) engendrent E- A - 

^0 1 2 

3. Exemple : diagonaliser A = 111 1 


.1 0 — 1 , 


Correction T 


[003525] 


Exercice 3526 Elements propres de C'C 


Soit C = 


(aC 

V'"/ 


G^/4,i(M) et Af = C‘C. 


1 . Chercher le rang de M. 

2. En deduire le polynome caracteristique de M. 

3. M est-elle diagonalisable ? 


Correction T [003526] 


Exercice 3527 Ensi Chimie P 94 


Soit A = (ciij) G telle que a,j = j. A est-elle diagonalisable ? 

Correction ▼ 

[003527] 

Exercice 3528 Ensi Chimie P 93 



On considere le polynome defini par : V n G N. P n (x) = x n — J^" =0 l Mix' avec ao > 0 et oc ( - A 0 pour 1 ^ i ^ n — 1. 
1. Montrer qu’il existe une unique racine dans M + * pour P„. 


/ 1 1 0 ... 0 \ 

201 : 


2. Soit A = 


\ii 0 

five. 


0 

1 


°/ 


Montrer que A admet une unique valeur propre reelle strictement posi- 


Correction T 


[003528] 


Exercice 3529 Ensi Physique 93 
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[003529] 


Soient x\, . . . ,x n ,y\, . . . ,y n G (x 2 + 1). Calculer A„ = det (I+(xjVj)). 

Correction Y 


Exercice 3530 Centrale MP 2000 


On considere la matrice de M n ( (x 2 + lp, A 


(Q a 
b ■ 


,a^b. 


\b ... b 0J 

1. Montrer que le polynome caracteristique de A est ! a l h (a(X + b) n — b(X + a)"). 

2. Montrer qu’en general les valeurs propres de A sont sur un cercle. 

Correction Y 


[003530] 


Exercice 3531 Centrale MP 2000 


Soit a i,.. .,a„,b i, . . . ,b„ G M et A n 


fai+bi b 2 

b\ ai+b 2 b 2 

: b 2 


b n \ 


\ b i b 2 ... b n _ i a n +b n J 

1. Calculer detA„. 

2. Calculer %a le polynome caracteristique de A. 

3. On suppose fli < a 2 < ■■ ■ < a n et, pour tout i, bi > 0. Montrer que A n est diagonalisable 
utiliser Xa^/ULi («/ - 0) ■ 

4. Le resultat reste-t-il vrai si l’on suppose ci\ ^ a 2 ^ ^ a n et, pour tout i, bj > 0 ? 

Correction ▼ 


^on pourra 


[003531] 


Exercice 3532 Polynomes caracteristiques 

Soit A G ( K ) inversible et B = A -1 , C = A 2 . Exprimer les polynomes caracteristiques Xb et Xc en fonction 

de Xa- 

Correction ▼ [003532] 


Exercice 3533 Matrice compagnon 


Soit P = no +a\X H \-a n -iX n 1 — X " G K n [X\. La matrice compagnon de P est M = 


( ° 
1 


( 0 ) 

0 


«o \ 

a\ 


\(0) 1 a n -i 

Soit E un K-c\> de dimension n, SS = (e\,. . . .e n ) une base de E et (p l’endomorphisme de E de matrice M 
dans 3S. 

1. Determiner le polynome caracteristique de M. 

2. Calculer (p k (e i) pour 0 ^ k ^ n. 

3. En deduire que P(M) = 0. 


[003533] 


Exercice 3534 Matexo 

Soient A, B G . XX n ( (x 2 + I ) j . Montrer que spec (A) n spec(B) = 0 si et seulement si Xa{B) est inversible. 
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Application : Soient A,B,P trois matrices carrees complexes avec P ^ 0 telles que AP = PB. Montrer que A et 
B ont une valeur popre commune. [003534] 


Exercice 3535 Matrices a spectres disjoints 

Soient A, B £ , // n ( (x 2 + I ) 1 . Montrer 1’ equivalence entre : 

(a) : V C £ ^ n ((x 2 + 1)), il existe un unique X £ „((.* 2 + 1)) tel que AX —XB = C. 

(b) : V X £ jK n {{x 2 + 1)) on a AX = XB^X = 0. 

(c) : Xb ( A ) est inversible. 

(d) : A et B n’ont pas de valeur propre en commun. 

Correction T [003535] 


Exercice 3536 AB et BA ont meme polynome caracteristique 
Soient A, B £ ..X? n (K). 

1. Montrer que AB et BA ont les memes valeurs propres. 

2. Montrer que si A ou B est inversible, alors AB et BA ont meme polynome caracteristique. 

3. Dans le cas general, on note M = , N = fjj ^ j , P = ^ ^ (M,N,P £ .# 2 n(K)). 

Verifier que MP = PN, montrer que P est inversible, et conclure. 


[003536] 


Exercice 3537 det(/+AA) ^ 0 

SoitA £ .#„((x 2 + 1)^. 

1. Soit A £ (x 2 + 1) une valeur propre non nulle de AA, et X un vecteur propre associe. Montrer que AX est 
aussi vecteur propre de AA. 

2. Lorsque A ^ M + , montrer que X et AX sont lineairement independants. 

3. En deduire que det(/+AA) £ M + . 

[003537] 


Exercice 3538 Centrale PC 1999 

Soit 1’ application <t> : ../X n (V.) — y ,M n (M) . A7 i-)- 1 M. Calculer sa trace par un moyen simple. 

Correction T [003538] 


Exercice 3539 Multiplicite d’une valeur propre 

Soit E un K-cv de dimension finie, u £ jSf(E) et A £ Sp(n). Montrer que la multiplicite de A dans le polynome 
minimal de u est egale au nombre de facteurs invariants de u ayant A pour racine. [003539] 


Exercice 3540 Fermat pour la trace, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005 
Soit p premier et A £ ,y#„(Z). Montrer que tr(A /; ) = tr(A) (mod p). 

Correction T [003540] 


40.5 Polynomes annulateur 


Exercice 3541 Matrice bitriangulaire 


Donner une CNS sur a.b £ (x 2 + 1 ) pour que la matrice M = 


/0 

K(b) 



soit diagonalisable. 
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Correction ▼ 


[003541] 


Exercice 3542 A 2 = A et tr(A) = 0 


Trouver les matrices A E telles que A 2 = A et tr(A) = 0. 

[003542] 


Exercice 3543 Matexo 

Soient E un ev de dimension finie sur (x 2 + 1) et u un endomorphisme de E. 

On suppose que u 3 = u 2 ,u / id,u 2 / 0 ,u 2 / u. 

1. Montrer qu’une valeur propre de u ne peut etre que 0 ou 1. 

2. Montrer que 1 et 0 sont effectivement valeurs propres de u. 

3. Montrer que u n’est pas diagonalisable. 

4. Montrer que E = lm(« 2 ) © Ker(w 2 ). 

5. Monter que u\p avec F = Im(w 2 ) est l’identite. 

[003543] 


Exercice 3544 INT gestion 94 

/ i i i i \ 
soitA=(:{ * -/.'A 
V-i -tit/ 

1. Calculer detA. 

2. Calculer (A — xl) (A — xl) et en deduire %x i x ) ■ 

3. Montrer que A est (x 2 + 1 ) -diagonalisable. 

Correction T [003544] 


Exercice 3545 X"P( l/X) 

Soit E = K n [X]etu\E^E,P^ X n P( 1 /X) . 

1. Determiner u o u. En deduire que u est diagonalisable. 

2. Donner une base de vecteurs propres de u. 

[003545] 


Exercice 3546 TPE 93 

Soit A E ( (x 2 + 1)) telle que A = A -1 . A est-elle diagonalisable ? Calculer e A . (e^ = YX=o iy) 

Correction ▼ [003546] 


Exercice 3547 Ensi Physique 93 

Soit E un ev de dimension finie et u E _Sf (£) tel que rg(w) = 1. Montrer que : 

Im u C Kerw O u n’est pas diagonalisable. 

Correction T [003547] 


Exercice 3548 u 2 diagonalisable 

Soit E un (x 2 + l)-ev de dimension finie et u E GL(E) tel que u 2 est diagonalisable. Montrer que u est diago- 
nalisable. [003548] 


Exercice 3549 Ensi PC 1999 

Soit A E -M n ( (x 2 + I )) inversible diagonalisable et B E ^ n ((x 2 + 1)), p E N* tels que B p = A. 


108 


1. Montrer que B est diagonalisable. 

2. Si A n’est pas inversible la conclusion subsiste-t-elle ? 

Correction Y [003549] 


Exercice 3550 Ensi P 90 

Soit E un espace vectoriel de dimension n ct p G .^(E) tel que p 2 est un projecteur. Que lies sont les valeurs 
propres eventuelles de pi Montrer que p est diagonalisable si et seulement si p 3 = p. 

Correction ▼ [003550] 


Exercice 3551 A 3 = A + / 

Soit A E -M n (M) telle que A 3 = A + /. Montrer que det(A) > 0. 

Correction Y [003551] 


Exercice 3552 Mines-Ponts PC 1999 

Soit A E telle que A 3 + A 2 +A = 0. Montrer que rgA est pair. [003552] 


Exercice 3553 Esem 9 1 

Soit A E ■ Af'i, ( (x 2 + I )■* telle que A" = I et (/, A, . . . ,A" ') est libre. Montrer qu’alors on a tr(A) = 0. 

Correction Y [003553] 


Exercice 3554 A p = I et spec(A) cMaA 2 = / 

Soit A E On suppose que les valeurs propres de A sont reelles et qu’il existe p ^ 1 tel que A p = 1. 

Montrer que A 2 = 1. 

Correction Y [003554] 


Exercice 3555 P{u) = £P(A,)m; 

Soit E un K-ev de dimension finie et u E E£{E). 

1. On suppose u diagonalisable et on note Ai , . . . , X p ses valeurs propres distinctes. 

(a) Montrer qu’il existe des endomoiphismes u p tels que pour tout polynome P E K X], on ait : 

P(U ) =1 i =l P(?ii) u i. 

(b) Montrer qu’il existe un polynome P tel que li, = Pi(u). 

2. Reciproquement, soit u,u\,...,u p €Sf(E)etX\,...,k p €K tels que pour tout PeK\x},p(u) = zUP{k)ui. 
Montrer que u est diagonalisable et Sp(«) c{X u ...,X p }. 

[003555] 


Exercice 3556 Mines PSI 1998 

Soit / un endomorphisme diagonalisable d’un ev E de dimension finie, A une valeur propre de / et px le 
projecteur sur le sous-espace propre associe parallelement a la somme des autres sous-espaces propres. Montrer 
que px est un polynome en /. 

Correction T [003556] 


Exercice 3557 Endomorphismes anticomutant (Centrale MP 2003) 

Soit E un (x 2 + l)-ev de dimension n E N* et u\, . . . ,u p (p ^ 2) des endomoiphismes de E verifiant : 

V k, u\ = —idg, Uk o U{ = —up o n^. 

1. Montrer que les Uk sont des automorphismes et qu’ils sont diagonalisables. 
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2. Montrer que n est pair. 

3. Donner le spectre de chaque 

4. Donner les ordres de multiplicite des valeurs propres des /q. 

5. Calculer det(iq-). 

Correction T [003557] 


Exercice 3558 Ensi PC 1999 

Soit E un ev de dimension finie et u G 2z? (E) tel que u o u = 0. 

1. Quelle relation y a-t-il entre Kern et Imn ? Montrer que 2rgn ^ dim E. 

2. On suppose ici dimE = 4 etrgn = 2. Montrer qu’il existe une base ( 61 , 62 , 63 , 64 ) de E telle que : u(e 1 ) = 
62 , u(e 2 ) = 0 , u(e 3 ) = 64 , 14 ( 64 ) = 0 . 

3. On suppose dimE = n et Imn = Kern. Est-ce que n est diagonalisable ? 

[003558] 


Exercice 3559 Reduction de M tq M 3 = I 
Soit M G (M) telle que M / 7, et M 3 = /. 

1. Quelles sont les valeurs propres complexes de M? (On verifiera que ce sont effectivement des valeurs 
propres de M) 


(10 0 \ 

2. Montrer que M est semblable a 0 —1/2 — y/3/2 

\0 s/3/2 -1/2 ) 


[003559] 


Exercice 3560 Centrale PSI 1998 

Soient u,v.h trois endomorphismes de M" tels que : 

nov = von, uoh — hou = —2u, voh — hov = —2v. 

(0 1 0 \ 

1. Cas particulier, n = 3, Mat(n) = 0 0 1 . Determiner si v et li existent et si oui, les donner. 

\0 0 0 / 

2. Cas general. 

(a) Que peut-on dire de tr(n) et tr(v) ? 

(b) Montrer que n et v sont non inversibles. Montrer que Kern et Kerv sont stables par /?. 

(c) Determiner u k oh — hou k pour k G N. Determiner P(u) oh — ho P(u) pour P G M[X], 

(d) Quel est le polynome minimal de n ? 

Correction ▼ [003560] 


Exercice 3561 Independance du polynome minimal par rapport au corps 

Soient K C L deux corps et A G ./// n (K). On note Pk(A) et Pr/A) les polynomes minimaux de A en tant que 
matrice a coefficients dans K ou dans L. Montrer que ces polynomes sont egaux. [003561] 


Exercice 3562 Polynome minimal et caracteristique 

Soit A G .y^ n (K). Montrer que %a et Pa ont les memes facteurs irreductibles. [003562] 


Exercice 3563 X MP* 2004 
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[003563] 


Caracteriser les polynomes P tels que :VAg n ((x 2 + 1)\ (P(A) = 0) => (tr(A) G Z). 

Correction Y 


Exercice 3564 TPE MP 2005 

Soient A,B,C G ./#„ ( (x 2 + 1 ) 1 telles que AC = CB et rg(C) = r. Montrer que A et B ont au moins r valeurs 
propres communes. 

Correction Y [003564] 


Exercice 3565 Polynome minimal impose, Centrale MP 2005 

Le polynome X 4 +X 3 + 2X 2 +X + 1 peut-il etre le polynome minimal d’une matrice de M$ (M) ? 

Correction ▼ [003565] 


Exercice 3566 Ken© ® Im u p . Poly technique MP* 2006 

Soit E un K-ev de dimension n. Soit u G _§?(£), P son polynome minimal et p le plus petit exposant de X dans 
l’ecriture de P. 

1. Si p = 0, que dire de u ? 

2. Si p = 1, montrer que E = Imn© Kern. 

3. Dans le cas general, montrer que E = Ker u p © Im u p . 

Correction T [003566] 


40.6 Endomorphismes de composition 

Exercice 3567 Equation AM = XM 

Soit A G -4X n (K). Determiner les scalaires X et les matrices M G - -W, n ( K) telles que AM = XM. [003567] 


Exercice 3568 v i — > v o u (Centrale MP 2003) 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u G Sf(E). On considere P application d>„ qui a v G if(£) 
associe vou. 

1. Montrer que <!>„ G 2z?(2zf (E)). 

2. Montrer l’equivalence : ( u est diagonalisable) 4© (<E„ est diagonalisable). . . 

(a) en considerant les polynomes annulateurs de u et de 

(b) en considerant les spectres et sous-espaces propres de u et de <!>„. 

Correction T [003568] 


Exercice 3569 Matexo 

Soit E un E-espace vectoriel de dimension n, (F. G ) deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F © G. On 
note p la projection sur F parallelement a G. Soit E p = {/ G 2z?(E) tq fop = po f}. Quelle est la dimension 
de Ep ? [003569] 


Exercice 3570 / h© p o / o p 

Soit p G 2^f(E) une projection et d> : Jf(E) -> «Sf(E),/ 1 -)- po f op. 

Determiner les elements propres de <t>. 

Correction ▼ [003570] 


Exercice 357 1 / i-^no/et/t-^/on 

Soit E un E-ev de dimension finie et u G .XX E) diagonalisable. 

On considere les applications.^? (E) — > F£(E) ip:/i->Ho/i(/:/©/oH 
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1. Montrer que (p ct \j/ sont diagonalisables. 

2. Montrer que (p — \\t est diagonalisable. 

[003571] 


Exercice 3572 u o v — v o u = id 

Soient u,v deux endomorphisme d’un espace vectoriel E non nul tels que uov — vou = id e- 

1. Simplifier u k o v — vo u k pour ieN puis P(u)ov — voP{u) pour P G K[X], 

2. Montrer que u et v n’ont pas de polynomes minimaux. 

Correction T [003572] 


Exercice 3573 Ensi PC 1999 

Soit E un ev reel de dimension finie et f,g € JC(E), a G M* tels que fog — go f = af. 

1 . Montrer pour tout entier naturel n : f n o g — g o /" = anf " . 

2. Montrer qu’il existe nGN tel que /” = 0 (raisonner par l’absurde et considerer l’application h i— >■ hog — 
goh de j£f(£) dans 

[003573] 


Exercice 3574 X MP* 2001 

Soit / un endomorphisme de E (ev de dimension finie sur K ) tel que Xf s °d incductible. Montrez que pour 
aucun endomoiphisme g le crochet de Lie \f,g\ = f°g — g°f n’est de rang un. 

Correction T [003574] 


Exercice 3575 \ (p o u + u o p) (Mines MP 2003) 

Soit E un espace vectoriel de dimension n finie, p un projecteur de rang r et <p : jSf (E) — > (E),u i — > k(p° u + uop). 

1. Est-ce que (p est diagonalisable ? 

2. Determiner les valeurs propres de (p et les dimensions des sous-espaces propres. 

Correction ▼ [003575] 


Exercice 3576 Crochet de Lie (Ens Cachan MP* 2003) 

Soit <P : ( (x 2 + 1)) — > ./// n ((x 2 + 1)^ un automorphisme d’ev tel que : V A, B <E .///„ ( (x 2 + 1)- , <t>(\A.B]) = 

[<E>(A), <!>(#)] ou \X .Y] = XY — YX. Montrer : V D G ( (x 2 + 1)), ( D est diagonalisable) (<E>(D) est diago- 

nalisable). 

Indication : considerer : X t— > [D,X] et montrer que (D est diagonalisable) AA (§d est diagonalisable). 

Correction ▼ [003576] 


40.7 Similitude 


Exercice 3577 Matrices reelles semblables sur (x 2 + I ) 


Soient A, B G semblables sur {x * 1 + 1) : II existe P,Q G telles que : 


P + iQ€GL„{(x 2 + iy 
(- P + iQ)A=B(P + iQ )• 


1. Montrer que : V A Gl, (P + fQ)A = B(P + XQ). 

2. En deduire que A et B sont semblables sur M. 
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[003577] 


Exercice 3578 Trigonalisation de matrices 


Soit A = 



2 

2 

2 



et (p l’endomorphisme de M 3 canoniquement associe a A. 


1. Verifier que A n’est pas diagonalisable. 

2. Chercher deux vecteurs propres de A lineairement independants. 

3. Completer ces vecteurs en une base de M 3 . 

4. Ecrire la matrice de <p dans cette base. 

5. Resoudre le systeme differentiel : X' =AX. 

Correction T 


[003578] 


Exercice 3579 Somme de projecteurs 


Soit E un K-ev de dimension finie et u E 2z?(E). Montrer que u est diagonalisable si et seulement s’il existe des 

u = Ai p\-\ b hPk 


projecteurs pi,...,Pk E Jf(E) et des scalaires Ai , . . . , A* tels que : 


yt^j, Pi° Pj = 0 - 


[003579] 


Exercice 3580 A 3 est semblable a A 4 

Quelles sont les matrices A E . ( (x 2 + 1)) telles que A 3 est semblable a A 4 ? On etudiera separement les cas : 

1. A a 3 valeurs propres distinctes. 

2. A a 2 valeurs propres distinctes 

3. A a une seule valeur propre. 

Correction ▼ [003580] 


Exercice 3581 Decomposition de Dunford 

Soit A E ^ n ((x 2 + 1)). Montrer qu’il existe deux matrices D,N telles que A = D+N, D est diagonalisable, N 
est nilpotente, DN = ND. [003581] 


Exercice 3582 M et ‘ M sont semblables 

Montrer qu’une matrice compagnon est semblable a sa transposee. En deduire que pour toute M E ,// n (K) les 
matrices M et r M sont semblables. [003582] 


Exercice 3583 Reduction de Jordan (Mines MP 2003) 

Soit / E (M 3 ) telle que Spec (/) = {A} et dim(Ker(/ — Aid)) = 2. 

/A 0 0\ 

Montrer qu’il existe une base SS dans laquelle Mat(/) = I 0 A 1 . 

\0 0 A / 

Correction T [003583] 


Exercice 3584 A et 2A sont semblables 

Soit A E ( (x 1 + 1)^ nilpotente. Montrer que A et 2A sont semblables. 

Correction ▼ [003584] 
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40.8 Usage de la reduction 
Exercice 3585 Ensi PC 1999 


(-' 2 
Soit A = I 2 — 1 

4 4 



1. Calculer A' 1 . 


2. Soit Uq = 



et ( U n ) defini par la relation : U n+ \ =AU n . Calculer U„ en fonction de n. 


3. SoitX(f) 

Correction ▼ 


*( 0 \ 

y(t) . Resoudre cJ £=AX. 

At)/ 


[003585] 


Exercice 3586 Puissances de A 

Soit A £ . ayant pour valeurs propres 1, —2,2, et n £ N. 

1. Montrer que A" peut s’ecrire sous la forme : A" = a n A 2 + /3„A + y„7 avec a„ . /j „ . y„ £ M. 

2. On considere le polynome P = a n X 2 + [5 n X + y„. Montrer que : P(l) = 1, P(2) = 2", P(— 2) = (—2)". 

3. En deduire les coefficients cx n . [3,, . y„ . 

Correction T [003586] 


Exercice 3587 Suites recurrentes lineaires 

Soit (u n ) une suite reelle verifiant l’equation de recuiTcncc : u n+ 3 = 6 u n+ 2 — I 1 u n+ \ + 6 u n . 




1. On pose X n = u n+ \ . Montrer qu’il existe une matrice A £ telle que X n \ =AX n . 

\Mn+ 2 / 

2. Diagonaliser A. En deduire u n en fonction de uq, u\, 112 et n. 


Correction T 


[003587] 


Exercice 3588 Centrale P’ 1996 

Soit /, endomoiphisme d’un espace vectoriel E de dimension n. 

1. On suppose que pour tout sous-ev D de dimension 1 il existe x £ D tel que E = vect (x,f(x),f 2 (x ),. . . ). 
Que dire de E et / ? 

2. On suppose qu’il existe x £ E tel que E = vect (x,f(x),f 2 (x),. . . ). Montrer que si / est diagonalisable 
alors ses valeurs propres sont toutes distinctes. Montrer que si / est nilpotente alors /" 1 / 0. 

Correction T [003588] 


Exercice 3589 Chimie P’ 1996 

Soit ( M „ ) une suite de points dans le plan, de coordonnees (x n , y n ) definies par la relation de recurrence : 


/ %n+ 1 — %n 4“ 2V;; 

1 y n + 1 = — 3x„ +4>’„. 


1. Montrer que, quelque soit Mo, les points M n sont alignes. 

2. Etudier la suite (M„) quand n tend vers l’infini. 

3. Quelle est la limite de y n /x n (utiliser une methode geometrique) ? 
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Correction T 


[003589] 


Exercice 3590 Commutant d’une matrice a valeurs propres distinctes 

1. Soit D = diag(Ai , . . . , X n ) une matrice diagonale a valeurs propres distinctes. 

(a) Montrer qu’une matrice M commute avec D si et seulement si M est diagonale. 

(b) Montrer que pour toute matrice M diagonale, il existe un polynome P G K n . il| unique tel que 
M = P{D). 

2. Soit A G .///„ ( K ) une matrice a valeurs propres distinctes. Montrer que les matrices M commutant avec A 
sont les polynomes en A. 

[003590] 


Exercice 3591 XY = YX= A 
S°i t A= (J 

1 . A est-elle diagonalisable ? 

2. Trouver toutes les matrices X,Y G Mi(K) telles que XY = YX = A. 

Correction T [003591] 


Exercice 3592 Racine carree 


Soit A = 


Correction T 



. Trouver les matrices M G 


telles que M 2 = A. 


Exercice 3593 Ensi Physique 93 


Soit A = 



Correction T 


- 4 

—7 2 1. Trouver une matrice B differente de A et —A telle que B~ = A. 

-12 4/ 


[003592] 


[003593] 


Exercice 3594 Esigelec 9 1 

2 -2 1 \ 

2 -3 2 1. 

1 2 0 / 

Correction T [003594] 


Trouver le commutant de 


Exercice 3595 Centrale MP 2000 

Si A G M„((x 2 + 1)\ on note C(A) le commutant de A. 

1. Pour n = 2, montrer que C(A) est de dimension 2 ou 4, en donner une base. 

2. Pour n G N*, montrer que C(A) est de dimension ^ n (traiter d’abord le cas ou A est diagonalisable). 

Correction T [003595] 


Exercice 3596 Ulm MP* 2001 

En se deplagant uniquement sur les aretes d’un cube de cote 1, combien y a-t-il de chemins de longueur n pour 
aller d’un point a un autre ? 

Correction T [003596] 
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40.9 Reduction par blocs 

Exercice 3597 Matrice bloc 


Soit A G JZ n {K) et M = rj ® J G J/ 2 N {K). 

1. Comparer les valeurs propres de A et M. 

2. Soit P G K[X] et Q = XP' . Montrer que P(M ) = (q^ 

3. A quelle condition sur A, M est-elle diagonalisable ? 

Correction T 


[003597] 


Exercice 3598 Ensi P 90 


Soit M E ^Z n ((x 2 + 1)' diagonalisable. Soit A = 


M M 
M M 


sable ? 

Correction Y 


E -Min ( (x 2 + I ) ! . La matrice A est-elle diagonali- 


[003598] 


Exercice 3599 Matrice bloc 


Soit A G GL n ((x 2 + 1 ) ; et M = ^ G . /An ( U ' 2 + I ) * ■ Montrer que M est diagonalisable si et seulement si 


A Test. (Chercher les sous-espaces propres de M en fonction de ceux de A) 

Correction T 


[003599] 


Exercice 3600 Matrice bloc 


Soit M = ^ G ./// t (K) diagonalisable avec A carree d’ordre p. 

Soit A une valeur propre de M de multiplicite m. Montrer que si p > n — m, alors A est valeur propre de A. 

[003600] 


Exercice 3601 Reduction par blocs (Centrale MP 2003) 


Soit A G -M n (M) et B 

Correction ▼ 


0 A 
A 2A 


G ^#2 n (M). Determiner Spec(B) et fonction de Spec (A). 


[003601] 


Exercice 3602 A m — > 0 lorsque m 


(Mines MP 2003) 


Soit A = 


m — > oo— . 
Correction T 


( a 2 

ab 

ab 

b 2 \ 

ab 

a 2 

b 2 

ab 

ab 

b 2 

a 2 

ab 

\^ 2 

ab 

ab 

a 2 ) 


. Representer dans un plan l’ensemble des couples (a.b) tels que A m — > 0 lorsque 


[003602] 


40.10 Image et noyau 
Exercice 3603 Chimie P 1996 

Soit E un espace vectoriel reel de dimension n et / un endomorphisme de E. 

Est-il vrai que : / est diagonalisable Ker / + Im f = El [003603] 


Exercice 3604 u diagonalisable => Ker(u — Aid) +Im{u — Aid) est directe 
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Soit E un K-ev de dimension finie et u £ J£(E) diagonalisable. Pour A G spec(w), on note E- A = Ker(w — Aid) 
et Fx = Im(w — Aid). Montrer que Ex®Fx = E. [003604] 


Exercice 3605 Ker/©Im/ 

Soit E un K-ev de dimension finie et / 6 (E). On suppose qu’il existe P G K[X] tel que P(f) = 0 etP'(O) / 0. 

Montrer que Ker/© Im/ = E. 

Correction ▼ [003605] 


Exercice 3606 rg(f — Aid) 

Soit E un (x * 1 2 + l)-ev de dimension finie et / G Jf (E). Montrer que / est diagonalisable si et seulement si pour 
tout A G (x 2 + l) on a rg(f — Aid) =rg(f — Aid) 2 . [003606] 


Exercice 3607 Nombre de noyaux et d’images 

Soit E un K-ev de dimension finie et u G Sf{E). Montrer que les ensembles = {Ker(P(M)), P G K[X]} et 
= {Im(P(w)), PS A[A]} sont finis et ont meme cardinal. 

Correction ▼ [003607] 


Exercice 3608 dim(Ker/ 2 ) = 2dim(Ker/), Mines-Ponts MP 2005 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et / G . C £(E) tel que dim(Ker/ 2 ) = 2dim(Ker/) = 2d. Montrer 
que s’il existe g G 2z? (E) et k G N* tels que g k = f alors k divise d. 

Correction ▼ [003608] 


40.11 Sous-espaces stables 

Exercice 3609 Droites et hyperplans stables 

Soit E un (x 2 + l)-ev de dimension finie et u G jSf(E). 

1. Montrer qu’il existe une droite vectorielle stable par u. 

2. Montrer qu’il existe un hyperplan stable par u (considerer \m(u — Aid) ou A est une valeur propre de u). 

3. Donner un exemple oil ces proprietes sont en defaut pour un M-ev. 

[003609] 


Exercice 3610 Plan stable pour une valeur propre non reelle 

Soit M G -M n (M) et A = a + ib une valeur propre non reelle de M (a G M, b G M*). On note X un vecteur propre 
complexe de M. 

1 . Montrer que X est aussi vecteur propre de M. 

2. Montrer que (X,X) est fibre dans (x 2 + I ) " . 

3. Soient U = j(X +X),V = ^(X — X). Montrer que (U,V) est fibre dans R' ! . 

[003610] 


Exercice 3611 Plans stables 

Soit E un K-ev de dimension finie et / G _§?(£). 

1. Soit F un plan vectoriel. Montrer que si F est stable par / alors il existe P G Ki A non nul tel que 
F C Ker P(J). 

2. Reciproquement, si P G Kn [x] est irreductible, montrer que Ker P(f) contient un plan stable par /. 
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3. Si K = M montrer que / admet toujours une droite ou un plan stable. 


[003611] 


Exercice 3612 Recherche de sev stables 
1 1 0 \ 

-3-2 0 . 

0 0 1 / 

1. Determiner les sev de M 3 stables pour l’endomorphisme associe a A. 

2. Quelles sont les matrices reelles commutant avec A ? 

Correction ▼ [003612] 


Soit A = 


Exercice 3613 u diagonalisable =>■ diagonalisable dans un sev stable 

Soit E un K-ev de dimension finie et u E Jz?( E ) diagonalisable. Montrer que si F est un sev stable par u, alors 
u\p est diagonalisable. 

[003613] 


Exercice 3614 Plan affine stable 

Soit E = M 3 et El : x + 2y + 3z = 1 un plan affine de E. Montrer que si El est stable par / E (E) alors 1 est 
valeur propre de /. 

Correction ▼ [003614] 


Exercice 3615 Endomorphisme cyclique 

Soit / E -if ( E ) un endomorphisme cyclique et F un sous-espace vectoriel stable par /. Montrer que f F est 
aussi cyclique. [003615] 


Exercice 3616 Endomorphismes semi-simples. 

Un endomorphisme / est dit semi-simple si tout sous-espace stable par / admet un supplementaire stable 
par /. Montrer qu’un endomorphisme d’un (x 2 + l)-ev de dimension finie est semi-simple si et seulement s’il 
est diagonalisable. [003616] 


Exercice 3617 % u irreductible 

Soit u un endomoiphisme de E, espace vectoriel de dimension n sur le corps K. Montrez que seuls {0} et E 
sont stables par u si et seulement si Xu est irreductible sur K. 

Correction T [003617] 


Exercice 3618 Polytechnique MP* 2000 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, / un endomorphisme de E tel que tout sous-espace de E admette 
un supplementaire stable par /. Que peut-on dire de / ? Reciproque ? 

Correction ▼ [003618] 


Exercice 3619 Sous-espaces stables (Centrale MP 2003) 

Soit / E 2z? (M 3 ) ayant pour matrice M = ^ 'j } J ) ^ ans ^ ase canonique de M 3 . Determiner les sous-espaces 
de M 3 stables par /. 

Correction T [003619] 
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40.12 Trigonalisation 
Exercice 3620 AB = 0 


Soient A,B G .M n ( (x 2 + I ) telles que AB = 0. Montrer que A et B sont simultanement trigonalisables. [003620] 


Exercice 3621 Produit de matrices nilpotentes 

Soient A \ , . . . ,A n G </^ n (K) nilpotentes et commutant deux a deux. Montrer que Ai . . ,A„ = 0 . [003621] 


Exercice 3622 Matrices nilpotentes 

Soit A G ,M n ( (x 2 + 1)). Montrer que A est nilpotente si et seulement si pour tout k G N* on a U'(A k ) = 0. 

Correction T [003622] 


Exercice 3623 Mines MP 2003 

Soit E un ev de dimension finie et (uj une suite d’endomorphismes diagonalisables convergeant vers u G 

#(E). 

u est-il diagonalisable ? 

Correction ▼ [003623] 


Exercice 3624 Mines-Ponts MP 2005 

On donne une matrice carree reelle M d’ordre n. Soient cx.fi les multiplicites de zero dans Xm et \Xm- Mon tier 
que dim(KerM) = a si et seulement si j3 = 1. 

Correction Y [003624] 


41 Dualite 

K designe un coips de caracteristique nulle. 

Exercice 3625 Base de ( K 3 )* 

Dans K 3 on considere les formes lineaires : f\ (ic) = x + y — z, fi (x) = x — y + z, h {*) = x + y + z. 

1. Montrer que f./i , fi ■ h ) est une base de (A" 3 )*. 

2. Trouver la base duale. 

[003625] 


Exercice 3626 Base de (K 3 )* 

Dans K 3 on considere les formes lineaires : f\ (x) =x + 2 y + 3 z, fi (x) = 2x + 3y + 4 z, fo (x) = 3x + 4v + 6c. 

1. Montrer que f./i , fi ■ h ) est une base de (A" 3 )*. 

2. Trouver la base duale. 

Correction T [003626] 


Exercice 3627 Basede (AT")* 

Pour x = (xi, . . . ,x n ) G K" on pose f){x) = x, + x, + 1 et /„ (x) = x n +x\. Determiner si .'X =- [J\ ... . ,/„) est une 
base de (AT”)* et, le cas echeant, determiner la base duale. 

Correction ▼ [003627] 


Exercice 3628 Bases duale des polynomes 

Soit E = K n [X\. Montrer que la famille & = (Jo ..... f„ ) est une base de E* et donner la base duale lorsque . . . 
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1. fi(P) = P{xi) oil xq. . . . ,x n sont des scalaires distincts. 

2. fi(P)=P {i \ 0). 

3. fi(P) = P®( Xi ) ou xo,...,x n sont des scalaires quelconques. (Ne pas chercher la base duale pour cet 
exemple) 

[003628] 


Exercice 3629 Base duale des polynomes 

Soit E = M 2 n— l [X], et jci , . . . ,x n € M distincts. On note : 

(f>i : E — > M, P (->■ P(xi ) ; y/,- : E — > M, P >->■ P' (jc,-) 

1. Montrer que (0i , . . . , 0„, yq , . . . , i \jf n ) est une base de E*. 

2. Chercher la base duale. On notera P, = n,/( jzzf et di = P' ( x i)- 

Correction ▼ [003629] 


Exercice 3630 Integrale 

Soit E = M 3 [X], On considere les formes lineaires : fi : P *->• f t ] s _ 1 fP(t)dt. 

1. Montrer que (/o,/i,/ 2 ,/ 3 ) est une base de E*. 

2. Trouver la base duale. 

Correction T [003630] 


Exercice 3631 Evaluations et integrale 

Soit E = R 3 [X] et a.b.c G M distincts. On considere les formes lineaires sur E : 

fa : P^P(a), f b '■ P ^ P(b), f c : Pi-t P(c ) , (p : P ^ f P(t)dt. 

Jt—a 

Etudier la liberte de (f a . f, ■ f (: .(p). 

Correction T [003631] 


Exercice 3632 Base duale de (1,X,X(X — 1), ... ) 

Soit E = K n [X], On note P 0 = 1, P =X(X - 1) • • • (X - i+ 1) pour i^l, et f:P^ P(i). 

1. Montrer que (Pq, .... P„) est une base de E et 38 = (fo,...,f n ) est une base de E*. 

2. Decomposer la forme lineaire P* dans la base SB. (On pourra utiliser les polynomes : Qi = ni <j<„ ; //,'(X — 

j )) 

3. Decomposer de meme les autres formes lineaires P k . 

Correction T [003632] 


Exercice 3633 Base duale de ((X — a) k (X — b) n k ) 

Soit E = K n [X] et n, b E K distincts. On pose P b = (X — a) k (X — b) n ~ k . 

1. Montrer que (Pq, .... P„) est une base de E. 

2. On suppose n = 2 et on prend comme base de E‘ : PS = (f a . /<• . f b ) oil f x (P) = P(x) et c = q ^-. Exprimer 
les formes lineaires ( P f ( , P* , P x ) dans SB. 
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Correction ▼ 


[003633] 


Exercice 3634 Formes lineaires bees 

Soient des formes lineaires sur K n telles qu’il existe x G K n non nul tel que f\ (.?) — ••• = f n (x) = 0. 

Montrer que ,/„) est liee. [003634] 


Exercice 3635 (P(X),. . . ,P(X + n)) est une base des polynomes 
Soit E = K n \X], Q&E de degre n et g, = Q(X + i) (0 ^ i ^ n). 

1. Montrer que ( g , Q' . Q " , . . . , Q !n) ) est libre. 

2. Montrer que toute forme lineaire sur E peut se mettre sous la forme : 
/:/>g ctoF(O) + aiP'(O) + • • • + a„pW( 0). 

3. Soit / G E* telle que /(go) = • • • = f(Q n ) = 0- Montrer que / = 0. 

(considerer le polynome P = a®Q H 1- a n Q 

4. Montrer que (go, ■ ■ ■ , g„) est une base de E. 


[003635] 


Exercice 3636 cp((X — a)P) = 0 


Soit E = K n [X}. Soit <p G E* telle que : V P G E„_i [X] , <p((X - a)P) = 0. 
Montrer qu’il existe A G K tel que : V P G E, <p(E) = AE(a). 

[003636] 

Exercice 3637 Forme lineaire sur les polynomes 

Montrer l’existence et l’unicite d’une forme lineaire <t> sur M„[X] telle que : <P( 1 ) 

= o, <J>(X) = 1 et 4>(E) = 0 

pour tout polynome P G M„[X] tel que E(0) = E(l) = 0. 

[003637] 

Exercice 3638 Systeme unisolvent 



Soient : R g 1 /i fonctions lineairement independantes. On pose E = vect(/i et pour x G M, 

5 V : E — > M,/ f{x). 


1. Montrer que la famille (5 y ) a£ ir engendre E*. 

2. En deduire qu’il existe x\.. . . .x n G M tels que det M / 0 oil M est la matrice de terme general 

[003638] 


Exercice 3639 Polynomes a deux variables 

Soit / : M 2 — y M. On dit que / est polynomial si elle est de la forme : f(x,y) = T. LJ a ijX l y J , la somme portant 
sur un nombre fini de termes. Le degre de / est alors max(/ + j tq / 0). 

On note E k F ensemble des fonctions M 2 — )• M polynomiales de degre inferieur ou egal a k. 

1. Montrer que E k est un M-ev de dimension finie et donner sa dimension. 

2. Soient A = (0,0), B = (1,0), C = (0, 1). Montrer que les formes lineaires / i-g /(A), f f{B), f f(C) 
constituent une base de £(. 

3. Chercher de meme une base de E|. 

4. Soit T le triangle plein ABC et / G E\ . Montrer que f f T f(x,y ) dxdy = £G)+./(B)+,/(C) . 

5. Chercher une formule analogue pour / G £ 2 . 

Correction ▼ [003639] 


Exercice 3640 Polynomes trigonometriques 
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On note f„(x) = cosnx et g„(x) = sin nx (x E M, n E N). 

Soit E n l’espace engendre par la famille & n = (/o, . . . ,f n ,gi , . . . ,g„). 

1. Montrer que pour k ^ 1, ( fk,gk ) est libre. 

2. Soit (p : E„ E„,f f" . Chercher les sous-espaces propres de <p. En deduire que est libre. 

3. On note a k = ^ et (p k :E„-+R,f\-+ f{a k ). 

Montrer que (<po, • • • , (pin) est une base de E*. (On utilisera la fonction / : x H > n”_i (cosx — cos a k )) 

4. Soit N E N*. On note b k = et i p k : E n — >• M,/ i— )• f(b k ). Montrer que (t//o, . . . , Yn- i) est libre si et 
seulement si ^ 2n + 1, et engendre E* si et seulement si iV ^ 2n + 1. 

Correction ▼ [003640] 


Exercice 3641 trace sur ..// n (K) 

Soit E = .J^ n (K). Pour A E .M n {K), on note : E — > K,M i-e tr (AM). 

1. Montrer que E* = {(f>A tq A E E}. 

2. On note 5? l’ensemble des matrices symetriques et .?/ l’ensemble des matrices antisymetriques. Montrer 
que = {0a tq A E &/} et srf° = {0a tq A E y}. 

[003641] 


Exercice 3642 Suites de Fibonacci 

Soit E l’ensemble des suites u = ( u n ) a termes reels telles que pour tout n : u n+ 2 = u„ + i + u„. 

1. Montrer que E est un M-ev de dimension finie. 

2. Soient /o : E — > R, u >->■ uq et f\ : E — > M, u i->- mi . Trouver la base duale de (/o,/i ). 

Correction T [003642] 


Exercice 3643 Combinaison de formes lineaires 

Soit E un K-ev de dimension finie et /, f\ , . . . ,f p E E*. Montrer que / est combinaison lineaire de f \ , . . . ,f p si 
et seulement si Ker / D Ker/i n • • • O Ker f p . [ 003643 ] 


Exercice 3644 Combinaison de formes lineaires 

Soit E un K-ev de dimension finie et f \ , . . . ,f p E E*. On considere 1’ application : 

(P:E^ K p ,x 1 '? (fi (.?),. . . ,f p (x)j 

Montrer que est surjective si et seulement si (/i , . . . ,f p ) est libre. [003644] 


Exercice 3645 Orthogonaux d’ une somme directe 

Soit E un K-ev de dimension finie et F. G deux sev de E tels que F © G = E. 

1. Montrer que F° © G° = E*. 

2. Montrer que F° est naturellement isomorphe a G* et G° a F* . 

[003645] 


Exercice 3646 f(u ) / 0 et g(u) / 0 

Soit E un K-ev de dimension finie et f.g E E* toutes deux non nulles. Montrer qu'il existe un vecteur u E E tel 
que f(u) / 0 et g(u) / 0. [003646] 
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Exercice 3647 p formes lineaires 

Soit £ un K-cv. On suppose qu’il existe p formes lineaires f \ , . . . ,f p telles que : 


VxeE, (/i(x) = =f p (x) = 0) =>• (x = 0). 

Montrer que E est de dimension finie inferieure ou egale a p. [003647] 


Exercice 3648 dcUfi(u j)) / 0 

Soit E un K-cv de dimension finie n,u i , . . . , u„ £E et/i, G E*. 

Soit M la matrice de terme general fi{uj). Montrer que si det M / 0, alors (U \ , . . . . u n ) est une base de E et 
(/i ) est une base de E* . [003648] 


Exercice 3649 e* impose 

Soit E un K-cv de dimension finie n, & = {e\, . . . une famille libre de E et / E E* \ {0}. Montrer qu’on 

peut completer & en une base SB = (?i, . . . ,e„) telle que / = e* si et seulement si f(e i) = • • • = f(e n - 1 ) = 0. 
Y a-t-il unicite de e n ? [003649] 


Exercice 3650 Modification elementaire 

Soit E un K-cv de dimension finie n,SB = (e i , . . . , e„) une base de E, et SB' = (ei, . . . , e n r ) deduite de SB par une 
operation elementaire (echange de deux vecteurs, multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul, addition 
a un vecteur d’un multiple d’un autre). 

Etudier comment on passe de la base duale SB* a SB 1 * en fonction de 1’ operation effectuee. 

Correction ▼ [003650] 


Exercice 3651 Separation 
Soit E un K-cv de dimension finie. 

1. Soient x,y E E avec x^y. Montrer qu’il existe / EE* telle que f(x) / f(y). 

2. Soit V un sev de E* ayant la propriete : V , y G E . x =v 3 f E V tq f(x) / f(y). 

Montrer que V = E*. 

[003651] 


42 Sommes directes 

Exercice 3652 

Soit £ = E 3 [X], E = {P E £ tq E(0) = E(l) = P( 2) = 0}, G = {P E E tq P(l) = P{ 2) = P( 3) = 0}, et 
H = {P E E tq P(X) = P(-X)}. 

1. Montrer que E ©G = {£ E E tq E(l) = P( 2) = 0}. 

2. Montrer que E ®G®// = E. 


[003652] 


Exercice 3653 Caracterisation des sommes directes 

Soient F\, £ 2 , £3 trois sev de E. Montrer que F\ +E 2 +E 3 est directe si et seulement si : F\ n Fi = {0} et 
(Ei +£2) he 3 = {0}. 

Generaliser. 


[003653] 


Exercice 3654 Somme directe dans E => somme directe dans SS(E) 
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Soit E un K-ev de dimension finie n et 38 = {e\ , . . . ,e„) une base de E. 

On note F- t = {u G SS{E) tq Im u c vcct(<?/) }. 

1. Caracteriser matriciellement les elements de F/. 

2. Montrer que F\ (BFi © • • • ©F„ = St f{E). 

[003654] 


Exercice 3655 Toute somme peut etre rendue directe en reduisant les sev 

Soit E un K-ev de dimension finie, F \ , F n des sev de E tels que F\ H 1- F n = E. Montrer qu’il existe 

des sev G\ C F\, . . ., G n C F n tels que Gi © G 2 © ■ ■ ■ © G„ = E. [003655] 


Exercice 3656 Somme et intersection 

Soit E un F-ev, E\....,E n des sev tels que E\ © • • • © E„ = E, F un autre sev de E , et F, = EjHF . 

1 . Montrer que la somme G = F\-\ h F n est directe. 

2. Comparer F et G. 

[003656] 


Exercice 3657 Somme directe d’endomorphismes 

Soit E un K-ev, Ei,...,E n des sev tels que E\ © • • • ®E n = E. Soient u\ G SS{E\), . . . , u„ G SS(E n ). 

1. Montrer qu’il existe un unique endomoiphisme u G SS{E) tel que pour tout i : u\ F . = iij. 

2. Montrer que Ker(i<) = Ker(«i) © • • • ©Ker(i<„) et Iiti(m) = Im(Mi) © • • •ffilm(i<„). 

[003657] 


Exercice 3658 Somme de projecteurs 

Soit E un K-ev de dimension finie et pi,...,p n des projecteurs tels que p\-\ | -p n = id^. 

1. Montrer que tr (pi) = rg (pi). 

2. Montrer que E = Im(pi) © • • • © Im (/?„). 

[003658] 


Exercice 3659 Projecteurs 

Soit E un espace vectoriel de dimension n, et /i , . . . , f n n applications lineaires toutes non nulles. On suppose 
que : V (i.j) G [[l,n]] 2 , fiofj = Sijfi. Montrer les /,• sont toutes de rang un. 

Correction ▼ [003659] 


Cinquieme partie 

Algebre bilineaire 

43 Produit scalaire 

Exercice 3660 Produits scalaires ? 

Dire si les applications suivantes sont des produits scalaires : 

1. E =M 2 , | (v,/) = axy + bxy' + cxf y + dx'y' (etudier (1 ,t) \ (l,t), t Gl). 

2. E = W * l , (xi,...,x n ) | (yi,...,y n ) = a^xiyi + b £ xyj ( On montrera que (Lx,-) 2 

> ¥j v 
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3. E = R„[X], {P\Q) = IJL(,P(i)g(0- 


[003660] 


Correction Y 


Exercice 3661 Base de Schmidt 

Trouver une base orthonormee de S 3 X ] pour le produit scalaire : (P \ Q) = P(t)Q(t) dt. 

Correction Y [003661] 


Exercice 3662 Base de Schmidt 

Soit E = M 2 [X] muni du produit scalaire : (P \ Q) = Y^=o P(i)Q(i). Chercher une base orthonormee de E. 

Correction Y [003662] 

Exercice 3663 Inversion 

Soit E un espace vectoriel euclidien. On pose pour x ^ 0 : i{x) = pjp 

1. Montrer que i est une involution et conserve les angles de vecteurs. 

2. Verifier que : V x,y ££ \ {0}, \\i(x) - i(y)|| = 

3. Determiner l’image par / : 

(a) d’un hyperplan affine ne passant pas par 0 . 

(b) d’une sphere passant par 0 . 

(c) d’une sphere ne passant pas par 0 . 

Correction ▼ [003663] 


Exercice 3664 Inegalite de Ptolemee 
Soit E un espace euclidien. 

1. Pourf G£\{0}, on pose / (x) = pp. Montrer que : V x,y G£\{0}, \\f(x) -/(y)|| = J^jj 

2. Soient a,b,c,d E E. Montter que \\a — c || \\b — d || ^ ||a — b || ||c — d || + \\b — c || ||a — d |. 
Indication : se ramener au cas a = 0 et utiliser P application /. 


Correction ▼ 


[003664] 


Exercice 3665 Calcul de distance 

On munit E = M„[X] du produit scalaire : Pour P = et Q = (P \ Q) = Y.i a i^i- 

Soit H = {P £ E tq P(l) = 0}. 

1. Trouver une base orthonormale de H. 

2. Calculer d(X,H). 

Correction T [003665] 


Exercice 3666 Expression analytique 

Soit E un espace euclidien de dimension 4, SS = (e\, . . . ,e^) une base orthonormee de E, et F le sous-espace 
vectoriel d’equations dans SS : 

ix+y + z + t = 0 
\x + 2y + 3z + At = 0 

1. Trouver une base orthonormee de F. 

2. Donner la matrice dans 38 de la projection orthogonale sur F. 

3. Calculer d(e\,F). 
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Correction T 


[003666] 


Exercice 3667 Projection sur un hyperplan 

On munit M" du produit scalaire usuel. Soit H = {(xj , . . . ,x„) £ W tq a\X\ H t -a n x n = 0} oil a\, . . . ,a n sont 

des reels donnes non tous nuls. Chercher la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur H. 

Correction Y [003667] 


Exercice 3668 Caracterisation des projections orthogonales 

Soit E un espace vectoriel euclidien et p £ _§? (E) une projection. Montrer que : 

p est une projection orthogonale <®> V x,y £ E, (x \ piy)) = (p(x) y) 

Vx £ E, 1 1 p (x) 1 1 ^ ||x||. 

(Pour la deuxieme caracterisation. considerer x £ (Kcr/j) et faire un dessin) [003668] 


Exercice 3669 Projection sur un sous-espace vectoriel de dimension finie 

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (de dimension eventuellement infinie) et (mi, , u n ) une 
famille orthonormee de E. On note F = vect(i?i 

1. Demontrer que C ® G = E et F 1 = F (on utilisera la projection associee aux Ft,). 

2. Soit x £ E. Demontrer que £" =1 (x | /7,) 2 ® ||x || 2 . Quand a-t-on egalite ? 

3. Application : Soit / : [0, 27 z] -X M continue. On appelle coefficients de Fourier de f les reels : 

r2 7i p2k 

Ck(f) = / f(t)cos(kt)dt et s k (f)= f(t)sm(kt)dt. 

Jt=o Jt = o 

Demontrer l’inegalite de Bessel : ff* 0 f 2 {t) dt ^ C °^J +L“ = i 

[003669] 


Exercice 3670 Composition de projecteurs 

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel euclidien E tels que F 1 - _L G 2 -. On note pp et pc 
les projections orthogonales sur F et sur G. Montrer que Pf + Pg~ Pfcg = id£ et Pf ° Pg = Pg° Pf = Pfhg- 

[003670] 


Exercice 3671 Projecteurs commutant 

Soit E un espace vectoriel euclidien et p, q deux projections orthogonales. Montrer que p et cj commutent si et 
seulement si (Im p n Img)- 1 n Im p et (Im p n Im^)- 1 n Img sont orthogonaux. 

Correction T [003671] 


Exercice 3672 Caracterisation des bases orthonormales 

Soit E un espace vectoriel euclidien, et e \ , . . . , e n des vecteurs unitaires tels que : Vx £ £ , ||x|[ 2 = Yli=i (* I g) 2 - 

1. Demontrer que {e\ est une base orthonormale de E. 

2. On remplace l’hypothese : e t unitaire par : dim E = n. 

(a) Demontrer que {e\ est une base de E. 

(b) Demontrer que : V x,y £ E, (x | y)= IjLi (x | e,-)(y | ?/)■ 

(c) On note G la matrice de Gram de e\, . . . ,e n - Demontrer que G 2 = G et conclure. 

Correction T [003672] 


Exercice 3673 Matrice de Gram 

Soient xi , . . . ,x„ des vecteurs d’un espace vectoriel euclidien E, et G leur matrice de Gram. 
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1. Montrer que rg G = rg(jq , . . . ,x„). 

2. Montrer que detG est inchange si on remplace x/, : par x* — A,-x;. 

3. Soit F = vect(xi , . . . ,x n ) et x E E. On note d(x,F ) = min(||x — y ||,y E F). 

Montrer que d{x,F ) 2 = SfcSr 

[003673] 


Exercice 3674 Gram(w(e,-)) 

Soit E un espace vectoriel euclidien, u E Jz?( E ) et {e\, . . . ,e n ) une base quelconque de E. On note G le deter- 
minant de Gram. Montrer que G(u(e i), . . . ,«(<?„)) = (detu) 2 G(e\ ,...,e n ). [003674] 


Exercice 3675 Equation du second degre 

Soient E espace vectoriel euclidien, 5g£e t a,/3, y E R. Resoudre l’equation a(x | x) + j3(x | a) + 7 = 0. 

Correction Y [003675] 


Exercice 3676 Vecteur defini par ses produits scalaires 
Soient ,fn ■ [0, 1] — >• M continues. 

Existe-t-il / : [0, 1] — > M continue telle que : V i, XLo/M/KO* = 1 ? [003676] 


Exercice 3677 Decomposition QR 

1. Soit M E inversible. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale, P, et une matrice triangulaire 

superieure a coefficients diagonaux positifs, T, uniques telles que M = PT . 

2. Application : inegalite de Hadamard. Soit E un espace vectoriel euclidien, (e\,...,e n ) une base ortho- 
normee, et in , . . . , u n des vecteurs quelconques. 

Demontrer que | del, ?;) ( U j ) I ^ n J \\ U 'j\\. Etudier les cas d’egalite. 

[003677] 


Exercice 3678 Coefficients diagonaux dans la methode de Schmidt 

Soit E un espace euclidien, SB = (u\ , . . . , u n ) une base de E et SB' = (ei , . . . , e„) la base orthonormee deduite de 
SS par la methode de Schmidt. On note P la matrice de passage de f/i a S3' . 

Montrer que Pa x d(tii, vect(ni, . . . = 1. [003678] 


Exercice 3679 Coordonnees des vecteurs de Schmidt 

Soit E un espace euclidien, S3 = {u\ , . . . , u n ) une base de E et S3' = (ei , . . . , e n ) la base orthonormee deduite de 
S3 par la methode de Schmidt. 

On note G„ le determinant de Gram de U\ , . . . , u n , et A,- ,, le cofacteur de (uj \ u n ) dans G n . 

Montrer que e n = /r 1 „ £' ! . A,- „«/. 

V'~ r n-l'- r n 1 

Correction T [003679] 


Exercice 3680 det('AA) 

Soit A E Montrer que det('A4) ^ 0. [003680] 


Exercice 3681 Angles >2n/3 

Soit E un espace euclidien de dimension superieure ou egale a 3. Existe-t-il trois vecteurs ni,W 2 ,M 3 unitaires 
faisant entre eux deux a deux des angles strictement superieurs a =y ? 

Correction T [003681] 
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Exercice 3682 Polynomes orthogonaux 
SoitE = K[X]. On pose (P \ Q) = f t ] * l =0 P(t)Q(t)dt 

1. Demontrer que ( | ) est un produit scalaire sur E. 

2. Demontrer qu’il existe une unique famille {Pq,P\, . . . ,P n , . . . ) de polynomes verifrant : 

'deg Pj = i 

< le coefficient dominant de Pj est strictement positif 
la famille (P;) est orthonormee. 

[003682] 


Exercice 3683 Centrale PSI 1997 

Soit E = M„[X] et (P \ Q) = J t l 0 P(t)Q(t)dt. 

1. Montrer que £, muni de ( | ), est un espace euclidien. 

2. Soit K = [X]- 1 et P £ K\ {0}. Quel est le degre de P ? 

3. Soit <f> : xi-)- P(t)t x ell . Montrer que <f> est une fonction rationnclle. 

4. Trouver <t> a une constante multiplicative pres. 

5. En deduire les coefficients de P. 

6. En deduire une base orthogonale de E. 

Correction ▼ [003683] 


Exercice 3684 Reduction en carres d’une forme quadratique 
Soient f p p formes lineaires sur M" telles que rg (/f .... , f p ) = n. 

En considerant le produit scalaire \ (x\y) = Lf=i fi(x)fi(y)’ demontrer qu’il existe n formes lineaires gi,...,g n 
telles que : 


vx g r", im 2 = 

i= 1 i= 1 

Exemple : reduire x 2 + (x + y) 2 + (x + 2y) 2 

Correction T [003684] 


Exercice 3685 Famille de vecteurs unitaires equidistants 

Soit E un espace vectoriel euclidien, et (xi,...,x„) une famille libre. Demontrer qu’il existe une famille 
(mi,. . . ,i7„) verifrant : 


Uj est unitaire 

< \\Ui — Uj\\ = 1 

vect(ui, . . . ,Ui) = vect(xi, . . . ,x,-). 

Demontrer que toute famille verifrant les deux premieres proprietes est libre. [003685] 


Exercice 3686 Famille obtusangle 

Soit E un espace vectoriel euclidien et u\ , . . . , u n une famille de vecteurs verifiant : V i / j. (7, | uj ) < 0. 

1. On suppose (iq,. ..,u n ) libre. Soit la famille de Schmidt associee et M la matrice de passage 

de (7i , . . . , 7„) a (?i , . . . , e n ). Montrer que M est a coefficients positifs. 
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2. Dans le cas general, demontrer par recurrence sur n que rg(z/j , . . . , u n ) ^ n — 1. 

3. Si rg(t?i , . . . , u n ) — n — 1 , demontrer que toute famille de n — I vecteurs extraite de (/7| , . . . , u n ) est libre, 
et que les composantes dans cette famille du vecteur retire sont strictement negatives. 

[003686] 


Exercice 3687 F +F 1 - / E 

Soit E = ^([0, 1]) muni du produit scalaire : (/ | g) = J t l = 0 fg{t)dt, et F = {/ E E tq /( 0) = 0}. 

Montrer que F L = {0}. 

Correction T [003687] 


Exercice 3688 Forme lineaire sur les polynomes 
On munit M 2 [2d ] du produit scalaire : (P \ Q) = J f l =0 PQ(t)dt. 

1. Verifier que c’est effectivement un produit scalaire. 

2. Soit <p : M2[2f] -» M,P im P(0). Trouver le polynome A tel que : V P € M 2 [X], <p{P ) = (A | P). 

Correction T [003688] 


Exercice 3689 Norme uniforme sur les polynomes 

Soit P E M[X] de degre inferieur ou egal a 3 tel que f t L_ 1 P 2 (t) dt = 1. 

Montrer que sup{|P(x)| tq — 1 1} ^2V2. 

Indications : Pour a E R montrer qu’il existe P a E M3 [V] tel que : V P E M^V], P(a) = J l , _ _ , P(t)P a (t)dl. 
Calculer explicitement P a , et appliquer Finegalite de Cauchy-Schwarz. 

Correction T [003689] 


Exercice 3690 Centrale MP 2000 

Soit E = ^ 1 ([0,1],M) et q>(f,g) = f [0l] fg + f g >. 

1. Montrer que (p est un produit scalaire. 

2. Soit V = {/ E E | /( 0) = /(l) = 0} et W = {/ E E \ f" = /}. Montrer que V et W sont supplementaires 
orthogonaux et exprimer la projection orthogonale sur W. 

3. Soit E a p = {/ E E |/(0) = a et /( 1) = J8}. Determiner inf L n/ 2 +f 2 . 

f€ E ap 

Correction T [003690] 


Exercice 3691 Poly technique MP* 2000 

Soit H un espace euclidien, (y'j)jei une famille de vecteurs de H telle qu’il existe A et B strictement positifs 
verifiant : 

Vr E H, A||x|| 2 ^ | yj ) 2 ^ P||x|| 2 . 

fe/ 

1. Montrer que {yj)jei engendre H. 

2. On choisit H = M 2 . Montrer que yi = (j),y 2 = ( = ^ 2 conv i ennent - 

3. Si A = B = 1 et |y 7 j = 1 pour tout j, montrer que (y j) j^i est une base orthonormale. 

4. Si A = B, montrer que pour tout x E H, x = j E ?e /(x | }'/)}’]■ 

Correction ▼ [003691] 


Exercice 3692 lk(x)ll ^ ||jc 
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Soit E un espace euclidien et u E (E) tel que V x E E, ||w(;t)|| ^ ||x||. Montrer que E = Ker(« — id)©Im(n — 
id). 

Correction T [003692] 


Exercice 3693 X MP* 2000 

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Trouver toutes les fonctions / de E dans M continues telles que 
«iv^/(« + v) =f(u)+f(v). 

Correction ▼ [003693] 


44 Espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3 

Exercice 3694 Proprietes du produit vectoriel 

Soient u,v,w,7 quatre vecteurs d’un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3. Demontrer : 

(i< A v) | (vv At) = (u | w)(v | 7) — (u | T)(v | w) 

(u A v) A (w A 7) = — [u, v, w]t + [u, v,t\w 
[F, v, w\ u + [«, /,w]v+[«,v,i]w = [m, V, w]t. 


[003694] 


Exercice 3695 Division vectorielle 

Soit E un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3 eta, b deux vecteurs donnes, a ^ 0. Etudier l’equa- 
tion : a Ax = b. On cherchera une solution particuliere de la forme x = a Ay. 

Correction T [003695] 


Exercice 3696 a A b, b Ac, c Aa donnes 

Soit E un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3. 

Trouver ci, b, c connaissant u = a Ab,v = b Ac etw = c Aa (calculer u A v). 

Correction T [003696] 


Exercice 3697 /(h)Av + «A/(v) =g(uAv) 

Soit E un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3 et / E _$?(£). 

1. Prouver que : [f(u),v,w\ + [U,f(v),w] + [u,v,f(w)\ = [u,v,w]tv(f). 

2. Montrer qu’il existe g E _£?(£■) telle que : V u,v, on a f{u) A v + u A/(v) = g(u A v). 

3. Dans une bond, exprimer la matrice de g en fonction de celle de /. 

Correction T [003697] 


Exercice 3698 Applications bilineaires antisymetriques 

Soit E un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3et i):£x£->1 une application bilineaire antisy- 
metrique. 

Montrer qu’il existe / EE* unique telle que : V x,y, <j)(x,y) = f(xAy). 

[003698] 


Exercice 3699 Volume d’un parallelepipede 

Soient u,v,w trois vecteurs d’un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3. 
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[003699] 


On donne ||u|| = a, ||v|| = b, ||vv|| = c, (u,v) = a, (v,w) = j6, (w,u) = y. 
Quel est le volume du parallelepipede construit sur u, v, w ? 

Correction ▼ 


Exercice 3700 Applications conservant le produit vectoriel 

Soit E un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3. Trouver les applications / £ (E) verifiant : 

1. /(hAv) = /(«) A/(v). 

2. /(kAv) = -/(«)A/(v). 

[003700] 


Exercice 3701 Expression d’une rotation 

Soit E un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3 , u £ E unitaire, a £ M et / la rotation autour de u 
d’ angle de mesure a. 

1. Exprimer f(x) en fonction de u, x et a. 

2. On donne les coordonnees de u dans une base orthonormee : a. b.c. Calculer la matrice de / dans cette 
base. 

Correction T [003701] 


Exercice 3702 Conjuguee d’une rotation 

Soit p une rotation d’un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3, et / € G{E). Reconnaitre fop of 1 . 
Application : Determiner le centre de G + (E). [003702] 


Exercice 3703 Conjugaison dans A'(M 3 ) 

Soient f,g G A(M 3 ) ayant meme polynome caracteristique. 

Montrer qu’il existe h G ^(M 3 ) tel que / = h~ l ogoh. 

Si / et g sont positifs, a-t-on h positif ? 

Correction ▼ [003703] 


Exercice 3704 Decomposition des rotations 

Soit ( i,j,k ) une bond d’un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3 E, et / £ ff + (E). 

1. On suppose f(j) _L i. Montrer qu’il existe r, r 1 rotations autour de j et i telles que r' or = f. 

2. En deduire que tout / G f7 + (E ) se decompose de deux manieres sous la forme : / = r" o / o r oil r, r" 
sont des rotations autour de j et r' est une rotation autour de i. 

3. Decomposer ( x,y,z ) i-a (y,x,z) et (x,y,z) i-a (xcosa — ysina,xsina +ycosa,z). 

Correction ▼ [003704] 


Exercice 3705 Sous-groupes finis de G + (3) 

Determiner les sous-groupes de G + (3) de cardinal 2,3, ou 4. [003705] 


Exercice 3706 Applications antisymetriques 

Soit E un espace vectoriel euclidien et / G Sf{E) antisymetrique. 

1. Montrer que idf + / G GL(E). 

2. Montrer que g = (id — /) o (id + /) ~ 1 G G + (E ) et id + g est inversible . 

3. Reciproquement, soit li G G + (E) tq id + /? soit inversible. Montrer qu’il existe / antisymetrique tel que 
h = (id — /) o (id + /) _1 . 
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Correction Y 


[003706] 


Exercice 3707 Applications antisymetriques 

Soit E un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3, 38 une base orthonormee directe de E et / G //'{E) 

/ 0 -y /3 \ 

de matrice dans 38 : M = y 0 — a . 

\— j8 a 0 / 

1. Reconaitre /. 

2. Montrer que id e +/ est une bijection et calculer la bijection reciproque. 

3. Montrer que g = (id — /) o (id + /)~ 1 est une rotation et preciser son axe et son angle. 

Correction Y [003707] 


Exercice 3708 Exponentielle d’une application antisymetrique 

Soit E un espace vectoriel euclidien oriente de dimension 3 et a G E \ {0}. On note a = ||3||. Soit / l’endo- 
moiphisme de E defini par : f(x) = a Ax. 

1. Verifier que / 3 = —a 2 /. 

2. On pose g(x) = YX-0 Simplifier g(x) et en deduire que g est une rotation. 

Correction T [003708] 


Exercice 3709 Matrice a trou 


6 3 . N 

1. Completer la matrice A = | —2 6 . en une matrice orthogonale positive. 


2. Reconnaitre 1’ application de matrice A dans la base canonique de 

Correction Y 


[003709] 


Exercice 3710 Matrice circulante 


1 a b X 

Soit M = | c a b | . Montrer que M est une matrice de rotation si et seulement si a,b, c sont les racines d’un 
c at 


polynome de la forme P = X 3 — X 2 + A avec A G [0, 2 4 7 ] 


Correction V 


[003710] 


Exercice 3711 Expressions analytiques 

Reconnaitre les endomorphismes de M 3 definis par les expressions analytiques dans la base canonique : 


3x' = 2x + 2y + z 
1 . < 3y' = —2x+y + 2 z 
k 3 z! =x- 2 y + 2z 


2 . 


'9x' = 8x+y-4z 
< 9y' = —4x + 4y — lz 
9z! = x +%y + 4z 


3x' = — 2x + 2 y — z 


3. 


3y 

3 z! 


2x+y — 2 z 
—x — 2 y- 2z 
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4 . 


5. 


6 . 


Ax' = —2x — yyj 6 + z/6 
< 4/ =xv / 6+y + 3z 
k 4z' = - xV6 + 3y + z 

' j — _x_ i _r 

A - %/3 ^ V2 V6 


v' = — 4- ^ 
y 43 + Ve 

j — _a y 

V2 V6 

3x' = x + 2 y + 2z 
3/ = 2x+y — 2z 
_ 3z' = 2a: — 2y + z 


lx' = — 2x + 6y — 3 z 


7. 


< ly' 

J* 


6x 4- 3 y + 2z 
-3x + 2y + 6z 


8 . 


3x' = 2x — 2y 4- z 
3/ = — 2r — y + 2z 
3 z! =x + 2y + 2z 


9. 


10 . 


3x' = 2x+y + 2 z 

< 3y' = 2x — 2y — z 

k 3z' = — x - 2y 4- 2z 

4x' = — x 4- 3v — z/6 

< 4/ = 3x — y — z\J 6 
k 4z' = x/6 + yv / 6 + 2z 


15V = 5a:— IOz 
11. 15/ = -8x + 5y + 6z 

15z 7 = 6a; — lOy + 8z 

Correction T 


[003711] 


Exercice 3712 Ensi Physique 92 

Determiner la matrice de la rotation de R 3 dans une base orthonormee (i. j .k) telle que M(U) = u avec 
/=, et 4/7) = k. Donner son angle de rotation. 

Correction ▼ [003712] 


45 Formes quadratiques 

Exercice 3713 Etude de signe 

Determiner si les formes quadratiques suivantes sont positives : 

1. q(x,y) = (1 -A)x 2 + 2;ltxy+(l + A)y 2 . 

2. q(x,y,z) = x 2 +y 2 + 2z(xcosa4-ysina). 

3. q(x,y,z,t ) = x 2 + 3y 2 + Az 2 + t 2 + 2xy+xt. 

Correction ▼ [003713] 


Exercice 3714 Ensi PC 1999 
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La matrice A = 


4 1 1 
1 4 1 
1 1 4 


est-elle une matrice de produit scalaire ? 


[003714] 


Correction T 


Exercice 3715 Calcul de signature 

Soit A £ ,/// n (W) a coefficients strictement positifs. Determiner la signature de la forme quadratique sur M” 
detinie par : q(x i, . . . ,x n ) = ^ijOijfa — Xj) 2 . 

Correction ▼ [003715] 


Exercice 3716 Signature de *AA 
Soit A e 

1. Montrer que 'AA est la matrice d’une forme quadratique positive sur R p . 

2. Determiner sa signature en fonction de rgA. 

[003716] 


Exercice 3717 Decomposition en cari es 

Decomposer en carres la forme quadratique detinie sur M" par : q{x\,...,x n ) = L i </<:/<:« x i x i = i x f + 
\ (L> l ■ On posera y t = x t + [x i+ H f x n ) / (i + 1 ) . 

Correction ▼ [003717] 


Exercice 3718 Rang d'une decomposition en carres 

Soit q une forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimension finie ct f \ .... , f r> £ E*, (X \ , . . . , a p £ M 
tels que q = a\ff H h Upfp - Montrer que rg(/i , . . . ,f p ) ^ rg(^). [003718] 


Exercice 3719 Differentielle d’une forme quadratique 

Soit q une forme quadratique sur M” et / la forme bilineaire symetrique associee. 

Montrer que : V x,y £ M”, dq%(y) = 2 f(5c,y). [003719] 


Exercice 3720 q(a)q(x) — f 2 (a,x) 

Soit / une forme bilineaire symetrique sur E et q la forme quadratique associee. 

On pose pour x€ E : <p(x) = q(a)q(x) — f 2 (a,x). 

1. Montrer que (p est une forme quadratique sur E. 

2. Si E est de dimension finie comparer les rangs de <p et q. 

3. Dans le cas general, determiner le noyau de la forme polaire de <p en fonction de celui de / et de a. 

Correction T [003720] 


Exercice 3721 tr(A 2 ) 

Soit pour A £ ^„(R) : q(A) = tr(A 2 ). Montrer que q est une forme quadratique sur ./A/, n (M) et determiner 
sa signature (indication : etudier les restrictions de q aux sous-espaces vectoriels des matrices symetriques et 
antisymetriques). [003721] 


Exercice 3722 Adjoint 

Soit E un M-espace vectoriel de dimension finie et / une forme bilineaire symetrique non degeneree sur E. 
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1. Si u E «£?(E) montrer qu'il existe un unique endomorphisme v E .A?(E) tel que : 

Vx,yE E, f(u(x),y)=f(x,v(y)). 

On note v = u*. 

2. Montrer que l’application u i— u* est un anti-isomorphisme involutif de l’algebre J S?(E) (c’est-a-dire un 
isomorphisme lineaire tel que (u o v)* = v* o u* et u** = u ). 

[003722] 


Exercice 3723 Restriction d’une forme quadratique a un sous-espace vectoriel 

Soit E un M-espace vectoriel de dimension finie n ^ 1 et q une forme quadratique sur E de signature (n— 1,1). 
Soit H un sous-espace vectoriel de E de dimension d ^ 1 . 

1. On suppose qu’il existe x € H tel que q(x) < 0. Montrer que la signature de q\ H est (d — 1, 1). 

2. On suppose que q\ H est positive, quelle est sa signature ? 

Correction ▼ [003723] 


Exercice 3724 Mineurs principaux 

Soit n ^ 2 et A une matrice reelle symetrique n x n representant une forme quadratique q. On appelle mineurs 
principaux de A les determinants : 

A k(A L ) — det((a ! j) i -j^) . 

On suppose que tous les mineurs principaux de A sont non nuls, montrer que la signature de q est (r, s) ou s est 
le nombre de changements de signe dans la suite (1, Ai, . . . ,A„) et r = n — s. 

Correction T [003724] 


Exercice 3725 Diagonale dominante 

Soit A = ( ciij ) E symetrique. On dit que A est a diagonale faiblement dominante si pour tout i on a 

da R j / i ^/ / ^1 que A est a diagonale fortement dominante si pour tout i on a a ii > Ltfi \ a ij\- 
Montrer que si A est a diagonale fortement dominante alors A est definie positive et si A est a diagonale faible- 
ment dominante alors A est positive. 

Correction T [003725] 


Exercice 3726 Formes quadratiques de signature donnee 
Soit E un M-espace vectoriel de dimension n, on note : 

Quad(E) l’ensemble des formes quadratiques sur E ; 

Quad* (E ) l’ensemble des formes quadratiques sur E de rang n ; 

Quadp^E) l’ensemble des formes quadratiques sur E de signature (p.q). 

1. Montrer que Quad'fE) est dense dans Quad(E). 

2. Montrer que si p + q = n alors Quadp (E) est ouvert dans Quad(E). 

3. Montrer que Quad M (E) est connexe par arcs. 

Correction ▼ [003726] 


Exercice 3727 1 / (A,- + A j) 

1. Soit : I — y M des fonctions continues de caries integrables sur l’intervalle I. On pose a L j = 

Jjfifj ■ Montrer que la matrice (ciij) est definie positive ssi la famille ( f] . /„ ) est libre. 

2. En deduire que si Ai,. . .,A„ sont des reels strictement positifs distincts alors la matrice de terme general 
1 / (A, + A j) est definie positive. 
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[003727] 


Exercice 3728 Matrice des inverses 

Soit A = ( ciij ) <G ,// n (M) a coefficients tous non nuls. On note A' la matrice de coefficient general 1 /ay. 

1. Trouver les matrices A telles que A et A' sont symetriques definies positives (examiner les cas n = 1, 
n = 2 ,n = n). 

2. Trouver les matrices A telles que A et A' sont symetriques positives (examiner les cas n = 2,n = 3,n = n). 

Correction ▼ [003728] 


Exercice 3729 Centrale MP 2000 


Soit S une matrice carree d’ordre n, a coefficients reels, symetrique definie positive. Soit X = 


'■ | . Montrer 

\x„ 


que q :Xt-t 


0 jci 

xi 


X n 


est definie negative. 


Correction T 


[003729] 


Exercice 3730 Polytechnique MP* 2000 

On considere sur R ,! la forme quadratique : q(x) = a||x|[ 2 + /3 (x\a) 2 oli a >0. /J reel et a £ M". Discuter de la 
signature et du rang de q. 

Correction T [003730] 


Exercice 3731 Ensae MP* 2000 

Soit q une forme quadratique non nulle sur MAix 1 + lp telle que q(AB) = q{A)q{B). Determiner q. 

Correction T [003731] 


Exercice 3732 Determinant de Gram, X MP* 2005 

Soit E un espace vectoriel reel de dimension quelconque, (xi , . . . ,x n ) et (yi , . . . ,y n ) deux families de vecteurs 
de E et 0 une forme bilineaire symetrique positive. 

Montrer que (det [</>(.*;, y ; )]) 2 ^ det [0 (*/,*,•)] x det[0(y,-,y ; -)]. 

Correction ▼ [003732] 


46 Transformations orthogonales 

Exercice 3733 Isometries affines 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit / : E — » E une application non necessairement lineaire. 

1. On suppose que / conserve le produit scalaire. Demontrer que / est lineaire. 

2. On suppose que / conserve les distances, c’est a dire : V x,y S E , ||/(ic) —f(y ) || = \\x — y ||. Demontrer 
que / = /( 0) +g, avec g G G[E). 

[003733] 


Exercice 3734 Projection sur vect(n) 


Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit u un vecteur unitaire de matrice U dans une base orthonormee 

m. 
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1. Montrer que U'U est la matrice dans SS de la projection orthogonale sur vect(n). 

2. Trouver la matrice de la symetrie associee. 

[003734] 


Exercice 3735 x + A (x | v)v 

Soit veE\ {0} et A £ M. On pose pour x £ E : f(x) = x + A (x \ v)v. 

Determiner A pour que / £ 0(E). Reconnaitre alors /. 

Correction T [003735] 


Exercice 3736 Composition de symetries 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient F,G deux sous-espaces de E tels que F _L G. On note sp et 
sq les symetries orthogonales de bases F et G. Montrer que sp o sq = s G ° sp = S(raG) ■ [003736] 


Exercice 3737 Composition de symetries 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient F, G deux sous-espaces de E tels que F C G. On note sp et 
sc les symetries orthogonales de bases F et G. Montrer que sp o .sy; = sq o .sy- = s F ^ G ±. [003737] 


Exercice 3738 Condition pour que deux symetries commutent 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient H .K deux hyperplans de E, et sh, $k les symetries associees. 
Demontrer que sh et s F commutent si et seulement si H = K ou H * 1 C K. [003738] 


Exercice 3739 Similitudes 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit / £ .% J (E) et A > 0. On dit que / est une similitude de rapport 
AsiiVxeE, ||/(jc)|| = A||jc||. 

1. Montrer que / est une similitude de rapport A si et seulement si : V x,y £ E, (f(x) \ f(y)) = A 2 (x | y). 

2. Caracteriser les similtudes par leurs matrices dans une base orthonormee. 

3. Montrer que / est une similitude si et seulement si / est non nulle et conserve l’orthogonalite, c’est a 
dire : V x,y £ E, x _L y => f(x) _L f{y). 

[003739] 


Exercice 3740 Similitudes 

On definit l’application (p : A £ ^„(R) (-)• Y.i.j c E j- Trouvez les matrices P £ GL„(JBl) telles que pour tout A on 
ait ( p(P~ 1 AP ) = (p(A). 

Correction T [003740] 


Exercice 3741 Sous-espaces stables 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit u £ fj(E) et F un sous-espace vectoriel stable par u. Montrer 
que F 1 - est aussi stable par u. [003741] 


Exercice 3742 Projection sur le sous-espace invariant 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit u £ 0(E). On note v = id^ — u. 

1. Montrer que Kerv = (Im y) 1 . 

2. Soit p la projection orthogonale sur Kerv. Montrer que : V x £ E, A u k (x) — > p(x) lorsque m °o. 

[003742] 
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Exercice 3743 Endomorphismes orthogonaux diagonalisables 


Quels sont-ils ? 

[003743] 

Exercice 3744 Valeurs propres d’une isometrie 



Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit / G 0(E). 

1. On suppose n impair et / G 0 + (E). Montrer que 1 est valeur propre de /. (comparer det(/ — id) et 
deter 1 -id)) 

2. Que peut-on dire quand n est pair ? 

3. Soit n quelconque, / G 0~ (. E ). Montrer que — 1 est valeur propre de /. 

[003744] 


Exercice 3745 Caracterisation des symetries orthogonales 
Soit MG 0(n). 

1. Montrer que M est la matrice d’une symetrie orthogonale si et seulement si M est symetrique. 

2. Dans ce cas, determiner la base et la direction de cette symetrie en fonction des matrices I + M et I — M. 

[003745] 


Exercice 3746 / orthogonal antisymetrique 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit / G 0(E). Montrer que les enonces suivants sont equivalents : 

f°f= — ids <*=*- ViG£, f(x)A Lx VrjGfi, (f(x) \ y) = -(x | f(y)). 

[003746] 


Exercice 3747 Centre de O(E) 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit / G 0(E). et s une reflexion par rapport a un hyperplan H . Soit 
u G H 1 , u ^ 0. 

1 . Montrer que /ojo /' 1 est aussi une symetrie et en donner la base. 

2. En deduire que / et s commutent si et seulement si u est vecteur propre de /. 

3. Quel est le centre de 0(E) ? 

[003747] 


Exercice 3748 Nombre de reflexions necessaires pour engendrer une application donnee 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit / G 0(E). On note F = Ker(/ — id^) et p = codim(F). 

1. Montrer qu’on peut decomposer / en produit d’au plus p reflexions. 

2. Inversement, si / est un produit de k reflexions, demontrer que p ^ k. 

3. Application : trouver / G 0(E) qui se decompose en n reflexions et pas moins. 

[003748] 


Exercice 3749 Prolongement d’une transformation orthogonale 
Soit E un espace euclidien de dimension n. 

1. Soit F un sous-espace vectoriel de E et / : F E une application orthogonale. Demontrer qu’on peut 
prolonger / en une application orthogonale de E dans E. 

2. Soient u\ , . . . , u n , v\,...,v n des vecteurs de E tels que : V i, j, (Ui \ uj) = (v,- | vj). 

(a) Si = 0, demontrer que £A,v/ = 0. 
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(b) En deduire qu’il existe / G 0(E) telle que : Vi, f(ui) = vi. 


[003749] 


Exercice 3750 Action de 0(E) sur les sous-espaces vectoriels 

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient F. G deux sous-espaces vectoriels de E de meme dimension. 

1. Montrer qu’il existe u G 0(E) tel que u(F) = G. 

2. (*) Montrer qu’il existe u G 0(E) tel que u(F) = G et u(G) = F. 

Correction ▼ [003750] 


Exercice 3751 Transformations orthogonales sur . #„(M) 

E = ^/F n (M) muni du produit scalaire : (A \ B) = tr CAB). 

1. Verifier que c’est un produit scalaire. 


2. Soit P G 0(n). Montrer que les applications 

3. Reciproquement, si <j)/< ou \f/p G 

Correction T 


| 0P : A i 
[Yp-A 
est-ce que P G 


AP 

, sont orthogonales. 
P- * 1 AP 


(«)? 


[003751] 


Exercice 3752 A = com(A) 

Quelles sont les matrices A G . (M) egales a leur comatrice ? 

Correction T [003752] 


Exercice 3753 A A + A + A = 0 

1. Trouver les matrices A G ^// n (R) telles que : A A + A + A = 0. 

2. Montrer que pour une telle matrice, | detA| ^ 2". 

Correction ▼ [003753] 


Exercice 3754 Somme des coefficients d’une matrice orthogonale 

Soit P G 0(n). A l’aide de l’inegalite de Cauchy-Schwarz, demontrer que : | £, v - P tJ | ^ n. 

Quand a-t-on egalite ? [003754] 


Exercice 3755 Groupe engendre par les reflexions 

Soit E un espace vectoriel hermitien et G le sous-groupe de U(E) engendre par les reflexions. 

1. On suppose ici dim E A 2. Soient u,v G E. Montrer qu’il existe une reflexion a echangeant u et v si et 
seulement si ||u|| = ||v|| et (u | v) G M. 

2. Montrer que G = {/ G U (E) tq det(/) G {— 1, 1}}. 

Correction T [003755] 


Exercice 3756 Orthotrigonalisation 

Montrer que tout endomorphisme d’un espace vectoriel hermitien est trigonalisable en base orthonormale. 

[003756] 


Exercice 3757 Reduction des endomorphisme s orthogonaux et unitaires 

1. Soit G un sous groupe compact de GL„((x 2 + lp. Si M G G montrer que Sp(M) C U. En deduire que tout 
element de G est diagonalisable. 
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2. SoitM E U n ( (x 2 + I ) . Montrcr quc M cst diagonalisable et qu’il existe une base orthonormee de (x 2 + I ) " 
propre pour M. 

3. Soit M E O, ,(R). Montrer qu’il existe P E 0„(R) telle que P~ l MP est diagonale par blocs : 


P l MP = diag(±l, . . . , ±l,Z?i, . . . . Rj,) oil chaque P, est une matrice de la forme : R, 


( cos 6i — sin 6,- 
ysinP; cos Qj 

[003757] 


Exercice 3758 Groupes orthogonaux egaux 

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et |j ||i, || || 2 deux normes euclidiennes telles que les groupes 
orthogonaux associes sont egaux. Que peut-on dire de ces normes ? [003758] 


Exercice 3759 Calcul de norme 

Soit / : M" — » M", (jti, . . . ,x n ) (-»• (x\ — x n ,X 2 — xi, . . . , x n — x n 1 ) . Avec la structure euclidienne canonique de R", 
calculer la norme de /. 

Correction T [003759] 


Exercice 3760 Densite (Ens Ulm MP* 2003) 

G n (Q) est-il dense dans &„ (R) ? 

Correction ▼ [003760] 


Exercice 3761 Centrale MP 2003 

( a 2 ab — c 
ab + c b 2 

ac — b bc + a 

avec a,b,c E R. Determiner a.b.c de sorte que / soit une isometrie, et la preciser. 

Correction ▼ 


«C + ZA 
be — ci \ 

c 1 ) 

[003761] 


47 Endomorphismes auto-adjoints 

E designe un espace euclidien de dimension n. 

Exercice 3762 Esem 9 1 

Soit A E .-#„(R). On suppose f A = A et A 2 = 0. Montrer que A = 0. [003762] 


Exercice 3763 Comatrice d’une matrice symetrique 

Soit M E R) symetrique. Montrer que com M est aussi symetrique. La reciproque est-elle vraie ? [003763] 


Exercice 3764 Base non orthonormee 

Soit = (e i, . . . . e n ) une base non orthonormee de E, G la matrice de Gram des <?/, f E .¥(E) et M sa matrice 
dans 38. 

1. Montrer que / est auto-adjoint si et seulement si 'MG = GM. 

2. Montrer que / est orthogonal si et seulement si ' MGM = G. 

[003764] 


Exercice 3765 autoadjoint =>- lineaire 

Soit u.E^E telle que : V x.y E E , (u(x) \ y) = (x u(y)). Montrer que u est lineaire. 


[003765] 
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Exercice 3766 Diagonalisation de matrices symetriques 
Diagonaliser dans une base orthonormee : 


( 6 

-2 

2 \ 

1. A= -2 

5 

0 • 

\2 

0 

V 

/ 23 

2 

- 4 \ 

2. A = W 2 

26 

2 ■ 

\— 4 

2 

23 ) 

Correction ▼ 


[003766] 


Exercice 3767 Diagonalisation de C'C 

Soient a\,...,a n sMet M = ( cijcij ) e Montrer que M est diagonalisable et determiner ses elements 

propres. 

Correction Y [003767] 


Exercice 3768 Decomposition en projections orthogonales 


Soit (p l’endomorphisme de matrice dans la base canonique de M 4 : M = 


(2 0 0 3\ 
0 2 3 0 
0 3 2 0 
\3 0 0 2/ 


Montrer qu’il existe des projections orthogonales p, q et des reels A, /i tels que : 

( p = Xp + fXq , poq = 0, p + q = id E . 

Correction Y 


[003768] 


Exercice 3769 Ensi Physique 93 

Soit E = On pose pour P,Q E E : < P,Q > = / j * 1 , P(t)Q(t)dt et on considere 

u : E — > M[x] ,P(x) (-)• 2 xP'(x) + ( x 2 3 — 1 )P" (x). 

1. Montrer que l’on definit un produit scalaire et que u est un endonrorphisme. 

2. Montrer que u est diagonalisable et que si Pk,P( sont des vecteurs propres de valeurs propres distinctes, 
alors <Pf ( ,P(>=Q. 

3. Elements propres de u pour n = 32 

Correction T [003769] 


Exercice 3770 (X 2 - 1 )P" + (2X + IjP' 

Pour P, Q g M„[X] on pose {P\Q) = f'__ ] yJ\$P(t)Q{t) dt et <1 >(P) = (X 2 - 1 )P" + (2X + 1)P'. 

1. Verifier que (P \ Q) existe et qu’on definit ainsi un produit scalaire sur M„[X], 

2. Montrer que pour ce produit scalaire, <I> est auto-adjoint ^calculer — f) 3,/2 (l +t) l ! 2 P" (t)Q(t)dt 

par parties^ . 

3. Determiner les valeurs propres de <P et montrer qu’il existe une base propre de degres etages. 
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Correction T 


[003770] 


Exercice 377 1 Kern + Im u = E 

So it u G S£ (E) auto-adjoint. Montrer que Kern© Inn/ = E. [003771] 


Exercice 3772 uov autoadjoint ? 

Soient u, v G (£) auto-adjoints. Montrer que uov est auto-adjoint si et seulement si u o v = v o u. [003772] 


Exercice 3773 Composee de projecteurs 
Soient p,q deux projecteurs orthogonaux. 

1 . Montrer que p o q o p est auto-adjoint. 

_L 

2 . Montrer que (Im p + Kerry) © (Kerp n I in q) = E. 

3 . En deduire que p o q est diagonalisable. 

Correction ▼ [003773] 


Exercice 3774 Autoadjoint et orthogonal 

Quels sont les endomorphismes de E a la fois auto-adjoints et orthogonaux ? [003774] 


Exercice 3775 Spectre et rang d’une matrice antisymetrique 

Soit M G antisymetrique et / l’endomorphisme de M” canoniquement associe a M. 

1 . Montrer que les valeurs propres de M sont imaginaires pures. 

2 . Montrer que Ker / © Im/. En deduire que g = f\\ m f est un isomorphisme de Im/. 

3 . Montrer que g 1 est diagonalisable. En deduire que rg (M) est pair. 

[003775] 


Exercice 3776 Racine carree 

Soit A G (M) symetrique detinie positive. Montrer qu’il existe une unique matrice B G .///,, (W) symetrique 
definie positive telle que B 2 = A. 

(\ 2 \ 

Calculer B lorsque A = I ^ 1 . [003776] 


Exercice 3777 A = *BB 

Soit A G Montrer que A est symetrique detinie positive si et seulement s’il existe B G GL n (M) telle que 

A = ’BB. [003777] 


Exercice 3778 Mineurs principaux positifs 

Soit A G symetrique. Pour I / p © on note A p le determinant de la sous-matrice (aij)\<ri^p-]^j^p- 

1 . Montrer que si A est definie positive, alors tous les determinants A p sont strictement positifs. 

2 . Reciproque : on suppose Ai > 0 , . . . , A„ > 0 . Montrer qu’il existe une matrice B triangulaire superieure 
inversible telle A = 'BB. En deduire que A est definie positive. 

Correction ▼ [003778] 


Exercice 3779 q positive => q(x) = \ u (x) \ \ 2 
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Soit E un espace euclidien et q une forme quadratique positive. Montrer qu’il existe un endomorphisme u 
auto-adjoint tel que : V x G E, q(x) = ||»(jt)|| 2 . [ 003779 ] 


Exercice 3780 A symetrique et A k = I 


Soit A G ,JK n (M.) symetrique telle qu’il existe k G N* tel que A k = I. Montrer que A 2 = I. 

[003780] 


Exercice 3781 y a jj 

Soit A = ( aq ) G ./// n (W) symetrique de valeurs propres A| . . . . . A„ . Montrer que £ ( / ajj = A, 2 . [ 003781 ] 


Exercice 3782 u autoadjoint et tr(n) = 0 
Soit u G ..if ( E ) auto-adjoint tel que tr(n) = 0. 

1. Montrer qu’il existe un vecteur x non nul tel que u(x) _L x. 

2. En deduire qu’il existe une base orthonormee (?/) telle que : V i, («(?,•) | ?,■) = 0. 

Correction ▼ [003782] 


Exercice 3783 Matrices symetriques commutant 

Soit (A,-) une famille de matrices n x n reelles symetriques commutant deux a deux. 

Montrer qu’il existe une matrice symetrique A et des polynomes P, tels que : V i, A,- = Pi {A). [003783] 


Exercice 3784 Valeurs propres de AB 

Soient A,B G ,/// n (W) symetriques, B definie positive. Montrer que les valeurs propres de AB sont reelles. 

Correction T [003784] 


Exercice 3785 tr (AB) ^ tr(A)tr(B) 

Soient A, B G .Jt n (R) symetriques positives. Montrer que 0 ^ tr(AB) ^ tr(A)tr(fi). 

Correction T 

[003785] 

Exercice 3786 det(A +B) R det(A) +dct(7?) 

Soient A, B G symetriques definies positives. Montrer que det(A + B) ^ det(A) -fdet(fi). 

Correction T 

[003786] 


Exercice 3787 / quelconque, il existe une BON dont l'image est orthogonale 

Soit / G Montrer qu’il existe une base orthonormee (e\,...,e n ) dont l'image par / est une famille 

orthogonale. 

Correction T [003787] 


Exercice 3788 Quotients de Rayleigh 

Soit / G j£f (E) auto-adjoint et Ai V A 2 V • • • A„ ses valeurs propres. 

1. Montrer que : V?g£, Ai ||x|| 2 ^ (/(*) | x) ^ A„||x|| 2 . 

2. Montrer que si l’une de ces deux inegalites est une egalite pour un vecteur 1^0, alors x est vecteur 
propre de /. 

3. Soit ,e„) une base orthonormee de E telle que pour tout i : (/(<?,-) | <?,■) = A 

Montrer que : V i, fiet ) = A iSi. 
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[003788] 


Exercice 3789 Spec (A +fi) 

Soient A,B G ./f/ n (W) symetriques, A, A' leurs plus petites valeurs propres et H-H' leurs plus grandes valeurs 
propres. Montrer que toute valeur propre de A + B est comprise entre A + A' et p + [003789] 


Exercice 3790 Comparaison de valeurs propres 

Soient h G 2z? (E) autoadjoint, xo € E unitaire, p la projection orthogonale sur vcct (xq ) , et / = h + p. 

On note Ai ^ ^ A„ les valeurs propres de h et p i ^ ^ p„ celles de /. 

Montrer que Ai < Pi ^ ^ K ^ p»- 

Correction T [003790] 


Exercice 3791 Mines P’ 1996 

Soit E un espace euclidien et / e (E). 

1. Montrer : Kerf = Imf =>-/ + /* G GL(E). 

2. Montrer la reciproque lorsque l’on a f 2 = 0. 

Correction ▼ 

[003791] 

Exercice 3792 Rayon spectral 

Soit / G JSf(E). Montrer que / 2 = max{|A tq A G Sp(/* o/)}. 

[003792] 


Exercice 3793 Decomposition polaire d’un endomorphisnre 
Soit ,/c ./'(/•:}• ” 

1. En considerant l’endomorphisme /* of, montrer que si / est inversible alors / se decompose de maniere 
unique sous la forme / = u o h avec u unitaire et h hermitien positif. 

2. Si / est non inversible, montrer qu’une telle decomposition existe nrais n’est pas unique (on rappelle que 
U (E) est compact). 

3. Montrer que l’application / 1 — > ( u,h ) est continue sur GL(E). 

[003793] 


Exercice 3794 Endomorphisnres normaux 

Soit E un espace vectoriel hermitien. Un endomorphisnre u G 2z? (E) est dit normal si u et u* comnrutent. 

1. Soit u normal, montrer que si F est un sous-espace propre de u alors F est stable par u. En deduire que 
u est diagonalisable en base orthonormale. La reciproque est-elle vraie ? 

2. Soit u S .%'(E). Montrer l’equivalence entre les proprietes suivantes : 

(1) u est normal. 

(2) V x G E, ||n(x)|| = ||m*(x)||. 

(3) Tout sous-espace vectoriel stable par u est stable par u* . 

(4) Si un sous-espace vectoriel F est stable par u alors F 1 - est stable par u. 

(5) II existe P G (x 2 + lj^X] tel que u* = P(u). 

[003794] 


Exercice 3795 ||w(jc)|| = ||v(x)|| 

Soit E un espace hermitien non nul et u. v G ££ (E). Montrer l’equivalence : 

|\/ 1 G £, ||k(jc)|| = ||v(x)||'j 44 ^3 w G U(E) tq u = wovj . 
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[003795] 


Exercice 3796 (ii{x) \ x) est reel 

Soit E un espace vectoriel hermitien et u G J£(E). 

1. Montrer que u = u* si et seulement si pour tout x G E, ( u(x ) \ x) est reel. 

2. On suppose u autoadjoint positif. Montrer : Vr G E, ||u(x)|| 4 ^ (x \ u{x)) x (u(x) \ ir{x)). 

Correction T [003796] 


Exercice 3797 Serie d’autoadjoints positifs 

Soit El un espace de Hilbert et (u n ) une suite d’endomorphismes de H autoadjoints positifs continus telle que 
la suite (uq H b u n ) est bornee dans .l£ c (H). Montrer que pour tout x G H la serie Y.n -0 u n ( x ) est convergente. 

Correction ▼ [003797] 


Exercice 3798 Mines MP 2000 

Soit A G M„(M) telle que A 3 = * l AA. A est-elle diagonalisable dans M„(M), dans M n ((x 2 3 + 1)^7 

Correction ▼ [003798] 


Exercice 3799 Centrale MP 2000 (avec Maple) 

Soit E un espace euclidien, u et v deux endomorphismes auto-adjoints de E, u etant defini positif. 

1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme w tel que uow + wou = v. Que peut-on dire de w ? 

2. On suppose E de dimension 3, rapporte a une base orthonormale dans laquelle u et v ont pour matrices 


respectives A 


/ 4 

1 

1 \ i 

( o 

0 - 1 \ 

1 

4 

-1 etB = 

0 

0 1 . Determiner w. 

Vi 

-1 

4 / 

l-l 

1 3 / 


3. On revient au cas general. Si v est defini positif, que dire de w ? Si w est defini positif, que dire dev? 

Correction T [003799] 


Exercice 3800 Polytechnique MP* 2000 

Soit E un espace euclidien et s une symetrie de E. 

1 . Que dire de s* o s ? 

2. Un polynome P est dit reciproque si P(X) = X n p(^ ^ , pour P de degre n. 

Montrer que : P(X ) = det (2d id + /oj) est un polynome reciproque. 

3. Montrer que P( 1) ^ 2”. A quelle condition y a-til egalite ? Y a-t-il des conditions sur s ? 

4. Soit la matrice A = 2 ) , carrce. d’ordre n, symetrique definie positive, ou A\ et A4 sont carrees 

\A 3 A 4 ) 

d’ordres respectifs p et q. Montrer que det(A) U det(Ai) det(A 4 ). 

Correction ▼ [003800] 


Exercice 3801 Cachan MP* 2000 

On note Pl’ensemble des fonctions / polynomiales par morceaux, continues sur [0, 1] et verifiant/(0) = /(l) = 0. 
Si / et g sont des fonctions de P , on note (/ | g) = f t l =0 f'(t)g'(t) dt. 

1 . Que dire de P muni de cette application ? 

2. Montrer que si x G [0, 1], il existe g x € P telle que V / G P, (g x \ f) = f{x). 

3. On considere n reels verifiant : 0 < x\ < xi < ■ ■ ■ < x n < 1 et on donne n reels ,,]]. On pose 

<p(f ) = ||/|| 2 + YI \.= i (f( x i) ~ a if et on demande de trouver le minimum de <p sur P. 
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Correction ▼ 


[003801] 


Exercice 3802 Centrale MP 2002 

1. Que peut-on dire de 1’ adjoint d’un projecteur orthogonal d’un espace euclidien ? Reciproque ? 

2. Soit p un projecteur d’un espace euclidien tel que pop* = p* op. Montrer que p est un projecteur 
orthogonal. 

Correction ▼ [003802] 


Exercice 3803 HEMP 2004 

Soit E = ^([0, 1],M) muni du produit scalaire defini par (/ | g) = fo fg- 
Soient u,v les endomorphismes de E de finis par u(f)(x) = j ( x f et v (/)(.*) = f x f. 

1. Montrer que (u(f) \ g) = (/ | v(g)). 

2. Determiner les valeurs propres de u o v. 

Correction ▼ [003803] 


Exercice 3804 Centrale MP 2004 

Soit E un espace euclidien de dimension n et p endomorphismes autoadjoints u\,...,u p . Soit qi la forme 
quadratique associee a »,■ (qi(x) = ( m,-(x ) | x)). On suppose : 

VxG£, q\{x)A \-q p (x) = ||x|| 2 et rg(wi)4 frg (u p )=n. 

1. Montrer que u\ 4 b u p = id/;. 

2. Montrer que Im(wi) © • ■ ■ © Im(w p ) = E. 

3. Montrer que les m, sont en fait des projecteurs orthogonaux et que la somme precedente est orthogonale. 

Correction ▼ [003804] 


Exercice 3805 Mines MP 2005 

Soit A matrice reelle ; montrer que A est diagonalisable ssi il existe S symetrique reelle definie positive telle que 
*A = SAS~ l . 

Correction ▼ [003805] 


Exercice 3806 Rayon spectral, Centrale MP 2006 

Soient A, B des matrices de symetriques et / : M — > M,f i — > max(Sp(A + tB)). Montrer que / est convexe. 

Correction T [003806] 


48 Problemes matriciels 

Exercice 3807 I + a{X’Y - Y'X) inversible 

Soient X, Y e -JY n .\ (M) independantes, a E M et M la matrice n x n telle que m (/ - = x,y j — xjyi. 

A quelle condition I + aM est-elle inversible ? 

Correction T [003807] 


Exercice 3808 Matrice orthogonale pour une forme (p,q) 


Soit J = 



Correction ▼ 



et M = 


A B 
C D 


telle que r MJM 


J . Montrer que A et D sont inversibles. 


[003808] 
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Exercice 3809 Calcul d’ inverse 


Soit A = 


/ a 

—b 

— c 

-d\ 

b 

a 

d 

—c 

c 

-d 

a 

b 

\d 

c 

—b 

Cl J 


G 


, avec ct,b,c,d non tous nuls. 


Demontrer que A est inversible et calculer A 

Correction ▼ 


-1 


[003809] 


Exercice 3810 Matrices normales 

Soit A G ^ n ((x 2 + 1 )) de valeurs propres X \ , . . . , A„. Montrer que AA* = A* A tr(AA*) = |Ai | 2 H f |A„| 2 . 

Correction T [003810] 


Exercice 3811 / normal, f 2 = —id 

Soit / G j£f (E) tel que fof* = f* o f et f 2 = —id. Montrer que / est orthogonal. 

Correction T [003811] 


Exercice 3812 Chimie P 1996 

Soit S, matrice orthogonale d’ordre impair, de coefficients fonction de t derivables. Montrer que ^ n’est pas 
inversible. 

[003812] 


Exercice 3813 Chimie P 1996 


Determiner a, b, c, reels non nuls pour que la matrice M 
trie. 

Correction T 



^ soit la matrice d’une isome- 


[003813] 


Exercice 3814 Noyaux de A et 'A 

Soit A G telle que pour tout X G .// n . i (®*) on a tr (‘XAX) ^ 0. Comparer les noyaux de A et f A. 

Correction ▼ [003814] 


Exercice 3815 Matrice orthogonale ? 


1. Peut-on definir sur M 2 une structure euclidienne telle que l’endomorphisme / dont la matrice dans la base 


canonique est M = 


1 1 

-3 -2 


soit une rotation ? 


2. Generaliser a une matrice M G . -AS (M) quelconque. 

3. Generaliser a une matrice M G quelconque. 

Correction ▼ [003815] 


Exercice 3816 Valeurs propres d’une matrice complexe 

Soit M G ^ n ((x 2 + 1)1 et A G spec(M). Montrer que Re(A) est compris entre la plus grande et la plus petite 
valeur propre de \{M + M * ) . [0038 16 ] 


Exercice 3817 Centrale MP 2001 
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1. Montrer que toute matrice symetrique reelle positive a ses coefficients diagonaux positifs. Montrer que 
si l’un des coefficients diagonaux ua est nul, alors pour tout j on a m (/ - = 0. 

( A c\ 

2. U est une matrice symetrique reelle positive de la forme U=[ t ^ ) avec A ct B carrees. Montrer que 


la matrice U' = 

Correction ▼ 


A C 
0 0 


est diagonalisable. 


[003817] 


Exercice 3818 Centrale MP 2001 


1. Pour M E GL n { M) montrer l’existence de deux matrices orthogonales U ct V telles que 'U MV soit dia- 
gonal . 

2. Meme question pour M E ,jX n (R). 


3. Determiner U et V pour M = 



1 

0 

-1 



Correction ▼ 


[003818] 


Exercice 3819 X MP* 2001 

Soit A E telle que A 1 2 = —I n . 

1 . Montrer que n est pair. 

2. Montrer que A est semblable aA'= (/ 

Vn/2 

3. On suppose A E ff(n). Montrer que A est semblable a la matrice A' precedente avec une matrice de 
passage orthogonale. 

Correction T [003819] 



Exercice 3820 X MP* 2001 

Soient A et B deux matrices hermitiennes et C = A+B. On note a\ ^ ^ ^ a n les valeurs propres de la 

premiere, b\ ^ ^ ^ b n celles de la deuxieme, c\ ^ c 2 ^ ^ c n cedes de la troisieme. Montrez que pour 

tout i on a a ^ ai + b n . Indication : se ramener au cas b n = 0. 

Correction ▼ [003820] 


Exercice 3821 Centrale MP 2002 

Soient n E N*, S n (R) l’espace des matrices n x n symetriques a coefficients reels, S+(R) le sous-ensemble des 
matrices positives, S f | _+ (M) le sous-ensemble des matrices definies positives et 0 E 2z?(S„(M)). On suppose que 

0(S+ + (M))=5++(R). 

1. Montrer que : V M E S„(M), 3 A E M + tq V A > A, M + A/„ E S+ + (M). 

2. Montrer que 0 E GL(S n (R)) et que 0 (5+ (M)) = S+ (M). 

3. On suppose n = 2 et 0(/ 2 ) = h- Montrer que :VME S 2 (M), x<t>(M) = Xm ■ Montrer que det(<p(M)) = 
det(M) (i.e. 0 conserve le determinant). 

Correction T [003821] 


Exercice 3822 Mines MP 2002 
Determiner {M E tq M('MM) 2 = /„}. 

Correction ▼ [003822] 
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49 Espaces vectoriels hermitiens 


Exercice 3823 Somme directe orthogonale 

Soit E un espace prehilbertien et F\, . . . ,F n des sous-espaces vectoriels tels que pour i / j, F \ _L Fj. Montrer que 
la somme F\ -\ | -F n est directe. [003823] 


Exercice 3824 Espace £ 2 

Soit E l’ensemble des suites (u„)new a termes reels telles que la serie Y u n converge. 

Pour u,v G E , on pose : (n | v) = Y7=o M » v »- 

1. Montrer que E est un espace vectoriel sur M. 

2. Montrer que (w | v) existe. 

3. Montrer qu’on definit ainsi un produit scalaire sur E. 

4. Montrer que E , muni de la norme associee, est complet. 

[003824] 


Exercice 3825 f(x) _L x =>■ / = 0 

Soit E un espace vectoriel prehilbertien complexe et / G _£? (E) tel que pour tout vecteur x G E, on a fix) 1 x. 

1. Montrer que pour tous vecteurs 3c, y G E, on a (/(3c) | y) = 0. 

2. Montrer que / = 0. 

3. Comparer avec le cas reel. 

Correction Y [003825] 


Exercice 3826 Hanh-Banach pour une boule 

Soit E un espace prehilbertien reel et B une boule ouverte de E ne contenant pas 0. Montrer qu’il existe une 
forme lineaire /g£* telle que : V x G B, /(3c) > 0. [003826] 


Exercice 3827 Calcul de minimums 

Calculer le minimum sur R 2 de / : M 2 — > M, (a,b) i— > fJL 0 ( sinx — ax 2 — bx ) 2 dx. 

Correction ▼ [003827] 


Exercice 3828 Calcul de minimums 

1. Soit <p : M" — > M definie par (p(x\. . . . . x n ) = f t=0 (l +tx\A \-t n x n ) 2 dt. Montrer que <p admet un mini- 

mum absolu et le calculer lorsque n = 3. 

2. Meme question avec i/r(xi, . . . ,x n ) = f t= Q e ~\\ +tx\ H \-t"x n ) 2 dt. 

Correction T [003828] 


Exercice 3829 Trouvez le produit scalaire 

Soit (P n )ne N une suite de polynomes de degres etages (degP„ = n). Montrer qu’il existe un unique produit 
scalaire sur M[X] pour lequel la famille P„ est orthonormee. 

[003829] 


Exercice 3830 Decomposition de Cholesky 

Soit A G ^#„(M) symetrique definie positive. 

1. Montrer qu’il existe une matrice T triangulaire superieure telle que A = * l TT . Montrer que T est unique 

si on impose la condition : V i, Tu > 0. 
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2. Application : Montrer que detA <n;u an. 


[003830] 


Exercice 3831 Changement de base unitaire 

Soit E un espace vectoriel hermitien et 38, 38' deux bases orthonormees de E. On note P la matrice de passage 
de 38 a 38' . 

Montrer que 1 PP = I. Que peut-on dire de detP ? [003831] 


Exercice 3832 Determinant de Gram 

Soit E un espace prehilbertien et u \ , . . . , u„ £ E. On note G = (gij) £ ./// n (K) la matrice de Gram de ces vecteurs 

(gij = & | Uj)). 

1. On suppose E de dimension finie, rapporte a une base orthonormee 38 = (e \, . . . ,e p ). Exprimer G en 
fonction de M = Mat^(«i, . . . , u„). 

2. En deduire que det(G) est un reel positif ou nul, et nul si et seulement si les vecteurs iq sont lies. 

3. Montrer le meme resultat sans supposer que E est de dimension finie. 

4. Examiner le cas particulier n = 2. 

5. Application : Le tetraedre ABCD est tel que AB = AC = AD = 1 et ( AB.AC ) = f , ( AB.AD ) = j, 
(AC, AD) = |. Calculer son volume. 

Correction ▼ [003832] 


Exercice 3833 Congruence des matrices de Gram 

Soit E un espace vectoriel hermitien et 38, 38' deux bases quelconques. On note P la matrice de passage de 38 
a 38', et G, G' les matrices de Gram de 38 et 38'. Quelle relation y a-t-il entre P, G et G' ? 

[003833] 


Exercice 3834 Normes euclidiennes 

1. Montrer que les applications : 

N\ : M 2 — > M, (x,y) ^ \/ x 2 +xy +y 2 et N 2 : M 2 M, (x,y) i-)- y/ 2x 2 — xy +y 2 

sont des normes. 

2. Montrer qu’il existe a,/3 > 0 tels que : V (x,y) £ M 2 , aN 2 (x,y) ^ Ni (x,y) ^ jS N 2 (x,y). 

3. Trouver les meilleures constantes cx.fi (etudicr si /V| (x.y) 2 — XNiix.y) 1 est positive, negative). 

Correction T [003834] 


Exercice 3835 Famille duale de 1, X,X 2 , . . . 

1. Montrer qu’il existe des polynomes Pq, . . . ,P n £ M„[X] tels que : V i,j 3 n, f t to e 't'Pji 0 dt = 5,y. 

2. Montrer qu’il n’existe pas de suite de polynomes (Pq. ... ,P„,...) telle que : Vi,jen,f t ±oe- t t i Pj(t)dt = 

Sip 

Correction ▼ [003835] 


Exercice 3836 Inegalite de Cauchy-Schwarz 

Soit E 1’ ensemble des fonctions : [a,b\ -A M + * continues et <4> : E — > M.,f J% f x 1 //. 

Montrer que min <!>(/) = (b — a) 2 et chercher les fonctions realisant le minimum. 

Correction T [003836] 
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Exercice 3837 Integrate double 

Soit D le disque unite ferme de M 2 . On considere l’espace E des fonctions / : D — > M de classe ’if 1 nulles sur le 
bord, C, de D. 

Pour f,g E E, on pose {f \ g) = ff D j dxdy. Montrer que c’est un produit scalaire. 

[003837] 


Exercice 3838 Forme quadratique associee a la matrice de Gram 

Soit E un espace euclidien, (e\,...,e n ) une base de E, G sa matrice de Gram et G 1 = (n ( y). 

Montrer que : V x E E, Y,i,j a ij(ei I x)(ej \ x) = ||x || 2 . 

Correction ▼ [003838] 


Exercice 3839 Orthogonal des polynomes 

Soit E = ^ ( [0, 1 ] , K.) muni du produit scalaire usuel, F le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales et 
g la fonction exponentielle sur [0,1], 

1. Montrer que g ^ F. 

2. Montrer qu’il existe une suite (/„) de fonctions polynomiales convergeant vers g pour la norme eucli- 
dienne. 

3. En deduire que F n’a pas de supplementaire orthogonal. 

[003839] 


Exercice 3840 Orthogonal d’un hyperplan 

1 1 'l 

Soit E = ^([0, 1],M) muni du produit scalaire usuel et, pour / E E : <p(/) = f t =of{t)dt. 

1. Montrer que <p est continue. 

2. Montrer que El = Ker<p est ferme. 

3. Montrer que H L = {0}. 

Correction ▼ [003840] 


Exercice 3841 Produit scalaire 

Soit E = If ([«,£], M) et u : [ a,b \ — > M une fonction continue par morceaux. On pose pour f,g € E : (f \ g) = 

ft=a dt. 

1. A quelle condition sur u definit-on ainsi un produit scalaire ? 

2. Soient u,v deux fonctions convenables. A quelle condition les normes associees sont-elles equivalentes ? 

Correction ▼ [003841] 


Exercice 3842 Produit scalaire ? 

Soit E = ([a, b\,~R) et (a n ) une suite d’ elements de [a,b\. 

Pour f,g € E, on pose : (/ | g) = £“ =0 f< ' a " ) 2 & n) . 

1. A quelle condition sur la suite (a„) definit-on un produit scalaire ? 

2. Soient a = (a n ) et b = (b„) deux telles suites telles que les ensembles {a n ,n G N} et {b n ,n G N} sont 
distincts. Montrer que les normes correspondantes sont non equivalentes. 

3. Question ouverte : a quelle condition les normes associees a deux suites (a„) et [b n ) sont-elles equiva- 
lentes ? 

4. Montrer qu’il n’existe pas de suite (a n ) pour laquelle E soit complet. 
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Correction T 


[003842] 


Exercice 3843 Ulm MP* 2000 

V est un espace hermitien et u,v,w trois vecteurs unitaires. Montrer que : 



\J l — \(u\w)\ 2 + ^ \ — |(v | w)| 2 . 


Correction Y 


[003843] 


Exercice 3844 Ulm MP* 2000 

Soit A G ,/// n ((x 2 + I ) * 1 . Montrer qu’elle admet une decomposition A = LIT’ LJ avec U unitaire et T triangulaire 
superieure si et seulement si le spectre de AA est inclus dans M + . 

Correction Y [003844] 


Sixieme partie 

Fonctions d’une variable 

50 Fonctions continues 

Exercice 3845 Fonction periodique 

Soit / : M — > M et T > 0. On suppose que / est T -periodique cad : VjcGK, f(x + T) = f{x). 

1. Si / possede une limite en +°o, montrer que / est constante. 

2. Si / est continue non constante, montrer que / a une plus petite periode. 

3. Si / est continue, montrer que / est bomee et atteint ses bornes. 

[003845] 


Exercice 3846 Fonction ayant des limites a l’infini 

Soit / : [0, +°°[ -» M une fonction continue ayant une limite time en +°o. 

1. Montrer que / est bornee. 

2. Montrer que / admet un maximum ou un minimum absolu, mais pas necessairement les deux. 

3. Montrer que / est uniformement continue. 

[003846] 


Exercice 3847 Permutation de decimales 

Pour x G [0, 1 [, on note x = £” =1 l e developpement decimal propre de x. 

1. Soit / : [0, 1 [ [0, 1 [ definie par : f(x) = E^ =1 :! ^ f . Montrer que / est continue par morceaux. 

2. Soit g : [0, 1 [ — > [0, 1 [ definie par : g(x) = E“ =1 ( pjfcr + -^r) ■ Determiner les points ou g est continue. 

[003847] 


Exercice 3848 f(x + 1) — f(x) — > a 

Soit / : M — > M continue telle que f(x + 1) — f(x) — > a G M lorsque x -> +°o. 

1. Montrer que -X a lorsque n—x °°. 

fix) 

2. Montrer que -y 1 -x- a lorsque x — > 
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[003848] 


Exercice 3849 max(/,g) 


Soient f,g : M — > M deux fonctions continues. On pose pour rGK: h)x) 
continue. 

= max(/(x),g(x)). Montrer que h est 

[003849] 

Exercice 3850 Prolongement d’inegalites 



1. Soient f,g : M — > M continues telles que : Vx,y G Q, fix) <g(x). 

(a) Montrer que / ^ g. 

(b) Montrer qu’on n’a pas necessairement : V x,y G M, f{x) <gix). 

2. Soit / : M — > M continue dont la restriction a © est strictement croissante. Montrer que / est strictement 
croissante. 

[003850] 


Exercice 3851 Etude d’un sup 

Soit / : M — > M uniformement continue. On pose g(x) = sup(/([jc,jc+ 1])). Montrer que g est continue. 

Meme question en supposant seulement / continue. [003851] 


Exercice 3852 Weierstrass 

Soient f,g : [a,b\ — > M continues. On pose h{t) = sup{/(x) + tg(x) tq x G [a,b]}. 

Montrer que h est continue. 

[003852] 


Exercice 3853 Weierstrass 

Soit / : [a,b\ — > M continue. Montter que sup / = sup/. [003853] 

[a,b\ ]a,b[ 


Exercice 3854 Weierstrass 

Soient f,g : [ a,b \ — > M continues. On suppose que : VrG [a,b\, fix) > g(x) > 0. Montrer qu’il existe k > 1 tel 
que / > kg. 

[003854] 


Exercice 3855 TVI a l’infini 

Soit / : [0, +°°[ — > M continue ayant une limite l G Men +oo. Montrer que / prend toute valeur comprise entre 
/(0) et i {l exclu). 

[003855] 


Exercice 3856 f{x) = g(x) 

1. Soit / : [0, 1] — > [0, 1] continue. Montrer qu’il existe x G [0, 1] tel que fix) = x. 

2. Soient f,g : [0, 1] — > [0, 1] continues telles que fog = go f. Montrer qu’il existe a: G [0, 1] tel que f[x) = 
gix) (on pourra s’interesser aux points fixes de /). 

Correction T [003856] 


Exercice 3857 / continue decroissante => point fixe 

Soit / : M — > M continue decroissante. Montrer qu’il existe un unique reel x tel que fix) = x. [003857] 
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Exercice 3858 Mines MP 2002 

Soit / : M — > M continue telle qu’existe a verifiant fo f(a) = a. f a-t-elle des points fixes ? Generalises 

Correction T [003858] 


Exercice 3859 Cordes de longueur l/n 

Soit / : [0, 1] — > M continue telle que /( 0) = /( 1). 

1. Montrer qu’il existe x e [o, |] tel o ue /M = / (* + 1) • 

2. Pour n£Ff,n^2, montrer qu'il existe x E [0, 1 — tel que f(x) = f (x+ ^). 

3. Trouver une fonction / telle que : VxG [0 ,§],/(*) ^ /(*+§). 

4. Montrer qu’il existe a > 0 tel que : V ft E ]0, a] , 3 x E [0, 1 — ft] tq /(x) = /(x + ft). 

[003859] 


Exercice 3860 

Soient f,g : [a, ft] — >• M continues. On suppose que : Vx E [a, ft], 3 y E [a, ft] tq /(x) = g(y). 

Montrer qu’il existe x E [a, ft] tel que /(x) = g(x). 

[003860] 


Exercice 3861 TVI + injective => continue 

Soit / : M — y M. On dit que / verifie la propriete des valeurs intermediaires si : 

V a, ft E M avec a < ft, V y compris entre f(a ) et /(ft), 3 x E [a, ft] tq /(x) = y. 

1. Montrer que si / verifie la propriete des valeurs intermediaires et est injective, alors elle est continue. 

2. Trouver une fonction discontinue ayant la propriete des valeurs intermediaires. 

Correction T [003861] 


Exercice 3862 / uc =>• /(intervalle borne) = intervalle borne 

Soit I un intervalle borne et / : I — > M uniformement continue. Montrer que /(/) est un intervalle borne. 

[003862] 


Exercice 3863 / uc =>■ |/(x)| ^ n + ft|x| 

Soit / : M — > M uniformement continue. Montrer qu’il existe a,b E M tels que : VxEM, |/(x)| ^ a + b |x|. 
(prendre e = 1 et majorer |/(x) — /(0)|) 

[003863] 


Exercice 3864 Composition 

Soient / : D — > M uniformement continue bornee et g : M — > M continue. Montrer que go f est uniformement 
continue. [003864] 


Exercice 3865 si n (r 2 ) 

Montrer que 1 1 -)- sin(t 2 ) n’est pas uniformement continue sur M. 


[003865] 


Exercice 3866 / uc et f(n) — > +°° 

Soit / : R — > M uniformement continue telle que fin) —t +oo lorsque n — > Montrer que /(x) — > +oo lorsque 

x — > 
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[003866] 


Exercice 3867 f(x+y) = f(x) +f(y) 

Soit / : M — » M telle que : V x,y E M, f(x + y) = f(x) +f(y). On pose a = /( 1). 

1. Montrer que : Vx E Q, f{x) = ax. 

2. On suppose / continue. Montrer que : V x E M, f(x) = ax. 

3. On suppose que / est bornee au voisinage de 0. Montrer que : V x E M, f(x) = ax. 

[003867] 


Exercice 3868 /(x 2 ) = fix) 

Trouver toutes les fonctions / : [0, 1] — > M continues telles que : V x E [0, 1], f(x 2 )=f{x). 


[003868] 


Exercice 3869 f(x+y)f(x-y) = f 2 {x)f 2 (y) 

Trouver toutes les fonctions / : M — > M continues telles que : V x,y E M, f(x+y)f(x-y)=f 2 (x)f 2 (y). 

Correction T [003869] 


Exercice 3870 Poly technique MP* 2000 

Soit / continue sur [a, b\, a valeurs dans M, et 8 un reel positif. On note w(5) = sup{|/(x) — f(y)\ tq |jc — y| ^ 
5}. Montrer que (o(8) tend vers 0 quand 8 tend vers 0, puis que co est continue. 

Correction T [003870] 


Exercice 3871 Ensae MP* 2003 

Soient f,g : [0, 1] — > [0, 1] continues telles que fog = go f. Montrer qu’il existe x E [0,1] tel que f{x) =g(x). 

Correction T [003871] 


Exercice 3872 Plus grande fonction lipschitzienne minorant / (Ens Lyon MP* 2003) 

1. Existe-t-il toujours (p lipschitzienne telle que (p ^ / ou / : M' 1 — > M est une application continue donnee ? 

2. Soit k > 0. Trouver une CNS sur / pour qu’il existe <p : M" -» M ^-lipschitzienne minorant /. 

3. On suppose cette CNS verifiee pour ko > 0. Montrer que si k ^ ko alors il existe ^-lipschitzienne 
minorant / et maximale pour l’ordre usuel des fonctions. 

Correction T [003872] 


Exercice 3873 Suite ( f(nx )) ENS Cachan MP* 2004 

Soit / : M — y M une fonction uniformement continue telle que pour tout x > 0 la suite (f(nx)) nC zji est conver- 
gente. Que peut-on dire de / ? 

Correction ▼ [003873] 


51 Fonctions monotones 

Exercice 3874 / croissante et / o / = id 

Soit / : M — > M croissante telle que : VxEK, f°f(x) = x. Montrer que : VxEK, /(x) = x. [003874] 


Exercice 3875 / croissante et x i — > f(x ) /x est decroissante 
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Soit / : ]0, +°°[ — »• M croissante telle que g : ]0, +°o[ — > M,x i-g est decroissante. Montrer que / est continue. 

[003875] 


Exercice 3876 Etude de jc( 2 + sin(l/x)) 

On pose : 

f/(x) = |x| (2 + sinQ)) six/0, 

\/( 0 ) = 0 . 

Montrer que / est continue, minimale en 0, mais pour tout e > 0, /j[o,e] n’est pas monotone. [003876] 


Exercice 3877 Borne superieure de fonctions croissantes 
Soit / : M — > M une fonction bornee. 

On note S = {g : M — > M croissantes tq g ^ /}, et pour .iGt: /(x) = sup{g(x) tq g E S}. 

1. Montrer que / € S. 

2. On suppose / continue. Montrer que / est aussi continue. 

(S’il existe un point xo E M tel que liuq M f(x) < lim x _^ x +f(x), construire une fonction de S' superieure 

a/) 

[003877] 


Exercice 3878 L’ ensemble des points de discontinuite est denombrable 

Soit / : [a, b] — >■ M monotone. Pour x G \a,b[, on pose 8 (x) = |lim J ,_ wt + /Tv) — lim v ^ t f(y) | (saut de / en x). 

1. Pour n G N*, montrer que E n = {r£ ] a ,b[ tq 8 (x) > ^ } est fini. 

2. En deduire que l’ensemble des points de discontinuite de / est au plus denombrable. 

[003878] 


Exercice 3879 Fonction localement croissante 

Soit / : 1 -> I. On dit que / est localement croissante si : V x G M, 3 e > 0 tq f\] x - e ,x+e[ est croissante. 
Montrer que : (/ est localement croissante) =v- (/ est croissante). 

(Etudier E = {x ^ 0 tq /[ ( j v est croissante} et F = {x ^ 0 tq f\[ x ,o\ est croissante}) 

[003879] 


Exercice 3880 Prolongement d’une fonction uniformement continue 


Soit / : ]0, 1] — > M uniformement continue. Pour x G ]0, 1] on pose : 

1. Montrer que g et li sont monotones. 

On note £ = lim^ 0 + g( x ) et m = lim A ^ (J h(x). 

2. En utilisant la continuite uniforme de /, montrer que £ = m. 

3. En deduire que /(x) -» £, si x — > 0 + . 


g(x) = sup(/(]0,x])) 
h{x) = inf(/(]0,x])). 


[003880] 


Exercice 3881 / continue, croissante sur 0 

Soit / : M — > M continue telle que /q, est strictement croissante. Montrer que / est strictement croissante. 

[003881] 


Exercice 3882 Morphismes de M 
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Soit / : M — > M non identiquement nulle telle que 
Montrer que / est croissante, puis / = id®. 


f(x+y) 

f(*y) 


= f(x)+f(y) 
= f(x)f(y). 


[003882] 


Exercice 3883 Point fixe pour une application croissante 


Soit / : [0, 1] — y [0, 1] croissante. Montrer qu’il existe x € [0,1] tel que /(x) = x. 
(Etudier A = {r£ [0, 1] tq f(x) ^ x\) 

Correction ▼ 

[003883] 

Exercice 3884 Fonction localement monotone a droite 

Soit / : M — » M continue telle que : V r £ M, 3 5 > 0, tq V y G [x,x + 5], f(y) ^ f{x). 

. Montrer que / est 

croissante. 

Correction ▼ 

[003884] 

Exercice 3885 Fonction affine 

Soit / : M — > M verffiant : Vx,y,z 6 M, \x—y\ < \x — z\ => /(x) — f(y)\ < /(x) —f{z) |. Montrer successivement 

que / est injective, monotone, continue, et enfin affine. 

Correction ▼ 

[003885] 


52 Fonctions usuelles 

Exercice 3886 Calcul de limite 

2 

Montrer que : V x > 0, x — y < ln(l +x) < x. 

En deduire lim,,^ (l + 4j) (l + 4 ) . . . (l + ^). 

[003886] 


Exercice 3887 Derivees de exp(— \/x) 


On pose /(x) 


exp(-i) six>0 
0 si x = 0. 


1. Montrer que / est de classe c to°° sur M + *, et que /-") (x) est de la forme ^^exp (— ^) ou P n est une 
fonction polynomial de degre inferieur ou egal a n — 1 (n ^ 1). 

2. Montrer que / est de classe c £ co en 0 + . 

3. Montrer que le polynome P n possede n — I racines dans M + *. 


[003887] 


Exercice 3888 (1 + 1 /t) { 

1. Montrer que : V t > 1, (l + < e < (l + 

2. Montrer que : Vx,y > 0, (l + y) <e*<(l + ^ 

Correction ▼ [003888] 


Exercice 3889 In ( 1 + ax) / In ( 1 + bx) 

Soient 0 < a < b. Montrer que la fonction / : M + * — » M,x i->- est croissante. 

Correction T [003889] 
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Exercice 3890 Inegalite 


Soient 0 < a < b. Montrer que : V x > 0, ae bx — be ax > a — b. 

[003890] 

Exercice 3891 Formules d’ addition pour les fonctions hyperboliques 


Calculer ch (a + b), sh(a + b), th (a + b) en fonction de cha, shn, thn, ch b, sh b, th b. 

[003891] 

Exercice 3892 Simplification de a chx + b shx 



Soient a, b E M non tous deux nuls. 

1. Peut-on trouver A, <p E R tels que : Vx E R, ach(x) + Z?sh(x) = Ach(x + (p) ? 

2. Peut-on trouver A, (p E R tels que : Vr E R, nch(x) + &sh(x) = Ash(x + <p) ? 


Correction T [003892] 


Exercice 3893 Somme de ch 
Calculer Y.1-0 ch(fcc). 

Correction T [003893] 


Exercice 3894 Somme de sh 

Soit «£l. Resoudre : shn + sh(n -\-x) + sh(fl + 2x) + sh(n + 3 x) = 0. 

Correction T [003894] 


Exercice 3895 Somme de th 

Soit x E K*. Verifier que thx = 2coth lx — cothx. En deduire la convergence et la somme de la serie de terme 
general ^th(^). 

Correction T [003895] 


Exercice 3896 Somme de 1/ sh 

Soit x E M*. Verifier que ^ = cothf — cothx. En deduire la convergence et la somme de la serie de terme 
general 

Correction T [003896] 


Exercice 3897 ch(nx) et sh(/ix) 

Montrer que les fonctions : x i— > ch(nargch(x)) et x i— > (n E N) sont polynomiales. [003897] 


Exercice 3898 chx + chy = a, shx + shy = b 


Soient a,b E M. Etudier l’existence de solutions pour le systeme 

Correction ▼ 


chx + chy = a 
shx + shy = b. 


Exercice 3899 Relation entre les fonctions hyperboliques et circulaires 

Soit y E ] — f , | [. On pose x = ln^tan^ + | j 
Montrer que th | = tan thx = siny, chx = cos . 


[003898] 


[003899] 


Exercice 3900 argth((l + 3 thx) /(3 + thx)) 
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Simplifier argl^ 1 ^). 


Correction Y [003900] 


Exercice 3901 Equations diverses 


Resoudre argchx = argsh(x— |). 

Correction Y 

[003901] 

Exercice 3902 Calcul de primitives 



Determiner des primitives des fonctions suivantes : 


L W T- 
2 - /to = • 

Correction Y [003902] 


Exercice 3903 Racine d’une somrne d’exponentielles 
Soient 0 < a\ < <22 < ■ ■ • < a p des reels fixes. 

1. Montrer que pour tout reel a > a p il existe un unique reel x a > 0 solution de 1’ equation : a\ H \-a x p = a x . 

2. Pour a < b, comparer x a et x/ ; . 

3. Chercher lim„ x a puis \im a ^ +00 x a Inn 

Correction Y [003903] 


Exercice 3904 Centrale MP 2000 

Soit / : M + * -> M + * telle que : V x, y > 0, f(xf(y)) = yf(x ) et f(x) — > +°° lorsque x — > 0 + 

1 . Montrer que / est involutive. 

2. Montrer que / conserve le produit. Que peut-on dire de la monotonie de /, de sa continuity ? 

3. Trouver /. 

Correction Y [003904] 


Exercice 3905 Equations trigonometriques 
Resoudre les equations suivantes : 

1. (\/6 + y/l) cos 0 + (\/6 — Vl) sin 0 = 2. 

2. sin0 +sin20 + sin30 + sin40 = 0. 

3. cos0 + cos20 + cos 30 = 0. 

4. cos 0 — cos20 = sin30. 

5. cos0 + cos70 = cos40. 

6. cos20 + cosl20 = V3cos50. 

7. sin70 — sin0 = sin30. 

8. cos 3 0 sin30 + cos30 sin 3 0 = 

9. sin0 sin30 = sin50 sin70. 

10. 3tan0 = 2 cos 0. 

11. tan 40 = 4tan0. 

12. cotan0 — tan0 = cos0 +sin0. 

13 j tanx + tany = 1 

1 tan(x+y) =4/3. 
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Correction T 


[003905] 


Exercice 3906 Inequations 


1. Resoudre : cos 0 +cos(0 + 7 l/ 3 ) > 0. 

2. Resoudre : 2 cos 0 + sin 0 <2. 

Correction T 

[003906] 

Exercice 3907 Linearisation 



2cos 2 0 = 1 + cos20. 

2sin 2 0 = 1 — cos20. 

4cos 3 0 = 3 cos 0 + cos 30. 

4 sin 3 0 = 3sin0 — sin30. 

8cos 4 0 = 3 +4cos20 +cos40. 

8sin 4 0=3 — 4cos20 + cos40. 

32cos 6 0 = 10+ 15cos20 +6cos40 +cos60. 

32sin 6 0 = 10 — 15cos20 + 6cos40 — cos60. 

32cos 4 0 sin 2 0 = 2 + cos20 — 2cos40 — cos60. 

32sin 4 0cos 2 0 = 2 — cos2 0 — 2cos40 + cos60. 

16cos 0 sin 4 0 = cos50 — 3cos30 +2cos 0. 

16 sin 0 cos 4 0 = sin 50 + 3 sin 30 +2sin0. 

4sin0sin (| — 0) sin (f + 0) = sin30. [003907] 


Exercice 3908 a + j3 + 7 = n 

Soient a,/3, ye M tels que a + j 8 + 7 = 7T. 

1. Demontrer que : 1 — cos a + cos /3 + cos 7 = 4 sin “ cos ^ cos 

2. Simplifier tan “ tan f + tan | tan | + tan | tan “ . 

Correction ▼ [003908] 


Exercice 3909 sin 2 (0 — a), sin 2 0,sin 2 (0 + a) en progression arithmetique 

Montrer qu’il existe 0 G ]0, f [ tel que pour tout a E M, les nombres sin 2 (0 — a), sin 2 0, sin 2 (0 + a) soient en 
progression arithmetique. [ 003909 ] 


Exercice 3910 Calcul de somnre 

Calculer tan p - tan q. En deduire la valeur de S n = C os(kG)cos((k+i)e) ’ ® G 

Correction ▼ [003910] 


Exercice 3911 Calcul de somme 
Simplifier 3^ sin 3 ( 3 ^). 

Correction ▼ [003911] 


Exercice 3912 Calcul de somme 

Calculer cotanx — 2cotan2x. Simplifier E"_o ji tan 

Correction ▼ [003912] 
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Exercice 3913 Heptagone regulier 

Soit ABCDEFG un heptagone (7 cotes) plan regulier. On pose a = AB , /3 = AC, 7 = AD (distances). 

Montrer que ^ = A + 

Correction ▼ [003913] 


53 Fonctions circulaires inverses 

Exercice 3914 arcsin et arccos a partir de arctan 


Le langage “Pascal” ne dispose pas des fonctions arcsin et arccos. Definir arcsine et 
fonction arctan. 

Correction ▼ 

arccosx a l’aide de la 

[003914] 

Exercice 3915 Formules d’ addition 

Soient a, b S M. Simplifier arctann + arctanfi. 

Correction ▼ 

[003915] 

Exercice 3916 arcsine = arccos ' — arccos | 

Resoudre 1’ equation : arcsinx = arccos ^ — arccos 

Correction T 

[003916] 

Exercice 3917 arcsin 

Soit x = arcsin 1 + / 5 . Calculer cos4x et en deduire x. 

Correction T 

[003917] 

Exercice 3918 arctangentes 

1 . Simplifier arctan . 

2. Simplifier arctan \J \^ x x - 

3. Simplifier arctan ^ . 

4. Simplifier arctan v/r2 ^ 1 ~ 1 + arctan ( \/l + x 2 — x) . 

5. Simplifier arctan — arctan + arctan ^±1. 

Correction ▼ 

[003918] 

Exercice 3919 2 arcsinx + arcsin/(x) = | 

Existe-t-il une fonction / : D — » M telle que : V x £ D, 2arcsinx + arcsin/(x) = f ? 

Correction ▼ 

[003919] 

Exercice 3920 cos(3arctanx) et cos 2 (\ arctanx). 

Simplifier cos(3 arctanx) et cos 2 (^arctanx) . 

Correction ▼ 

[003920] 

Exercice 3921 arccos(cosx) — ^ arccos(cos2x) 
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[003921] 


Simplifier arccos(cos.x) — ^ arccos(cos2;c) pour x € [0,2 n\. 

Correction ▼ 


Exercice 3922 Equation 


Resoudre : 2 arccos 

Correction ▼ 



+ arcsin 



— arctan 



2 n 

3 ‘ 


[003922] 


Exercice 3923 | — arcsin 


1 +sin.v 
2 


Simplifier * — arcsin 

Correction ▼ 


1+sinx 

2 


pounc G [— 7T,7r]. 


[003923] 


Exercice 3924 cos(arctan(sin(arctan ^))) 

Simplifier cos(arctan(sin(arctan -))). 

Correction T [003924] 


Exercice 3925 Equations aux arctan 


Resoudre : 


1 . arctan 2 x + arctan 3x = | . 

2 . arctan ( ^ 5 ) + arctan (g±) = §. 

3. arctan (i) + arctan (^}) = f . 

4. arctan(x — 3) + arctan(x) + arctan(x + 3) = ^. 


Correction Y 

[003925] 

Exercice 3926 Sonimes remarquables 

1. Montrer que : 4 arctan g — arctan 2 J 9 = j- 

2. Montrer que : arcsin ^ + arcsin ^ + arcsin gf = f ■ 

[003926] 

Exercice 3927 Sonimes remarquables 

1. Montrer que : VrGK, arctanx + 2 arctan (\/l +x 2 — x) = 

2. Montrer que : Vjc G ]0, 1], 2 arctan \J + arcs in (2 a - — 1) = j. 

[003927] 

Exercice 3928 arctan ((x — sin a) / cos a) 

Sort a G [ 0, * [. On pose f(x) - arcsin ( a+1 ) et g(x) - arctan (* co s “ a ) . 

Verifier que / est bien definie, calculer sin (2 < q(.v)) et comparer f(x) et g(x). 

Correction Y 

[003928] 

Exercice 3929 Polynomes de Chebicheff 


Pour n G N, on pose f n (x) = cos(narccosx) et g n (x) = Montrer que /„ et g n sont des fonctions 

polynomiales. [ 003929 ] 
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Exercice 3930 Equivalent de arccos(l —x) 

A l’aide d’un changement de variable judicieux, trouver linq _ >() . 


arccos(l— x) 
sfx 


[003930] 


Exercice 3931 Matexo 

Montrer que : V x 6 ] — 1, 1[, | arcsin(x)| ^ rpL . [ 003931 ] 


Septieme partie 

Calcul differentiel 


54 Derivation 


Exercice 3932 Limite double 

Soit / : M — y M continue en 0. Montrer que / est derivable en 0, et /'( 0) = t si et seulement si : 


V £ > 0, 3 8 > 0 tq V h,k E ]0,5[, 


m-f(-k) 
h + k 


l 


^ £. 


[003932] 


Exercice 3933 Proprietes de parite et de periodicite 
Soit / : M — > M derivable. 

1. Que peut-on dire de f si on sait que / est paire ? impaire ? periodique ? 

2. Que peut-on dire de / si on sait que f est paire ? impaire ? periodique ? 

3. Montrer que si f est T -periodique et f(T) / /( 0), alors / n’a pas de periode (on etudiera f{nT ) pour 
n 6 N). 

[003933] 


Exercice 3934 Propriete de parite 

Soit / : M — > M de classe telle que la fonction 1 1 -)- 2 /(f) — tf'(t) est paire. / est-elle paire ? 

Correction T [003934] 


Exercice 3935 Injectivite locale 

Soit / : M — > M derivable etaEl tel que f'(a) / 0. 

1. Montrer qu’il existe un voisinage V de a tel que V x G V \ {a}, f(x) / /(a). 

2. Si f est continue au point a, montrer qu’il existe un voisinage V de a tel que f\ v soit injective. 

[003935] 


Exercice 3936 Derivabilite de \f\ 

Soit / : M — y M derivable. Montrer que \f\ admet en tout point une derivee a droite et une derivee a gauche. 

[003936] 


Exercice 3937 f'(x) — > let f est bornee 
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Soit / : M — > M derivable et bornee telle que f (x) — > l lorsque x — > +°o. Montrer que i = 0. 


[003937] 


Exercice 3938 I i m x /' (x) = \ \m aj f(x)/x 

Soit / : M — > M derivable telle que f'(x) — » i lorsque x -X +°o. Montrer que -X i lorsque x -X- +°o. 
Chercher un contrexemple pour la reciproque. 

[003938] 


Exercice 3939 Centrale MP 2006 

Soit / : M + -x M continue telle que f(x) J t x =0 f 2 (t)dt lorsque x -X +°o. Montrer qu’il existe a, (5 E R* 

tels que f(x) ~ ^ en +°o. 

Correction T [003939] 


Exercice 3940 Propriete des valeurs intermediaires pour /' 

Soit / : [a , Z?] — >• M derivable. 

1. On suppose que : Vx E [a,b\, f'(x) / 0. Montrer que /' est de signe constant. 

2. Dans le cas general, montrer que f'([a,b]) est un intervalle. 

[003940] 


Exercice 3941 Propriete des valeurs intermediaires pour /' 

Soit / : [«,&]—» R derivable. 

1. On note E = {(jt,;y) E [a,b] 2 tqx < y} et pour (x,y) E E : <p(x,y ) = Montrer que <p(E) est un 

intervalle. 

2. En deduire que /'([a, b}) est un intervalle. 

[003941] 


Exercice 3942 Regie de V Hospital 

Soient f,g : [a,b\ -X R derivables avec : V x E ]a,b[, g'{x) / 0. 

1. Montrer qu’il existe c E ]a,b\ tel que : /q-g(a) = 

(Appliquer le theoreme de Rolle a / — Xg, ou X est un reel bien choisi) 

2. En deduire que si -x t lorsque x — > a + , alors — > £ lorsque x — > a + (regie de V Hospital). 

3. Application : determiner 1 i m t _ >0 4 • 

[003942] 


Exercice 3943 Recherche de limite 


,-p ,• lnfsinx)— ln(cosx) 

Trouver hm x ^ n/4 1 sin '_ C0SA . 

Correction Y 


[003943] 


Exercice 3944 f(a ) = f(b ) = 0, f'{a)f'(b) > 0 il existe un autre zero 
Soit / : [a,b\ -X R derivable telle que f(a) = f{b) = 0, et /'(a) > 0, f(b) > 0. 

Montrer qu’il existe c E ]a,b[ tel que /(c) = 0, et /'(c) ^ 0. [ 003944 ] 


Exercice 3945 /'(a) = fib) 

Soit / : [« , Z?] — >• M derivable telle que /'(a) = f'{b). 
Montrer qu’il existe c E }a,b[ tel que /'(c) = 
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[003945] 


Exercice 3946 Tangentes passant par un point donne 

Soit / : [a,b\ — > M derivable, telle que f(a) = f[b) = 0. Montrer que pour tout d G M \ [a,b\, il existe une 
tangente a c tff passant par le point (d, 0). [ 003946 ] 


Exercice 3947 Rolle itere 
Soit / : [a,b\ — > M n fois derivable. 

1. Si / s’annule en n + 1 points distincts dans [a,b\, montrer qu’il existe c G ]a,b[ tel que f^ n \c) = 0. 

2. Si f(a) = f'(a ) = • • • = f( n ~ * l 2 \a) = f(b) = 0, montrer qu’il existe c G ]a,b[ tel que f^ n \c) = 0. 

[003947] 


Exercice 3948 Rolle a l’infini 

Soit / : [ a , +°o[ — y M derivable telle que f(x) -> f(a) lorsque x — > +°o. Montrer qu’il existe x G ]a, +°°[ tel que 
/'(,v) - 0. 

[003948] 


Exercice 3949 Formule des accroissements finis avec 0 = 1/2 

Soit / : M — > M derivable telle que : V a, b G M, f{b) — f(a) = (b — a)f . Montrer que / est polynomial 
de degre inferieur ou egal a 2. 

Correction T [003949] 


Exercice 3950 Fonction 2f“ bornee 
Soit / : M — > M de classe ^°° bornee. 

1. Montrer que si une derivee, p k \ k ^ 2, admet un nombre fini de zeros, alors les derivees precedentes, 
f( p \ 1 ^ p <k, tendent vers 0 en ±°°. 

2. En deduire que pour tout k^ 2, / ^ s’annule au moins k— 1 fois sur M. 

[003950] 


Exercice 3951 Distance a la corde 

Soit / : [a,b\ — > M de classe c € 1 . 

1. On suppose que f[a ) = f(b ) = 0. Soit c G ]a,b[. Montrer qu’il existe d G ]a,b[ tel que : 

(Considerer g(t) = f(t ) + A (t — a) (b — t) oil A est choisi de sorte que g(c) = 0) 

2. Cas general : Soit c G ]a,b[. Montrer qu’il existe d €]a,b[ tel que : 


f{c) 


b ~ c -M^m- (c - a f- c) fw. 


b — a 


b — a 


[003951] 


Exercice 3952 Ecart a un polynome interpolateur 

Soit / : M — > M de classe %' n , a\,...,a n n points distincts dans M, et P le polynome de Lagrange prenant les 
memes valeurs que / aux points a On pose Q(x) = k n?=t ( x ~ a d- 
Montrer que :VftGM, 3 cGM tq f(b ) = P(b ) + 

(considerer g(t) = f{t) — P(t ) —XQ(t) ou X est choisi de sorte que g(b) = 0). 
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[003952] 


Exercice 3953 Polynomes de Legendre 


On pose f(t) = ( t 2 — l) n . 

1. Montrer que : V k G {0, . . . ,n — 1}, f^ k \ 1) = /W(— 1) = 0. 

2. Calculer /W(l) et /W(- 1). 

3. Montrer que s’annule au moins n fois dans l’intervalle ] — 1, 1 [. 

Correction ▼ 

[003953] 


Exercice 3954 Racines de x n + ax + b 

Soit nGN, n ^ 2, et a, b G M. Montrer que P equation x n + ax + b = 0 ne peut avoir plus de deux racines reelles 
distinctes si n est pair, et plus de trois racines reelles distinctes si n est impair. 

[003954] 


Exercice 3955 Racines de P{x) — e x 

Soit P un polynome. Montrer qu’il existe au plus un nombre fini de reels x tels que P(x) = e x . 

[003955] 


Exercice 3956 Limite de \/(n + \)-\ M/2 n 

On veut calculer l = lim,,^,*, ^ H |- j n . 

1. Montrer 1’ existence de i. 

2. Soit / : [0, +°o[ — > M derivable telle que /( 0) = 0. Montrer que / (^py) H V f (/y) — > if'{ 0) lorsque 

n — > oo. 

3. On prend f(x) = ln(l+x). Determiner i. 

[003956] 


Exercice 3957 Calcul de limite 

Soit / : M — > M derivable telle que /( 0) = 0. Chercher lim„ Y%=\ f (Jr) • 

Correction T [003957] 


Exercice 3958 Somme 1 /k In k 

Pour k e N, k ^ 2, appliquer le theoreme des accroissements finis wh ln(lnx) sur \k.k + 1], En deduire que 
la serie de terme general yyyy est divergente. [003958] 


Exercice 3959 f'{x) f (f(x)) = 1 


Trouver toutes les applications / : M — > M derivables telles que 

Correction T 


VxGM, f\x)f'{f{x)) = l 
/(0)=0et/(0)>0. 


[003959] 


Exercice 3960 f of = f 

Soit / : [ 0 , 1 ] — > [ 0 , 1 ] derivable telle que f°f = f- Montrer que / est constante ou bien / = idppj. [003960] 


Exercice 3961 Derivabilite uniforme 
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Soit / : [a,b\ — > M de classe c to l . Demontrer que : 


Ve>0, 35>0tqV x,y G [a,b\, si 0 < \x 


y| < 8, alors 


/(*)-/(y) 

x-y 


f\x) 


^ e. 


[003961] 


Exercice 3962 Formes indeterminees 


Soient u,v : M — > M deux fonctions telles que 

1. Chercher lim x _. >0 

2. Chercherlim^o^rz^- 

Correction T 


Vx G M, w(x) / v(x) 
lim.v^o u{x) = lim x ^ov(x) 


a > 0. 


[003962] 


Exercice 3963 (1 +ifc)(l +k 2 ) . . . (1 + k n ) 

1 . Montrer que : Vx ^ — 1, ln(l +x) ^ x. 

2. Soit k G ] — 1, 1[. On pose u n = (1 + &)(1 + k 2 ) ... (1 + k n ). Montrer que la suite (u n ) est convergente 
(traiter separement les cas k ^ 0, k < 0). 

Correction T [003963] 


Exercice 3964 Derivee n-eme de cos 3 x 
Calculer la derivee n eme de la fonction x i— cos 3 x. 


[003964] 


Exercice 3965 Derivee n-eme de arctanx et e x 

Etablir une formule de recurrence pour les derivees successives des fonctions : 

/:xd arctanx et g : x >-)■ e x . 

Correction ▼ [003965] 


Exercice 3966 Derivee n-eme de (x 3 + 2x 2 — 5)e x 
Calculer la derivee n eme de x i — > (x 3 + 2x 2 — 5)e~ x . 

Correction T [003966] 


Exercice 3967 Ensi Chimie P 94 

Soit /(x) = e Tv/3 sinx. Calculer /W (x) pour n G N. 

Correction ▼ 

[003967] 

Exercice 3968 Derivee n-eme de x" ( 1 — x) n 

Calculer la derivee /i emc de x i — > x " ( 1 — x) n . En deduire la valeur de 0 (C^)'. 

Correction T 

[003968] 


Exercice 3969 Derivees n-emes de t" 1 In (7) et t n 1 e 1 ' l 
Calculer ^ (t n ~ l lnt), et ^ (f" _1 exp(l/f)) (essayer n = 1,2,3). 

Correction ▼ [003969] 


Exercice 3970 Derivee n-eme de /(x 2 ) 

Soit / : M — )• R une fonction de classe < io n . On pose g(x) = /(x 2 ). 
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1. Montrer qu’il existe des entiers a n y tels que : V x, g in> (x) = £*=[(„+ a n ,kf ^ (x 2 )(2x) 2k 

2. Calculer a„ t k en fonction de n et k. 

Correction ▼ [003970] 


Exercice 3971 Derivee //-erne de /( \/x) 

Soit / une fonedon n fois derivable sur un intervalle I ne contenant pas 0, et g(x) = f (j ) . 

Etablir : gW(x) = (-1 )"I^ (n-l)(n-2)^n- P ) c P f (n- P ) (I). 

[003971] 


Exercice 3972 Derivees de e l/Jr ~ 
Soit / : M — > M 



f(x) = exp (-4j) 
/( 0 )= 0 . 


Montrer que / est de classe c to°° en 0 et : V k G N, f- k> (0) = 0. 


[003972] 


Exercice 3973 ( f(2t ) — f{t))/t 

Soit / : M — ^ M continue telle que a ( S i r — >• 0. Montrer que / est derivable en 0 et /'( 0) = a. 

[003973] 


Exercice 3974 sin x — 2>x/n + 4x 3 / 

On pose f(x) = sinx — ^ Montrer que : V x ^ 0, /(x) ^ 0 (chercher le signe de /^). 

[003974] 


Exercice 3975 Courbes homothetiques 

Soit a > 0, a / 1. On note ^ la courbe d’equation : y = lnx, et c £' cede d’equation : y = nlnx. 

1. Montrer que '£ et ont une et une seule tangente commune. 

2. Montrer que '£ et c £' sont homothetiques. 

Correction T [003975] 


Exercice 3976 Matexo 

Soit / une application derivable de M dans M telle que V x G M, f(x)f'{x) ^ 0. Montrer que / -1 (M*) est un 
intervalle. 

Correction ▼ [003976] 


Exercice 3977 Mines MP 2000 

Montrer que pour tout x reel, il existe a(x) unique tel que e r dl = 1. Montrez que a est indefiniment 
derivable, et que son graphe est symetrique par rapport a la deuxieme bissectrice. 

Correction ▼ [003977] 


Exercice 3978 <p(2x) = 2(p(x) (Centrale MP 2003) 

Trouver toutes les fonctions (p : M — >• M derivables telles que V x 6 M, <p(2x) = 2 <p(x). 

Correction ▼ [003978] 


Exercice 3979 f' = f 1 (Ens Cachan MP* 2003) 


168 


On note E 1’ ensemble des fonctions / de classe r S A bijectives de ]0, +°°[ sur ]0, +°°[ telles que f'=f 1 . 

1. Trouver un element de E du type x H > cx m , oil c et m sont reels. 

2. Quelle est la limite en 0 de / ? 

3. Montrer que / est un 2?“ diffeomorphisme de ]0, +°°[ sur ]0, +oo[. 

4. Montrer que / admet un unique point fixe. 

5. Soit g un deuxieme element de E. Montrer que g admet le meme point fixe que /. 

Correction ▼ [003979] 


Exercice 3980 / 2 + (1 + f') 2 < 1, Polytechnique MP* 2006 


Soit / : M — > M derivable telle que f 2 + (1 + f) 2 ^ 1. Montrer que / est nulle. 

Correction T 

[003980] 

55 Fonctions convexes 




Exercice 3981 Determinant 




Soit / : M — > M convexe et x <y < z- Montrer que 

1 x f(x) 

1 y m 

1 2 f(z) 

>0. 

[003981] 

Exercice 3982 Somme de fractions 

Soient x\ ,X 2 , ■ ■ ■ ,x n > 0. Montrer que f - ^ H 

X2 3i3 

Correction ▼ 

f - ^ n. 

Xl ^ 


[003982] 

Exercice 3983 Monotonie 


Soit / : M — > M convexe. Montrer que l’on a : 

- soit / est croissante sur M. 

- soit / est decroissante sur M. 

- soit il existe a G R tel que / est decroissante sur ] — puis croissante sur [«,+«>[. 


[003983] 


Exercice 3984 Fonction convexe bornee 

1. Soit / : M + — y M convexe et bornee. Montrer que / est decroissante. 

2. Soit / : M — > M convexe et bornee. Montrer que / est constante. 

[003984] 

Exercice 3985 / convexe majoree par g affine 

Soit / : M + * — > M convexe et g : M + * — > M affine. On suppose : < > ’ ^ ^ si )i 

Montrer que f = g. 

[003985] 

Exercice 3986 Position par rapport a une asymptote 

Soit / : M — > M convexe telle que admet une asymptote d’equation y = mx + p cn +oo. 

Montrer que est au dessus de cette asymptote. 

[003986] 
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Exercice 3987 Fonction convexe derivable 

Soit / : M — y M convexe derivable. Montrer que f est continue. 


[003987] 


Exercice 3988 Etude a l’infini 

Soit / : M — y M deux fois derivable telle que : / ^ 0, f ^ 0, /" ^ 0. 

1. Etudier l’existence des limites (dans M) en +°o de fix), fix), 

2. Meme question pour les limites en — °o de fix), fix), et xf(x). 

Correction T [003988] 


Exercice 3989 Zero de f" 

Soit / : [0,4- °°[ — y M deux fois derivable telle que f(x) — y /( 0) lorsque x — y -|-oo. Montrer qu’il existe c G ]0, +°°[ 
tel que /"(c) = 0. 

[003989] 


Exercice 3990 fjjx+y)/ 2) / jfjx)+fjy))/2 

Soit / : [a,b\ —y M continue telle que : V x,y G [a,b\, f 
Montrer que / est convexe. 


[003990] 


Exercice 3991 Suites adjacentes 


Soit / : [a,b\ — > [ c,d\ convexe, bijective, croissante. On definit les suites (u n ) et ( v n ) par : 

. . . , Un + Vn i ( fiu n )+fiVn)\ 

a / n 0 / v 0 / b, u n+ i = — - — , v„ +) =/ I I. 

Montrer que (u n ) et (v„) convergent vers une meme limite. 

[003991] 


Exercice 3992 Polygone inscrit dans un cercle de perimetre maximum 

Soit n ^ 3 et A 1 A 2 . . . A n un polygone convexe a n cotes inscrit dans un cercle fixe. 

Montrer que le perimetre de ce polygone est maximal si et seulement si le polygone est regulier. [003992] 


Exercice 3993 Fonctions logarithmiquement convexe 

Soit / : M — y M + *. Montrer que : (In/ est convexe) (V a > 0, f a est convexe). [003993] 


Exercice 3994 Limite de fix) - xf (x) 

Soit / : M — y M convexe derivable. 

1. Montrer que p = lim^ +00 (/(x) —xf(x)) existe. 

2. On suppose p fini. En utilisant le fait que f(x) — xf (x) est bornee au voisinage de +°o, montrer que 
et fix) admettent une meme limite m finie en +°o. 

3. Montrer alors que f(x) — mx — p^0 lorsque x -X + 00 . 

Correction T [003994] 


Exercice 3995 Fonction positive concave 
Soit / : [0, +°°[ — y [0, +°°[ concave. 
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1. Montrer que la fonction x i — > est decroissante sur ]0, +°°[. 

2. Montrer que : Vx,y ^ 0, f(x+y) ^f(x)+f(y). 

Correction ▼ [003995] 


Exercice 3996 Constante d’ Euler 


Soit / : [0, +°o[ — > M concave, derivable, croissante. 

1. Montrer que : V* ^ 1, f(x+ 1) — /(*) ^ f'(x) ^ f(x) —f(x — 1). 

2 . 0np „se : (“"= / ' (1)+/ ' (2) + '" +/ ' ( ' ,) - /( ' ,) 

lv, = /'(l)+/'(2) + ...+/»-/(» + l). 

3. On prend f(x) = In*. Soit 7 = lim„^.oo u„ (constante d’Euler). Calculer 7 a 10~ 2 pres. 


Montrer que ces suites convergent. 


[003996] 


Exercice 3997 Tangentes passant par un point 

Soit / : M — > M convexe derivable, et A = (a, b) E M 2 . Etudier le nombre maximal de tangentes a 2/ passant par 
A. 

[003997] 


Exercice 3998 Caracterisation des fonctions convexes ou concaves par le TAF 

Soit / : M — > M derivable telle que : V a,b 6 M tq a < b, 3! c &]a,b[ tq f(b ) —/(a) = (b — a)f'(c). 

1. Montrer que pour tout a G M, la fonction b \ — > ^ b ^ b L^ a ' > est monotone sur ] — °°.a[ ct sur )a, +oo[. 

2. En deduire que / est strictement convexe ou strictement concave. 

[003998] 


Exercice 3999 Pseudo-derivee seconde 

Soit / : M — y M continue. On suppose que : ViGl, D 2 f(x) = lim/^o ^ x+h ' l+ ^^ h ' l ^ 2 ^ lyX ' 1 existe. 

1. Si / est de classe c € 2 , calculer D 2 f(x). 

2. Soit / quelconque et a < b < c tels que f(a) = f{b) = /(c). 

Montrer qu’il existe x €]a,c l tq D 2 f(x) / 0. 

On suppose a present que : V* e R,D 2 f(x) ^ 0. 

3. Soient a < b < c et P le polynome de degre inferieur ou egal a 2 coincidant avec / aux points a.b.c. 
Montrer que P" / 0. 

4. Calculer P" en fonction de a,b,c et f(a),f(b),f(c). En deduire que / est convexe. 

Correction ▼ [003999] 


Exercice 4000 Fonction convexe non derivable sur un sous ensemble denombrable 

Soit (a n ) une suite bornee de reels. On pose fix) = £“_ 0 3 /' . 

Montrer que / est convexe, et n’est pas derivable aux points a n . 

Correction ▼ [004000] 


Exercice 4001 Convergence simple + convexite => convergence uniforme sur un compact 

Soit (/„) une suite de fonctions convexes sur a , b] convergeant simplement vers une fonction / supposee 

continue. 

Soit £ > 0. 
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1. Montrer qu’il existe p e N* tel que : V x,y € [ a,b\ , |x — y\ ^ b p a | /(x) —f(y)\ ^ £■ 

On choisit un tel p, et on fixe une subdivision (a*) de [a,Z?] telle que a * = a + k^f-. 

2. Soit t e [0, 1]. Encadrer f n {tcik + (1 — t)a^ + i) par deux fonctions affines de t en utilisant la convexite 
de /„. 

3. Montrer que la suite (/„) converge uniformement vers /. 


[004001] 


Exercice 4002 DL d’une fonction convexe 

Soit / : M — > M convexe derivable telle que /(x) = ci + bx+^p + o x -> o(x 2 ). 

Montrer que / est deux fois derivable en 0 et /"( 0) = c 

(encadrer f'{x) par les taux d’accroissements de / entre x — £x,x et x + ex). [004002] 


Exercice 4003 DL d’une fonction convexe 

Soit / continue et croissante sur M + . On pose F(x) = / 0 ' /, et Ton suppose que F (x) = x 2 + o(x). Montrer que 
f(x) = 2 x + o(y/x). 

Correction T [004003] 


56 Formules de Taylor 


Exercice 4004 Determinant 



1 

/(«) 

f{a + h) 


Soit / : M — > M trois fois derivable en a. Etudier 1 i ni/,_,o dj 

1 

f(a + h) 

f(a + 2h) 


1 

f(a + 2h) 

f(a + 3h) 


Correction ▼ 




[004004] 

Exercice 4005 Derivees nulles en 0 


Soit / : M — > M de classe telle que : 


Vne N, f (n) { 0)=0, 

3A>0tqV«eN, sup]/'" * 1 1 ^ X n n\. 

K 


Montrer que / est nulle sur l’intervalle ] — j , j [, puis sur M. 


[004005] 


Exercice 4006 Fonctions absolument monotones 

Soit / : M — > M de classe c rf°° telle que pour tous n e N et x e M, on a /W (x) > 0. 

Montrer que pour tout entier n, — > +°° lorsque x — > +°o. 

[004006] 


Exercice 4007 Fonction a support compact 

Soit / : M + — » M de classe c €°° telle que /( 0) = 1, et : V x ^ /(x) = 0. 

1. Montrer que sup|/W| ^ 2 n n\. 

R+ 

2. Montrer que pour n ^ 1, sup|/W| > 2"n!. 

R+ 
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Correction T 


[004007] 


Exercice 4008 Formule de Simpson 

1. Soit / : M — > M de classe < ?/ 5 , impaire, telle que /'(0) = 0 et : V x G M, |/( 5 )(x)| ^ M. 

Montrer qu’il existe une constante X telle que : V.teR, \f(x)~lf(x)\^XM\x 5 \. 

2. Soit / : [«, Z?] — >- K. de classe telle que : 

/'(«) = f\b) = f \ = 0, et VxG [a,b], |/ <5) (x)| ^ M. 

Montrer que \ f(b)-f{a)\ < M ^ 88 q )5 ■ 

Correction T [004008] 


Exercice 4009 f(x) - (/(ft) - f{a))/(b - a) 


Soit / : [a, ft] — > M de classe C X? 2 . On note M = sup \f"\ et on suppose M > 0. 


1. Montrer que :VrG ]a,b[, on a f'(x) — 




2. Si 




= M- 2 ^, montrer que / est polynomial de degre inferieur ou egal a 2. 


Correction Y 


[004009] 


Exercice 4010 Matexo 

Soit / : [—a, a] — > M de classe ^ 2 . Montrer que : 

VxG [-a, a], |/'(x)| sC ^|/(o) -/(-a)| + ° + * sup|/"|. 

Application. Montrer que si 0 ^ x ^ n/2 on a sinx ^ xcosx — x 2 . 

Correction Y [004010] 


Exercice 4011 Limite de 9 

Soit / : M — > M de classe 2? n+l . Pour a fixe, on ecrit la formule de Taylor-Lagrange : 

f(a + h) = f (a) -\ 1- — - f^ n ^(a) + —f^ n \a + hQh)- 

(n — 1)1 n\ 

Montrer que si f Sn ~ l, (a) / 0, alors pour ft suffisament petit, 9 h est unique et 9/, — > n | j lorsque ft — > 0. 

Correction Y [004011] 


Exercice 4012 

Differences finies Soit / : M — > M de classe et ft > 0. On pose : 


A*/(x) 


/(x + ft/2) — /(x — ft/2) 
ft 


et A? = A/, o A/, o • • • o A/, . 

v ^ ✓ 

/? fois 


Par exemple, A ; 2 /(x) = 

1. (a) Montrer que : Vx G M, 3 0 G ] — 1, 1[ tq A /,/(x) = f (x+ ^r). 

(b) Montrer que : V x G M, 3 9' G ] — 1 , 1 [ tq A/,/(x) = /'(x) + (x + 

2. Montrer par recurrence sur p que : 

Vx G R, 3 9 p G ] -p,p[ tq A£/(x) = / (p) (x) + ^~f {p+2) ■ 


173 


[004012] 


Exercice 4013 / et f" sont bornees 

Soit / : M — > M une fonction de classe C € 1 . On suppose : V x £ M, \f{x)\ ^ a et \ f” (x)\ ^ /3. 

1. Montrer que : V h > 0, V x G M, \f'{x)\ ^ x + ^T- 

2. Pour quelle valeur de h obtient-on la meilleure inegalite ? 

Correction ▼ [004013] 


Exercice 4014 Inegalite sur f 

Soit / : M — > M + une fonction de classe c £ 1 . On suppose :V.i6R, \ f'{x) \ ^ M. 

1. Montrer que : V x,y G M, f(x) +yf'(x) + \M ^ 0. 

2. En deduke que : ViGR, | f'{x) \ ^ yj2Mf(x). 

3. On suppose que : VrGl, |/(jc)| = \]2Mf(x). Que pouvez-vous dire de / ? 

Correction T [004014] 


Exercice 4015 Majoration des derivees de / 

Soit / : M — > M une fonction de classe ( fi n telle que / et f {n] sont bornees sur M. On veut montrer que les 
derivees intermediaires sont aussi bornees sur M. 

1. Cas n = 2 : Utiliser la formule de Taylor-Lagrange a l’ordre 2. 

2. Cas general : Utiliser 1’ exercice 4012. 

[004015] 


Exercice 4016 f"(x) ^ -4 

Soit / : ]0, +°o[ — > M de classe telle que f(x) ->IgR lorsque x — > 0 + , et : M x > 0, f"(x) ^ 

Montrer que xf'(x) — > 0 lorsque x — > 0 + (ccrirc la formule de Taylor-Lagrange a Fordre 2 entre x etx + £x). 

Correction T [004016] 


Exercice 4017 Ens PC* 2001 

Soient P, Q deux polynomes a coefficients reels, non constants, de coefficients dominants positifs. 

On note xi < X 2 < ■ ■ ■ < x p les racines de P' de multiplicites mi , . . . , m p et yi <yi < ■ ■ ■ <y q cedes de Q' de 
multiplicites n\... . ,n q . Montrer qu’il existe /, 2? 1 diffeomorphisme croissant de M sur M, tel que Pof = Q si 
et seulement si : 

P = q, V i, P{x f ) = Q{yi), V i, m,- = n ; . 


Correction T 


[004017] 


57 Calculs de developpements limites 

Exercice 4018 Calculs de DL 
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Fonctions trigonometriques 


x/sinx = 1 +x 2 /6 + 7x 4 /360 + o(x 4 ) 
l/cosx = 1 +x 2 /2 + 5x 4 /24 + o(x 4 ) 
ln(sinx/x) = — x 2 /6 — x 4 / 1 80 — x 6 /2835 + o(x 6 ) 
exp(sinx/x) = e(l — x 2 /6+x 4 /45) + o(x 4 ) 

\/tanx = 1 +h + h 2 /2 + o(h 2 ),h = x — n/A 
sin(x+x 2 +x 3 — x 4 ) = x + x 2 + 5x 3 /6 — 3x 4 /2 + o(x 4 ) 
ln(xtan(l/x)) = x~ 2 /3 + 7x” 4 /90 + o(l/x 4 ) 

(1 — cosx)/(e x — l) 2 = 1/2 — x/2+x 2 /6 + o(x 2 ) 

sin((7rcosx)/2) = 1 — n 2 x 4 /32 + 7T 2 x 6 / 192 + o(x 6 ) 
cosxln(l +x) = x — x 2 /2 — x 3 / 6 + o(x 4 ) 

(sinx — 1 )/(cosjc+ 1) = — l/2+x/2 — x 2 /8 + o(x 2 ) 

ln(2cosx + tanx) = ln2 + x/2 — 5x 2 /8 + llx 3 /24 — 59x 4 /192 + o(x 4 ) 
e cosx = e{l -x 2 /2+x 4 /6) +o(x 5 ) 


Fonctions circulaires inverses 

arcsin 2 x = x 2 +x 4 /3 + 8x 6 /45 + o(x 6 ) 
l/arcsin 2 x = x“ 2 — 1/3 — x 2 /15 +o(x 2 ) 
arc tan y/ (x + l)/(x + 2) = 7 t/ 4 — x _1 /4 + 3x~ 2 /8 

arccos(sinx/x) = |x|/V3(1-x 2 /90) + o(1/x 3 ) 

1/ arctanx = x _1 +x/3 - 4x 3 /45 + 44x 5 /945 +o(x 5 ) 
arcsin y/x = 7l/6 + 1/\/3(2/i — 4/? 2 /3 + 32/j 3 /9) + o(/? 3 ),/? = x— 1/4 
arcsin(sin 2 x) =x 2 — x 4 /3 + 19x 6 /90— 107x 8 /630 + o(x 8 ) 
arctan(l +x) = 7t/4+x/2 — x 2 /4 + x 3 /12 + o(x 4 ) 
arcsinx / (x — x 2 ) = 1 + x + lx 2 /6 + o (x 2 ) 

^arcsin.v = + 2 /j/ ^3 + 2(1 + V?>)h 2 / (3 >/%)) + o(h 2 ) , h = X - 1/2 

e 1/x arctanx = | + (| - l)x _1 + (^ - l)x^ 2 + (^ - ^)x~ 3 + o(l/x 3 ) 


Exponentielle et logarithme 

x/(e x — 1) = 1 — x/2+x 2 /12 + o(x 2 ) 

lnx/ y/x = h - h 2 + 23 h 3 /24 + o ( h 3 ) , li = x - 1 
ln((2 — x)/(3 —x 2 )) = ln(2/3) — x/2 + 5x 2 /24 + o(x 2 ) 
ln(l +x)/(l — x+x 2 ) =x+x 2 /2 — x 3 /6 + o(x 3 ) 
chx/ln(l +x) = x^ 1 + l/2 + 5x/12 + o(x) 
ln(ln(l +x)/x) = — x/2 + 5x 2 /24 — x 3 /8 + o(x 3 ) 

\n(a x + b x ) = ln2+xln\/flft+x 2 ln 2 (a/ft)/8 + o(x 2 ) 
exp(l/x)/x 2 =e(l — 3h + \3h 2 /2 — 73h 3 /6) + o(h 3 ),h = x— 1 
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Fonctions hyperboliques inverses 


argth(sinx) = x+x 3 /6 + x 5 /24 + o(x 5 ) 
argsh(e A ) = ln(l + y/2) + \ / yjl(x + x 2 / A) + o(x 2 ) 


Formes exponentielles 


(1 —x + x 2 ) x l x = e *(1 +x/2 + 19x 2 /24) + o(x 2 ) 

((1 +x)/(l — x))“ = 1 + 2ax + 2a 2 x 2 + 2a(2cr + l)x 3 /3 + o(x 3 ) 
(sinx/x) 2/x2 = e- 1/3 (l -x 2 /90) + o(x 3 ) 

(sinx/x) 3/Jr = e~ 1 / 2 (l —x 2 /60— 139x 4 /151200) +o(x 4 ) 

(1 + sinx) 1 / A = e(l — x/2 + 7x 2 /24) + o(x 2 ) 

(1 + sinx + cosx) A = 1 + xln2+x 2 (ln 2 2 + l)/2 + o(x 2 ) 

(sinx) sinA = 1 - /i 2 /2 + 7/7 4 /24 + o(/i 4 ) ,h=x-i z/2 
(tanx) tan2 ' = e~ x (\ + 21r /3 + 4/? 4 /5) +o(h 4 ),h = x — 7l/4 
Developper d’abord ln((l +x)/(l — jc)) 


Radicaux 

xy/(x-\)/(x+\) = l/V3(2 + 5h/3 + h 3 /54)+o(h 3 ),h = x-2 
y/l WTx = \/2(l -x/8 - 5x 2 /128 - 2 lx 3 / 1024) + o(x 3 ) 

\J 1 - = \x\/V2{\ +x 2 /8 + 7x 4 /128) +o(x 5 ) 

e x — i/T+ 2x = x 2 — x 3 /3 + 2x 4 /3 — 13x 5 /15 + o(x 5 ) 

(^x 3 +x 2 + \/x 3 — x 2 )/x = 2 — 2x~ 2 /9 + o(l/x 3 ) 


[004018] 


Exercice 4019 EIT 1999 


Calculer le developpement limite de 1 en 0 a l'ordre 3. 

Correction ▼ 

[004019] 

58 Calculs de limites par developpements limites 

Exercice 4020 Fonctions circulaires et hyperboliques 



1 . 

2 . 


— \ A > \ lorsque x — > 0. 

cin* -v ch v ) 1 


sin.vsh.T— tan.vth.v _ > _ 1 l orsque x -> 0. 
sh th jc 1 


3. (chx)“ 


(shx) c 


— |— OO 

1 

0 


si a > 2, 

si a = 2, lorsque x — > +°° 
si a < 2. 
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4 exp(.t 2 )-ch(.v\ 2 ) J_ , n 

(chx— cos*) (ch 2.x— cos 2*) 12 t- 

5. ( 2x 2 — 3.x + 1) tan nx — > 4 lorsque x — >■ 1/2. 

6. -> - > ^ lorsque x ->• 3/2. 

7. T J f^ ->• - v/3 lorsque x ->• tt/3. 

8- ->1 ^rsque x^O. 

9. -1 lnchx — > 1 lorsque x — > +°°. 

[004020] 


Exercice 4021 Logarithme et exponentielle 


1. - In ( 4—1) -> lorsque x— >■ 0 


2 . 

3. 


±°o lorsque x — > 1. 


■r'-l 
In*— *+1 

^-a x v a ° +1 lna(l— lna) , 

iog a (x)-iog» ->• 2 loisque x ->• a. 

' a+b—c) 


4. exp ( (J± ^) lorsque x 0. 

5. — > 0 lorsque x — > 0 + . 


[004021] 


Exercice 4022 Exposants variables 

1. x arcsinx — > 1 lorsque x -> 0 + . 

0 (sinx) sm;l — 1 ,ii . n+ 

2. 2 — > 1 lorsque x — > 0 . 

3. (2 — x) tan ^ X//2 l — >• c 2 / 71 lorsque x — > 1. 

4. (2 _x) ta "(^/ 2 ) -> - > 1 lorsque x -> 2~. 

5. (sinx + cosx) 1 /* — )■ <? lorsque x — >■ 0. 

6. (cos2x — 2sinx) 1 /* -» e -2 . lorsque x — > 0 

7. (sinx) tanx — > 1. lorsque x — > 7l/2 

8. (tanx) cosx / cos2;c — »• e~ 1 ^ lorsque x — »• tt/4. 

9. (tanx) cosx / cos2;c — > 1 lorsque x — > ( n/2)~ . 

10. (sinx) 1 / 1 "' — >• e lorsque x -* 0 + . 

1 1. (lnx) x_1 — > 1 lorsque x — >• 1 + . 

12. (lnx) ln l e_jc l — >• — > 1 lorsque x — >• e~. 

[004022] 


Exercice 4023 Radio aux 


1. 

2 . 

3. 


\/-v 4~ 3 — y/3x+5 
1— tan(?rx/4) 


— > 0 lorsque x — > 1. 


sh \/x 2 +x — sh \Jx 2 — x — >• +oo lorsque x -> +°°. 
x/3x+1-v^+T ^ 1 lorsque * 0. 


[004023] 


Exercice 4024 Sommes de cotangentes 

Soient ci \ , . . . , a n e M. CNS pour que Yll= \ «rcotan(^x) ait une limite finie en 0 ? 


Ill 



Correction ▼ 


[004024] 


Exercice 4025 (± (l + *) 

On pose ii n .p = ^L£“o(l + ^ . Trouver : v p = lim n ^ooU n , p , v = lim p _ ) .o 0 Vp, w n = \\m p ^u lup et w = 

lmi,, — > co w n . 

Correction ▼ [004025] 

Exercice 4026 Ensi P 9 1 

Calculer lim„_j.co££ =1 sin ^ puis lim^ooE/Ui/^ J ou / est une fonction de classe ^ 2 sur M verifiant /( 0) = 
0. 

Correction T [004026] 


Exercice 4027 Recherche de tangentes 

Pour chacune des courbes suivantes, determiner la tangente pour x = 0 et la position de la courbe par rapport a 
cette tangente. 


2 - y = 

3. y = — -■ 

J arcsine x 

4. y = (2e x -e- x y/ x . 

5 v _ _2 I 

J -y— e 2 *-! x- 

6. y = \j 1 + x/T+x. 


Correction T [004027] 


Exercice 4028 Comparaison de fonctions 


On pose : f(x) = 1/(1 +x), g(x) = e~ x , h{x) = y/l — 2sin.r, k(x) = cos(v/2r). 
Preciser les positions relatives de +/, ^ au voisinage de 0. 

Correction ▼ 

[004028] 

Exercice 4029 Recherche d’ asymptotes 



Rechercher si les courbes suivantes admettent une asymptote en +°o et determiner la position s’il y a lieu : 


1 ■ y = y/x(x+l). 



3. y = (x 2 - 1)1 n(^). 

4. y={x+\) arctan( 1 + 2 /x) . 

5. y = jc.arctanjt.e 1 /*. 

6. y = e 2 ^ x \J 1 4~x 2 arctanx 

7. y = V.r 2 -Jcexp(^). 

Correction ▼ [004029] 
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59 Developpements limites theoriques 

Exercice 4030 DL de (ch jc) *■ 1 jx) 


1. Montrer que j In(ch.r) admet en +°° un developpement limite generalise a tout ordre. 

2. En deduire le developpement limite de (ch.r) 1 ' en +°o a un ordre n quelconque. 

Correction ▼ [004030] 


Exercice 4031 Theoreme de division 

six 7o 

Soit / : M — > M une fonction de classe c t? n . On pose g(x) = < x 

{f( 0) si* = 0. 

1. On suppose que f(x ) = o(x n ). 

(a) Demontrer que : V p ^ n, f^ p \x) = o(x n ~ p ), et :V p <n, g^ p \x) = o(x n ~ p ~ l ). 

(b) En deduire que g est de classe c € n ~ x en 0. 

2. Demontrer le meme resultat dans le cas general. 

3. Soient f,g : M — > M deux fonctions telles que /( 0) = g(0) = 0 et g'( 0) / 0. Montrer que f/g se 
prolonge en une fonction au voisinage de 0. 

[004031] 


Exercice 4032 DL de / 1 

Soit P E Mpf] de valuation 1. Demontrer que pour tout entier n E N, il existe deux polynomes Q n et R„ uniques 
tels que : 


\X — Q n oP -\-R n 
\ deg Q n ^n< \{R n ). 

Application : Soit / : M — > M bijective telle que f(x) = a\x + ci 2 X 2 H \-a n x n +o(x n ), avec ci\ / 0. Demontter 

que f 1 admet un developpement limite en 0 a l’ordre n, et donner les deux premiers termes. 

Correction ▼ [004032] 


Exercice 4033 DL de (1 — e x ) n 

Developper de deux manieres (1 — e x )" en 0 a l’ordre n + 2. 

En deduire E* =0 (— l) k C*k p pour p = 0, 1, . . . ,n + 2. 

Correction T [004033] 


Exercice 4034 Approximation de f" 

Soit / : M — >■ M deux fois derivable. Chercher lim /( A ~ / ')~ 2 /M+/( A + / d 
J h -+ o h 


[004034] 


Exercice 4035 Derivation d’un DL d’ ordre 2 

Soit / : M — y M convexe derivable telle que f(a + h) = f(a) + hf(a) + o(h 2 ). 

Demontrer que / est deux fois derivable en a et f"(a ) = 0 (comparer f{a + li) aux taux d’accroissement de / 
entre a et a + h, et entre a + h et a + 2/?). 

Etudier le cas oil f{a + h) = f(a) + hf'(a ) + +o(h 2 ). 

[004035] 


Exercice 4036 f(x+y)f(x — y)^f 2 (x) 
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Soit / : M — > M de classe ‘rf 2 telle que : V x,y E M, f (x + y)f (x — y) < / 2 (a). 
Montrer que : V t E R, f(t)f"(t) ^ f' 2 {t). 


[004036] 


60 Developpements limites implicites 

Exercice 4037 tan (a) =x 

§,n7T+ § [ (n E N). 

[004037] 


1. Montrer que l’equation tan.x = x possede une unique solution x n dans ] nn — 

2. Quelle relation lie x n et arc tan (a,,) ? 

3. Donner un DL de x n en fonction de n a l’ordre 0 pour n -X °o. 

4. En reportant dans la relation trouvee en 2, obtenir un DL de x n a l’ordre 2. 

Correction ▼ Video ■ 


Exercice 4038 maximum de a cos" a 

On note /„( a) = acos"a. Soit x n E [0, |] tel que /„( x„) soit maximal. 

1. Existence et unicite de x„ ? 

2. Chercher lim„^ocA„. 

3. Montrer que x 2 ~ ^ {n — > °o). 

4. Trouver un equivalent de /„( x n ). 

Correction T [004038] 


Exercice 4039 Developpement asymptotique 
Soit / : a i — y ^e x . 

1. Tracer la courbe %' representative de /. 

2. Soit A E M + . Si A est assez grand, la droite d’equation y = A coupe en deux points d’abscisses a < b. 

(a) Montrer que a ~ j, et e b ~ A pour A — y 4 -°°- 

(b) Chercher la limite de b“ quand A tend vers +°o. 

Correction ▼ [004039] 


Exercice 4040 Polytechnique MP' 2000 

Soit /(a) = MlzA Montrer que pour tout n E N*, il existe un unique x n verifiant f(x n ) = 1 — Trouver la 

In \x\ " 

limite et un equivalent de la suite (x„) en +°o. 

Correction T [004040] 


Exercice 4041 

Soit u n une suite reelle telle que pour tout n on ait + nu„ — 1=0. Trouver un developpement asymptotique a 
deux termes de u n . 

Correction ▼ [004041] 


Exercice 4042 Mines MP 2001 

Montrez que pour n entier ( n > 0) Tequation e x = n — x admet une unique solution positive x n . Determiner les 
trois premiers termes du developpement asymptotique de x n en fonction de n. 

Correction ▼ [004042] 


Exercice 4043 Centrale MP 200 1 

Pour tout n entier naturel non nul, on donne /„( a) = nx H+1 — (n + 1)a" — \ . 
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1. Montrer que /„ admet une unique racine positive notee x n . 

2. Montrer que la suite ( x n ) converge vers une limite t et trouver un equivalent de x n — l. 

Correction T [004043] 


S 

61 Equivalents 

Exercice 4044 Recherche d’ equivalents 

Donner des equivalents simples pour les fonctions suivantes : 

1 . 2e x — y/l+4x — V 1 + 6x 2 , en 0 

2. (cosx) smx — (cosx) tanx , en 0 

3. arctanx + arctan | en \/3 

4. y/x 2 + 1 — 2y/x 3 +x + v^.x 4 + x 2 , en +°° 

5 ■ ai 'g ch (Eiib )> en0 

Correction ▼ Video ■ [004044] 


Exercice 4045 Approximation de cos 
Trouver a,b € M tels que 


soit un o(x n ) en 0 avec n maximal. 
Indication ▼ Correction T Video ■ 


cosx — 


1 +ax 2 
1 +bx 2 


[004045] 


Exercice 4046 Approximation de sin 

Trouver tels que sinx— soit infiniment petit d’ordre maximal. 

Correction T [004046] 


Exercice 4047 Equivalent de arccosx en 1 

Simplifier arccos(l — 2x 2 ), en trouver un equivalent pour x — »• 0, puis donner un equivalent de arccos(n) 
pour u — > 1 _ . 

[004047] 


Exercice 4048 arcsin o arctan — arctan o arcsin 

1. Soient P(X) = X + aX 3 + bX 5 + cX * 1 et Q(X) = X + aX 3 + fiX 3 + yX 1 . Chercher la partie de degre 
inferieur ou egale hi dePoQ—QoP. 

2. Application : Donner le DL a l’ordre 7 en 0 de arcsin(arctanx) — arctan(arcsinx). 

Correction ▼ [004048] 


Exercice 4049 ( u v — v u ) /{u — v) 

Soient u,v deux fonctions positives, u ~ v, u — > 0. Montrer que “' ~ x " ~ — ln(v). 

(Ecrire u = v + w avec w/v — > 0) 

[004049] 


Exercice 4050 Developpement asymptotique d’une reciproque 

Soit / : [— l,+oo[ — y [— e~ l ,+°°[,x i-)> xe x . Montrer que / est bijective et / -1 (x) ~ ln(x). 
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[004050] 


X 

Exercice 4051 Equivalent de x x 


X 

Chercher un equivalent simple en 0 + de fk(x) = x r (k fois x). 

Correction T 

Exercice 4052 Yll-\ 

[004051] 

Soit a € ]0,1[. 

1. Montrer que : Vn G N*, (n+ “ 1 _ a ^ (n + 1)“ n a ^ . 

2. En deduire que Yli-\ ~ ^ P our °°- 

[004052] 

Exercice 4053 ( 1 + a n /n) n 

1. Soit /(x) = ln(l +x) — x. 

(a) Etudier/. 

(b) Chercher un equivalent simple de / en 0. 



(c) Soit (x„) une suite de reels telle que f{x n ) = o( 1 /n). Montrer que nx 2 — ^ 0 lorsque n — > °o. 

2. Application : Soit ( a n ) une suite de reels. Montrer que les deux proprietes suivantes sont equivalentes : 

(a) a n = o(y/n). 

(b) (1 + 

[004053] 


62 Equations differentielles lineaires (I) 

Exercice 4054 Equations lineaires d’ordre 1 


Integrer les equations suivantes : 

1. (2 + x)y' = 2 — y. 

2. xy+j = cosx. 

3. (1 +x)y' +y = (1 +x)sinx. 

4. x 3 y' — x 2 y = 1 . 

5. 3xy' — 4v = x. 

6. y + y = sinx + 3sin2x. 

7. 2x(l — x)y' + (1 — 2x)y = 1. 

8. x(x + l)y + y = arctanx. 

9. x(x 2 — l)y + 2y = xlnx— x 2 . 

pour 8 : Etudier les problemes de raccordement. 

Correction ▼ 

[004054] 

Exercice 4055 Equations d’ordre 2 a coefficients constants 
Integrer : 
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1. y" - 2/ + 2y = xe\ 

2. y” -Ay' + Ay = 2{x-2)e x . 

3. y" — Ay' + 13y = 10 cos 2* + 25 sin 2*. 

A. y" + y = cotanx. 

5. y" + 3y' + 2y=^e"*. 

6. y" + y = P(x) ou P est un polynome. 

7. y ' 2 + y 2 = 1 (deriver). 

Correction Y [004055] 


Exercice 4056 Equations d’ordre 2 a coefficients non constants 
Integrer les equations suivantes : 

1. y" —y' — e 2x y = e 3x (poser u = e x ). 

2. y" — (6x + y' + 8x 2 y = x 4 (poser u = x 2 ). 

3. x(l — 21nx)y" + (1 + 2Inx)/ — 4 y = 0 (chercher une solution de la forme y = x“). 

4. x 2 y" — 2 xy' + 2y = 2 + 2x 3 sinx (poser u = lnx). 

5. x(x + 1 )y" —y' — 2 y = 3x 2 (chercher une solution de l’equation homogene de la forme y = x“). 

6. x 2 y" + 4xV + (2 - x 2 )y = 1 (poser y = ^ . 

7. (x 2 + 3 )y" +xy' — y = 1 (chercher les solutions polynomiales). 

8. xy” — 2y'—xy = 0 (deriver deux fois). 

Correction ▼ [004056] 


Exercice 4057 Resolution par DSE 

Chercher les solutions developpables en serie entiere des equations suivantes et resoudre completement ces 
equations. 

1. Axy”-2y' + 9x 2 y = 0. 

2. xy” + 2 y' — xy = 0. 

3. Axy” + 2y' — y = 0. 

A. y" + xy' + 3y = 0. 

5. x 2 y" + 6xy' + (6 - x 2 )y = - 1 . 

6. x(x — 1 )y” + 3xy' + y = 0. 

Correction T [004057] 


Exercice 4058 y( 4 ) + y” + y = sinx| 

Montrer que l’equation : y^ 4 ^ +y" + y = | sinx| admet une et une seule solution 7T-periodique. 

Correction ▼ [004058] 


Exercice 4059 y” + k 2 v = , cos “ 


Soit keR. Resoudre y" + k 2 y = , cos ” x . 

Correction T 

[004059] 

Exercice 4060 y' = x — y| 



Resoudre l’equation : y' = |x — y|. Etudier les problemes de raccordement. 

Correction T [004060] 
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Exercice 4061 y" + |y| = 1 

Resoudre P equation y" + |y| = 1, avec y{ 0) = 0, y' (0) = 1. 

Correction ▼ [004061] 


Exercice 4062 Mines MP 2000 

Resoudre ( E ) : 4 xy" + 2y' + y = 0 sachant que [E ) admet deux solutions y ct z telles que yz = 1 . Comment 
resoudre cette equation sans l’indication ? 

Correction T [004062] 


Exercice 4063 Mines MP 2000 
Soit E = ^(M + ,M), b G M et a > 0. 

{ g ' -j- dp — 

g( 0)=b. 

2. Montrer que si / est integrable sur M + , g l’est egalement. Relation cntic f t Z^f(t) dt et J,^g(t) dt. 

Correction T [004063] 


Exercice 4064 Systemes differentiels a coefficients constants 
x,y,z sont des fonctions de t. Resoudre les systemes : 


x 1 = 2 y + 2 z 
1 - < / = — x + 2y + 2z 
y = -x + y + 3z- 

2 iy+y=z 

\ z' + 2z = y - 1 . 


3. 


y' = y + z + sint 
z! = — y + 3z. 


4. 


x+y — z 
Zx + y — 2z 
-2x + 2 y + z- 


5. 


x? = 2 x + y + z 
< y = x — y — z 
= —x + 2y + 2 z. 


y = 2x + z + shf 


6 . 


< V = x — y — z + chf 
y = -r + 2y + 2z - ch t. 


Correction T [004064] 


Exercice 4065 Systeme differentiel a coefficients non constants 


f ( t 2 + lW = tx + y + 2t 2 — 1 
Resoudre le systeme differentiel suivant : < , 

\(t 2 + \)y' = x-ty + 3t. 

Correction T 

[004065] 

Exercice 4066 Lenime des noyaux, Matexo 
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Soit (p,q) E M 2 et (E) l’equation : y" + py' + qy = 0. On note S l’ensemble des solutions de (E) et D 1’ applica- 
tion de S dans S definie par D{f) = f . 

1. D peut elle etre une homothetie ? 

2. Determiner les valeurs de p et q pour lequelles D n’est pas un isomorphisme de S. 

3. Verifiez que DoD + pD + qids = 0 et montrer qu’il existe des nombres complexes r\ et r 2 tels que : 
(D — riidj) o (D — md^) = 0. 

4. Les applications D — r\ i d.v , D — /"2 id<, peuvent-elles etre inversibles ? 

[004066] 


Exercice 4067 y" + x y' + y = 0, Matexo 

On designe par y la solution de T equation differentielle y" +x y' + y = 0, avec les conditions de Cauchy y(0) = 
0,y'(0) - l. 

1. Montrer que les derivees de y verifient yM +x y^ -1 ) + (n — 1) = 0, Mn ^ 2. 

2. Calculer par recuiTence les derivees successives de y en zero. 

3. Montrer que y admet le developpement limite a l’origine (x — > 0) : 


y{*) 


2x 3 Sx 5 

- x ~^ + i^ + '" + 


(-2 ) k k\x 2k+l 
(2k + 1)! 


+ o(x 2k+2 ). 


[004067] 


Exercice 4068 f"(x) +/(— x) = xcosx 

Trouver les fonctions / : M — > M de classe c & 2 telles que : Vx E R, f" (x) +/(— jc) = xcosx. 

Correction ▼ [004068] 


Exercice 4069 y" + ^ + >’ = 0 

On considere l’equation differentielle : (*) y" + ^ +y = 0. 

1. On pose z(x) = y'(x) + Ecrire l’equation differentielle (d’ordre 1) sur z deduite de (*). 

2. Resoudre sur ] — oo,0[ et ]0,+°o[ l’equation en z, puis (*). 

3. Parmi les solutions trouvees, quelles sont celles prolongeables en 0 ? 

On note yo l a solution de (*) telle que yo(x) — > 1 lorsque x — > 0. 

4. Demontrer que vo est de classe < ?f * 1 et que admet une limite finie en 0. 

En deduire que yo est de classe sur M. 

5. Est-ce que l’aire comprise entre la courbe de yo et l’axe des abscisses est finie ? 

Correction ▼ [004069] 


Exercice 4070 y" + 2xy' + (x 2 — I )y = 0 

Soit E = ^“(M, (x 2 + 1)^ et d> : E — > E, definie par 4>(/) = g oil g est l’application g :t !->■ f'(t) + tf(t). 

1. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de 4>. 

2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de <E> 2 . 

3. Resoudre T equation : y" + 2 xy' + (x 2 — l)y = 0. 

Correction T [004070] 


Exercice 4071 x 2 f"(x) +xf'(x) = A/(x) 

Determiner les elements propres des endomorphismes suivants : 
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1. E = R[A] <£(P)(A) = A 2 P"(A)+AP'(A). 

2. E = +oo[) <P(f)(x) = x 2 f"(x) +xf(x). 

3. E = <^(]0,l[)&(f)(x) = J±*f(x). 


Correction ▼ 


[004071] 


Exercice 4072 AP' — nA'P = XP 

Soit A un polynome a coefficients reels de degre 2 donne. Au polynome P de degre inferieur ou egal a 2 n on 
fait correspondre le polynome Q = AP' — nA'P. 

1. Montrer qu’on definit ainsi un endomorphisme <E de M 2 ,, [A], 

2. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de 4> dans les cas particuliers : 

(a) A = A 2 -1, 

(b) A = A 2 , 

(c) A = A 2 + 1 . 

Correction ▼ [004072] 


Exercice 4073 Equation integrate 

Trouver les applications g : M + — > M + continues verifiant pour tout x > 0 : 

\f X g 2 (t)dt = -(f g(t)dt\. 

2 Jt = o x \Jt = o J 

Correction ▼ [004073] 


Exercice 4074 Inequations differentielles 


Soient a, b : M — > M continues, et y.z 


solutions de < 


y(0) =z(0) 
y = a(t)y + b{t) 
z' ^ a(t)z + b(t). 


Demontrer que : V t ^ 0, on a y(t) ^ z{t). 

Correction T 


[004074] 


Exercice 4075 Tangentes paralleles ou concourantes 

Soit l’equation (*) <77- y' = a(x)y + b(x) et xq un reel fixe. Montrer que les tangentes aux courbes integrales au 
point d’abscisse xo sont paralleles ou concourantes. 

Correction ▼ [004075] 


Exercice 4076 y' + ay = fct periodique 

Soit X E (x 2 + 1) et (p : M — > (x 2 + 1) T -periodique. On considere l’equation : (*) y' + Xy = <p(x). 

1 . Montrer que si y est solution de ( * ) , alors y(x + T) est aussi solution. 

2. En deduire que y, solution de (*), est T -periodique si et seulement si y(0) = y(T). 

3. Montrer que, sauf pour des valeurs exceptionnelles de A, l’equation (*) admet une et une seule solution 
T -periodique. 

[004076] 


Exercice 4077 Coefficients periodiques 

Soit l’equation (*) y' + a(x)y = b(x) oil a,b sont des fonctions continues, T -periodiques. 
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1. Montrer que si y est solution de (*), alors la fonction definie par z(x) = y(x + T) est aussi solution. 

2. En deduire que si \J_ () a{t)dt / 0, alors (*) admet une unique solution r-periodique. 

Correction ▼ [004077] 


Exercice 4078 Equation integrate 

Soit E = {fcts : [0, 1] — > M continues } et <£ : E — > E,f g avec g(x) = / f = 0 inf (t,x)f(t)dt. 

Chercher les valeurs propres et les fonctions propres de <P. 

Correction T [004078] 


Exercice 4079 Matexo 

Soit k E M* fixe. On considere : E = {/ e & * 1 2 ([0, 1],M) tq /( 0) = 0 et /( 1) = 3}. 

Determiner inf / If' (t) +kf(t)) 2 dt . Indication : poser f +kf = g et calculer f(l) en fonction de g. 
feEj t =o 

Correction T [004079] 


Exercice 4080 Ulm-Lyon-Cachan MP* 2000 

Soient u,v,w trois applications bornees et de classe 2? 1 sur M, a valeurs dans M 3 , veritiant : u' + V = w ; w' = — v ; 
/ 0 “ 1 1 m' 1 1 2 < +oo. On suppose qu’il existe une suite de terme general t n tendant vers +°o telle que u(t n ) tend 
vers a E M 3 . 

1. Montrer que la suite de terme general u n = 4^ 71 u(t) dt tend vers a. 

2. Montrer que les suites de termes generaux v„ = //l^ 27r v(t) dt et w n = w (t)dt tendent vers 0. 

Correction ▼ [004080] 


Exercice 4081 Centrale MP 2001 

Soit / continue et integrable sur M. On considere l’equation differentielle (E) :y' -y-\- f = 0. 

1. Montrer que (E) admet une unique solution F bornee sur M. 

2. Montrer que F est integrable sur M et comparer j " “ F et f ’ “ /. 

Correction T [004081] 


Exercice 4082 Centrale MP 200 1 

Trouver les fonctions f,g continues verifiant : f t x =0 f(t) dt =x— 1 +g(jc) et J, x = og(t) dt = x — 1 +/(jc). 

Correction ▼ [004082] 


Exercice 4083 X MP* 2000 

On considere l’equation differentielle y' = sin(x + y). Montrer que pour toute condition initiale l’intervalle 
maximal est M. Ensemble des points d’ inflexion des courbes solutions ? 

Correction ▼ [004083] 


Exercice 4084 Polytechnique PC 2002 

Soit l’equation differentielle : (E) <:=> u"(x) + (k — 2d cos(x))u(x) = 0. 

1. Existence et domaine de definition des solutions maximales A et B telles que A(0) = 1, A' (0) = 0 et 
5(0) = 0, B\ 0) = 1. 

2. Montrer que A est paire et B est impaire. 

3. Montrer que A(k,d,x) = A(k,0,x) +2d J t x =0 B(d,0,x — t)A(k,d,x)cos(t)dt. 
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Correction ▼ 


[004084] 


Exercice 4085 / i-> / + /' (Mines MP 2003) 

Soit E 1’ ensemble des fonctions / : M — > M de classe ‘if 00 telle que pour tout k G N, f ik ‘ est bornee. 

Soit u : E — y E,f / + /'. 

1. Montrer que u E j£f(£). 

2. Est-ce que u est injectif ? 

3. Est-ce que u est surjectif ? 

Correction T [004085] 


Exercice 4086 Centrale MP 2004 

On considere E equation differentielle : —y" + p = f oil p E N* et / est une fonction continue donnee. 

1. Donner les solutions de cette equation. Montrer que n-> — f t * = oPf(t) sh^^p^ dt est solution. 

2. Montrer qu’il existe une unique solution telle que y(0) = y(l) = 0. On la note u p . 

3. Montrer que ( u p ) converge simplement vers une fonction que l’on determinera. 

Correction Y [004086] 


Exercice 4087 Centrale MP 2004 

Soit 1 Slet ((f) d + (1 — k)x 2 u(x) = 0. 

1. Montrer que les solutions de ((f) sont de la forme H(x)e * 2 / 2 ou H est une fonction developpable en 
serie entiere. 

2. Determiner les valeurs de A telles que H soit une fonction polynomial non nulle. 

Correction ▼ [004087] 


63 Equations differentielles lineaires (II) 

Exercice 4088 Lemme de Gronwall (X MP* 2003) 

Soient f,g deux fonctions continues et a E M verifiant : V f ^ 0, g(t) ^ 0 et /(f) ^ a + fu=of(u)g(u)du. 
Montrer : V f ^ 0, /(f) / aexp^f* = 0 g(u)duj . 

Correction Y [004088] 


Exercice 4089 y" +y ^ 0 

Soit / : M — > M de classe )f 2 telle que : Vr E M, f(x) + f"(x) ^ 0. 

Montrer que : V x G K, f(x)+f{x + n) / 0. 

Correction Y [004089] 


Exercice 4090 /" + f 4- / — > 0 

Soit / : M — > M de classe ^ 2 telle que /"(f) + /'(f) 4- /(f) —5- 0 lorsque f —y +°o. Demontrer que /(f) —y 0 
lorsque f — y 

Correction Y [004090] 


Exercice 4091 f" ^ f + 2/ch(x) 3 , Centrale PC 1997 
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2 


Soit / de classe de M dans M telle que /( 0) = /'( 0) 
tout x:f(x) > 


0 et pour tout x : f" (x) ^ /(jc) + eh ^.' 3 , Montrer pour 

[004091] 


Exercice 4092 y' + ay = b, y(— °o) = 0 

Soit a,b : M — > M continues telles que : V x £ M, a(x) ^ 1 et b(x) — > 0 lorsque x —> +°°. 

1. Montrer que toute solution de 1’ equation : / + ay = b tend vers 0 en +°o. 

2. On suppose b(x) — > 0 lorsque x — > Montrer qu’il y a une unique solution y qui tend vers 0 en — °o. 

Correction ▼ [004092] 


Exercice 4093 y" + ay = 0, a > 0 => y s’annule 
Soit a : M — > M + * une fonction continue. 

1. Soit y une solution de l’equation y" + a(x)y = 0. Montrer que y s’annule au moins une fois sur M. 

2. Soit z une solution de l’equation z!' — a(x)z = 0. Montrer que z = 0 ou bien z s’annule au plus une fois 
sur M. 

Correction T [004093] 


Exercice 4094 y" + ay' = 0 a croissante positive => y est bornee 

Soit a : M — » M une fonction de classe * 1 2 croissante strictement positive et y une solution de 1’ equation : 
y" + a(t)y = 0. Montrer que y est bornee au voisinage de +°o (on etudiera z = y +y/a). [ 004094 ] 


Exercice 4095 y" + ay = 0, a integrable 

Soit a : M + — > M continue integrable. Montrer l’equation y" + a(t)y = 0 admet des solutions non bomees sur 
[0,+oo[ (on commencera par prouver que si y\,y 2 sont deux solutions alors le determinant wronskien de >>i et 
y 2 est constant). 

Correction ▼ [004095] 


Exercice 4096 Zeros entrelaces (Centrale MP 2003) 

Soient r et q deux fonctions continues definies sur I = [a,b\ telles que : V x G /, r(x) ^ ^(jc). On considere les 
equations differentielles : 

(Ei) <^>y" + qy = 0, (E 2 ) <=> z" + rz = 0. 


1. Soit y une solution de (E\) et xo,Jti deux zeros consecutifs de y. y’(x o) et y'(x i) peuvent-ils etre nuls ? 
Que dire de leurs signes ? 

y{x) z(x) 


2. Soit z une solution de ( E 2 ). On considere W (x) = 


y'{x) z!{x) 


. Calculer W'(x) et W{x \ ) — W (jcq). 


3. Montrer que z a un zero dans }xq 1 x\ [ ou z(xq) = z,(x\ ) = 0. 

4. Soit u une solution de (E\ ). Montrer que u est soit proportionnelle a y, soit admet un unique zero 
dans ]xq,x\ [. 


Correction T 


[004096] 


Exercice 4097 Zeros des solutions de y" + ay' + by = 0 

On considere l’equation (=t=) y" + a(t)y' + b(t)y = 0, avec a,b continues. 

1. Soit y une solution non nulle de (*). Montrer que les zeros de y sont isoles. 

2. Soient y.z deux solutions de (*) non proportionelles. 

(a) Montrer que y et z n’ont pas de zeros cornmun. 
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(b) Montrer que si u. v sont deux zeros consecutifs de y, alors z possede un unique zero dans l’intervalle 
]w,v[ (etudier |). 

Correction ▼ [004097] 


Exercice 4098 y" + (j + ji 'j y = 0 

Soit A > 0 et y une solution de y" + ^1 + 4^ y = 0. Montrer que pour tout a E R, >’ a un zero dans l’intervalle 
]a,a + n[. (Etudier z = y'(p — y(p ' ou <p(f) = sin(f — a )) 

Correction T [004098] 


Exercice 4099 y" + e‘y = 0 

Soit y : M — > M une solution non identiquement nulle de y" + e t y = 0. 

1. Montrer que l’ensemble des zeros de y est infini denombrable. 

2. On note a n le zieme zero positif de y. En utilisant les fonctions • 

9 ue e a * +l ! 2 ^ a n + 1 — a n ^ ^72- 

3. Donner un equivalent de a n quand n — » °o. 

Correction ▼ 


(p(t) = sin -a n )^j 
V(t) = sin [e a "+ l/ 2 (t-a„)y 


montrer 


[004099] 


Exercice 4100 Conditions aux limites 

Soient f,g : \a.b\ —7 M continues avec / positive. Montrer qu’il existe une unique solution pour le probleme 
aux limites : y" = f{t)y + g(t), y(a) = y(b) = 0. 

Correction T [004100] 


Exercice 4101 Comparaison de solutions 

Soient p,q : M — > M continues avec : V x E M, ^r(jc) < 0. Soient y,z : M — > M de classe verifiant : 

( V x e M, y" + p{x)y' + q{x)y ^ z" + p{x)z! + q{x)z 
\v(fl) ^ z(a), y'(a) <z!{a). 

Montrer que : V x > a, y(x) <z{x). 

Correction T [004101] 


Exercice 4102 Systeme differentiel a coefficients positifs 

Soit A : M + — > 1—7 (ciij(t)) continue avec : V t ^ 0, V i,j, ciij(t) ^ 0 et X une solution du systeme 

differentiel X'(t ) = A(t)X(t). Montrer que si toutes les coordonnees de X (0) sont positives ou nulles il en est 
de meme pour X (?) pour tout t (commencer par le cas strictement positif). 

Correction ▼ [004102] 


Exercice 4103 Integrale fonction d’un parametre 

On pose f(x) = Former une equation differentielle satisfaite par /. En deduire /. 

Correction T [004103] 


Exercice 4104 Ulm MP* 2000 

Soit l = [a.b] C M. On suppose que la fonction A est strictement positive sur I. 

On pose E = {/ e ^ 2 (/) | f(a) = f(b) = 0}. On considere entin l’operateur K : f 

1. Montrer que Sp(A') C ] — °°,0[. 
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2 . 

3. 


Trouver un produit scalaire ( | ) pour lequel deux vecteurs propres associes a des valeurs propres distinctes 
sont orthogonaux. 

On suppose que I = M + et que A(jc) ^ 1 pour x ^ 2. Soit X < 0. 


(a) 


Montrer qu’il existe une unique f- A G 2? 1 (M + ,M) telle 


= AA./ a 
< A(o) = 0 


1 / 1 ( 0 )= !■ 


(b) Montrer f- L a une infinite denombrable de zeros {xq <x\ < ■ ■ ■ < x„ < . . . ) et que la suite (x n ) tend 
vers +oo. 

Correction ▼ [004104] 


Exercice 4105 Centrale MP 200 1 

1. Soit / de classe If 1 de [0, n\ dans M telle que /( 0) = f(n) = 0. Montrer que Jq f 2 3 ^ Jo f 2 - 
Indication : prolonger f en une fonction impaire 2n-periodique. 

2. Soit une fonction q de classe If 1 sur [0, n\, a valeurs dans ] — oo 5 1 [. Montrer que l’unique fonction x de 
classe 2? 2 s’annulant en 0 ct en n et verifiant l’equation differentielle x"(t) +q(t)x(t) = 0 est la fonction 
nulle. 

3. Soit / une fonction de classe 'X? 1 sur [0, n] et deux reels a,b fixes. Montrer qu’il existe une unique solution 
x de classe verifiant x(0) = a, x{n) = b et x”{t) + q{t)x(t) = f(t). 

Correction ▼ [004105] 


Exercice 4106 X MP* 2000 

On considere l’equation differentielle a coefficients continus sur Mix"-!- p(t)x' + q{t)x = 0. Trouver une cond- 
tion necessaire portant sur p et q pour qu’il existe deux solutions sur M dont le produit vaut constamment un. 

Correction ▼ [004106] 


Exercice 4107 X MP* 2000 

Soit A coninue de dans lui-meme. On suppose que les a, j(t) restent positifs quand t decrit M + , et Ton 

se donne un vecteur Xq dont toutes les composantes sont positives. Montrer qu’en designant par X{t) la valeur 
en t du systeme Y' = AY valant Xq en t = 0, on a pour tout t ^ 0 et pour tout i l’inegalite x ; (f) ^ 0. 

Correction ▼ [004107] 


Exercice 4108 ENS MP 2002 

Soit une application A de classe < H>° 0 sur M a valeurs dans ( (x 2 + 1)1, telle que les valeurs propres de A (0) 
aient toutes une partie reelle strictement positive. Soit F de classe sur M, a valeurs dans (x 2 + 1)". Montrer 
qu’il existe X de classe < ^°° sur M, a valeurs dans (x 2 + 1)", solution de tX'{t) +A{t)X{t) = F(t). 

Indication : commencer par le cas n= 1, A constante. 

Correction ▼ [004108] 


Exercice 4109 X MP* 2003 

1. Soient f,g : M — > M continues et k > 0, to £ M tels que : V t ^ t 0 , f(t) ^ g(t) + k f* =tg f (w) du. 

Montrer que : Vf ^ to, /(f) =/ g{t) + k f u=to e k ^~ u ^ g{u) du. 

2. Soient A, B : M — > ,jY n (R) continues, T > to, K > Oet r] > 0 tels que : Vf € [to,T], |||A(f)||| ^ K et |||A(f) — 
5(f) HI ^ rj. On note Mo (resp. No) la solution duprobleme de Cauchy : M(to) =/, M'(t) =A(t)M(t ) (resp. 
Af(f 0 ) =/, N'(t)=B(t)N(t)). Montrer que: VfG [t 0 ,T], |||M 0 (f) -M 0 (f)||| ^ ^( f - f o)( e nM°) _ f). 

3. On note Xo (resp. To) la solution du probleme de Cauchy dans M” : X(to) = «, X'(t) =A(t)X(t) (resp. 
Y(to) = a, Y'(t ) =5(f)7(f))ou a £i”. Quelle majoration a-t-on sur ||Xo(f) — Xo(OH ? 

Correction T [004109] 
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64 Equations differentielles non lineaires (I) 

Exercice 4110 Equations a variables separables 

1. y t =y(l+y). 

2. y' = sinxcosy. 

3. 2yy' y/x = sjy 2 - 1. 

4. 1+xy' = e v , condition initiale : y(l) = 1. 

5- / = v/M : etudier les problemes de raccordements. 

Correction ▼ [004110] 


Exercice 4111 Equations homogenes 

1. y — xy' = \/x 2 +y 2 . 

rx / x—y 

2 -y =w 

3. (x 2 +y 2 )y' = 2xy. 

4. (x+y)V = 2x-y. 

Correction T [004111] 


Exercice 4112 Equations de Bernouilli 

1. xy' +y = xy 3 . 

2. 2xy' +y= 

3. y/xy' -y + (x + 2y/x)^/y = 0. 

4. xy'+y= (xy) 3/2 . 

5. x 3 y'=y(3x 2 +y 2 ). 


Correction ▼ 


[004112] 




Exercice 4113 Equations de Riccati 


1. x 2 (y' +y 2 )=xy- 1. 


Correction T 

[004113] 

Exercice 4114 Divers ordre 1 

(x- y 2 1 )y' - 2xy : poser z - x 2 + y y i _ , • 


Correction T 

[004114] 

Exercice 4115 Centrale MP 2004 


\x'(t) = }x{t)y{t) 


Soitn>0et(5)^ <! A V ‘ ; n \ 

\y (t) = -x 2 (t)+y 2 (t). 


1. Soit y : t i — ^ (x(t),y(t)) une solution de (5). Trouver une autre solution presentant une symetrie avec 
y. Peut-on avoir comme solution o(t) = XyijAl) ? En deduire une propriete geometriques des solutions 
maximales de (S). 

2. Determiner les courbes du plan formees des points (xo,yo) oil les solutions de (S) ont des tangentes 
paralleles aux axes (Ox) et (Oy). En deduire quelques solutions particulieres. 
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3. A supposer qu’il existe telle que y(t) = (x(t),y(t)) verifie y(t) = <J>(jc(Q), determiner 

et en deduire toutes les courbes integrates. 


Correction T 


[004115] 


Exercice 4116 Chimie P 91 
Resoudre numeriquement le systeme 

V = -y 

< t! = y — z 

k y(0) = 1 etz(0) = 0. 

Prendre /z = 0.1 et faire un tableau avec 10 valeurs. Faire la resolution analytique. 

Correction Y [004116] 


Exercice 4117 Equations d’ordre 2 

1. y" = siny, y(0) = y'(0) = \fl. 

2. 2{la-y)y" =y' 2 . 

3. yy” = y' 2 — y 2 : poser z = y'/y- 

Correction Y [004117] 


/ 

65 Equations differentielles non lineaires (II) 

Exercice 4118 Centrale MP 2000 

Existe-t-il des solutions de classe 2? 1 sur M de l’equation differentielle : y' + 2^/y = 0? Que peut-on dire de 
l’equation : y' 2 = Ay ? [ 004118 ] 


Exercice 4119 Etude qualitative : y'=x 3 +y 3 

Soit y la solution maximale de l’equation y' = x 3 +y 3 telle que y(0) = a ^ 0, et / = ]a,j3[ son intervalle de 
definition. Montrer que y est strictement croissante sur [0 ,j8[, que /i est borne, et que y — > +°o lorsque x ^ fi . 
Correction T [004119] 


Exercice 4120 Etude qualitative \y'=x — e y 

Soit y une solution maximale de l’equation y' = x — e y . 

1. Montrer que y est decroissante puis croissante. 

2. Montrer que y est definie jusqu’en +°o et que sa courbe representative admet une branche parabolique 
horizontale. 

3. Montrer que a > — °o et que y — > +°o lorsque x — > a . 

Correction T [004120] 


Exercice 4121 Etude qualitative : x' = cos (t) + cos(.r) 

Soit x la solution maximale du probleme de Cauchy : x' = cos (t) +cos(x), x(0) =xo € ]0, 7i[. 

Montrer que x est definie sur M et : V t > 0, 0 < x(t) < %. [ 004121 ] 


Exercice 4122 Etude qualitative \x!=x 2 — t, ENS Cachan MP* 2005 

On considere l’equationn differentielle (E) \x'=x 2 — t et F ensemble Do = {{t,x) \ x 2 — t < 0}. 
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Montrer que si x est une solution de (E) verifiant (?o,x(?o)) E D o, alors a: est definie sur [?o,+°°[ et la courbe 
integrate reste dans Dq. En deduire que x(t) r-j -Vt. 

t — 

Correction T [004122] 


Exercice 4123 Intervalle maximal pour y' = f(y ) 

Soit / : M — )• M de classe % A strictement positive et y la solution maximale definie sur ]a,/3 [ du probleme de 
Cauchy : / = /(y), y(xo) = yo- Montrer que /3 = xq + et que y — y +°o lorsque x — y /3~. [004123] 


Exercice 4124 Etude qualitative de y' = Ity + y 1 

On considere l’equation : y' = 2 ?y +y 2 , y(?o) = yo- Soit y une solution maximale. 

1. Montrer que y = 0 ou bien y ne s’annulle pas. 

2. On choisit yo > 0, to < 0. Soit ]?i , ?2 [ le domaine d’existence de y. 

(a) Montrer que si yo ^ — 2?o, alors y est strictement croissante sur [^o , ?2 [- 

(b) Montrer que t\ = — 00 . (sinon, y et y' seraient bornees sur ]?i .to}.) 

(c) Donner 1’ allure generate de la courbe de y. 

3. Resoudre l’equation en posant z(t ) = exp ^ - . 

[004124] 


Exercice 4125 Equation admettant simultanement ? et sin? comme solution 

Existe-t-il une fonction / : (y,?) — y f(y,t) de classe et n E N* tels que l’equation : y(”) = f(y,t) admette les 
deux solutions y(?) = ? et y(?) = sin? sur M ? 

Meme question avec l’equation y^ n) = f(y^ n ~ l \. . . ,y,t). [004125] 


Exercice 4126 y" = F(x,y), y(a) = a, y(b ) = /3 

Soit F : [ a,b ] x ]R. — y 1R. de classe telle que pour tout x E 1 application y 1 — y Fipc^y^ est strictement 
croissante. Montrer que pour tous a,/3 E M, il existe au plus une solution a l’equation : y" = F(x,y) avec les 
conditions aux limites y(a) = a, y{b) = /3. 

Correction T [004126] 


Exercice 4127 Comparaison d’equations 


Soient y, z solutions de 


y=/M 

< z' = g(z,t) 

k y(o) =z(o) 


oil f,g sont deux fonctions localement lipschitziennes telles que : 


V u,t, /(?<,?) ^g(u,t) 

V M,V,?, U ^ V => f(u,t ) ^ /(v,?). 


1. Pour e > 0, on note z e la solution de 


z' e = g(z E ,t) + £ 

K Z e ( 0) =y(0). 

Montrer que z e ^y (sur leur domaine commun de definition). 

2. Demontrer que z e — > z lorsque varepsilon —y 0 + uniformement sur tout intervalle borne. Conclusion ? 

[004127] 


Exercice 4128 Etude de l’equation 
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y" + siny = 0 

y( 0) = 0, /( 0) = a ^ 0 . 


Soit y la solution maximale. On a l’integrale premiere : \ — cosy = C = a 2 — 1. 


1. (a) Montrer que y est definie sur M. 

(b) Montrer que v est impaire. 

2. On suppose ici que C > 1. 

(a) Montrer qu’il existe un plus petit T > 0 tel que y(T) = 2n. 

(b) Montrer que : V t G M, y{t + T) =y{t)+2n. 

3. On suppose ici que — 1 < C < 1 : On pose C = — cos 9, et F(x) = f* =0 


du 


^/2(cosm— cos0) 

(a) Soit a maximal tel que y'(t) > 0 sur [0,a[. Montrer que y(a) = 6 et F(0) = a. 

(b) Montrer que y est 4fl , -periodique. 

4. Etudier les cas C = 1, C = — 1. 


[004128] 


Exercice 4129 Resolution approchee de y' = f(y,t), y(a) = yo par la methode d’Euler 

On suppose que / est bornee par M et | f(y,s) — f(z,t ) | ^ K(\y — z\ + |s — 1 1). On divise [a, b] en n intervalles 
[ak,ak- )_i], Uk = a + k et on approche la solution y par la fonction z, continue affine par morceaux detinie 
par : 

fz(flo) =>’o 

j^sur ]cik,cik+\ [, z' = f(z(a k ),a k ). 

1. Soit Sk = | z{au) —y{ak) |. Montrer que : V t £ 1 ], \y(t) — z(t)\ ^ kh 2 (M+ 1) + (1 +Kh)Ek (h = 

b—a \ 

" / 

2. En deduire que sup |y — z\ ^ (M + \){e K ^ b ~ a ^ — l)^p. 

[004129] 


Exercice 4130 Lyon MP* 2000 

1. Soit / une application minoree et de classe 2? * 1 sur M, a valeurs dans M. Montrer qu’il existe une suite 
(a„) telle que la suite if (a,,)) tende vers 0. 

2. Soit / une application minoree et de classe sur W\ a valeurs dans M. Montrer qu’il existe une suite 
(a„) de W’ telle que la suite ( df(a n )) tende vers 0, c’est a dire Vf(a n ) tend vers 0. 

Correction ▼ [004130] 


Exercice 4131 ENS MP* 2001 

Soit un vecteur v = (vi,V2,V3) de M 3 muni de sa base canonique (ei,e 2 ,ej). Montrer qu’il existe une unique 
fonction u = [u\ , U 2 ,u^) de classe de M dans M 3 telle que u' + u A u! = —u A (113^3) et u(0) = v. 

Indication : etudier la fonction p p + u A p avant de pouvoir evoquer le theoreme de Cauchy -Lip schitz. 

Correction ▼ [004131] 


Exercice 4132 Centrale MP 2001 

On definit une suite de fonctions sur [0, 1] de la maniere suivante : /o est la fonction constante 1 et pour tout 

x G [0, 1] et n € N, f„+\(x) = \ + f t x =0 f n (t -t 2 )dt. 

1. En etudiant f l+ \ — f n montrer que la suite (/„) converge uniformement sur [0, 1]. On note / sa limite. 

2. Montrer que / est de classe c to°° sur [0, 1], Que valent /'( 0) et /'( 1) ? 
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3. Etudier la concavite de /. 

4. Montrer que pour tout x £ [0. I on a I +x ^ f(x) ^ exp(jc). 

Correction ▼ [004132] 


Exercice 4133 ENS MP 2002 

Soient / : M 2 — > M, (t,x) H > f(t,x ) de classe ff 1 , et a, b des reels tels que a < b. On suppose que / est T- 
periodique par rapport a t et que Eon a : V t £ M + , f{t,a) > 0 et f(t,b) < 0. 

1. Que peut-on dire des solutions du probleme de Cauchy E y : (x'(t) = f(t,x(t )), x(0) = y £ [a,b]) ? 

2. Montrer que toute solution maximale est definie sur M + et a valeurs dans [ a,b\ . 

3. Montrer qu’il existe une solution de E y qui est T -periodique. 

Correction T [004133] 


Exercice 4134 X MP* 2005 

Soit J un intervalle de M et / : / x M” — > M" continue. On suppose qu’il existe a,b continues de J dans M + 
telles que, pourtoust,y : ( f(t,y ) | y) ^ a(t)||y|| 2 +b(t). Montrer que toute solution maximale de / = f(t,y) est 
definie sur J entier. 

Correction T [004134] 


Exercice 4135 Systeme autonome, ENS Ulm-Lyon-Cachan MP* 2006 
On considere le systeme differentiel : 


f x' = x{\ — 

I y’ = y(x- 1) 


dont on cherche les solutions (x,y) definies sur M a valeurs dans (M + *) 2 . 

1. Trouver une fonction / e < ^’ 2 ((M + *) 2 ,M) telle que pour toute solution (x,y) de V, f(x,y ) soit constante. 

2. Montrer que les solutions de (V ) sont periodiques. 


Correction T 


[004135] 


66 Derivees partielles 


Exercice 4136 Calcul de derivees partielles 
Calculer les derivees partielles des fonctions : 


1- f(x,y,z) = {x + z) {yZ) 
2. f(x,y) = min(x,y 2 ) 

( g(-0-g(v) 


3- f(x,y) 


g'(*) 


si x^y 
si x = y. 


[004136] 


Exercice 4137 DL d’ordre 1 

Soit / : M 3 ->• R de classe telle que /( 0, 1, 1) = 0, §£(0, 1, 1) = 1, ^(0,1,1) = 2, §£(0,1, 1) = 3. 

Peut-on determiner lim^ 0 1^,%}) ? 

Correction T [004137] 


Exercice 4138 Simplification 


Soit f(x,y ) = arcsin 


(v(i+* 2 )(i+r 2 ) 


l+ry 


etg(x,y) 


arctanx — arctanv. 
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1. Verifier que / est definie sur M 2 . 

2. Calculer les derivees partielles premieres de / et de g. 

3. Simplifier / a l’aide de g. 

Correction T [004138] 


Exercice 4139 Somme des angles d’un triangle 
Sur quelle partie D de M 3 la fonction 


/ : (. x,y,z ) !-)• arccos^ 


x 2 + y 2 -z 2 
2xy 


+ arccos 


y 2 + z 2 -* 2 
2 yz 


+ arccos 


z 2 + x 2 — y 2 
2 zx 


est-elle definie ? Montrer que / est constante lorsque x,y,z sont strictement positifs. 


[004139] 


Exercice 4140 Integrate fonction de parametres 

Soit / : M 2 — > M de classe et g : M" — > M, (xi, . . . ,x„) / f Lo/(C x t f + x 2t 2 H \-x n t n )dt. 

Montrer que g est de classe 2? 1 et calculer ses derivees partielles. [004140] 


Exercice 4141 Derivees secondes composees 

Soient u, v,f,g : M 2 i— > M des fonctions de classe c tf 2 liees par la relation : 

V (x,y) el 2 , f(x,y) = g(u(x,y),v(x,y)). 

Calculer les derivees partielles premieres et secondes de / en fonction de celles de g. 

Correction Y [004141] 


Exercice 4142 Les polynomes complexes sont harmoniques 

Soient P € (x 2 + l)lx] et / : M 2 — > (x 2 + 1 ) ’ ( jc , y ) i-> P(x + iy). Montrer que ^ + ^-4 = 0. [004142] 


Exercice 4143 Laplacien en polaires 

Soit / : M 2 — > M de classe < ^ 2 , et g(p,6) = /(p cos0,p sin0). On pose A / = ^ + ^4 (laplacien de /). 

1. Calculer §§, jpp en fonction des derivees partielles de /. 

2. Exprimer A / en fonction des derivees de g. 

Correction Y [004143] 


Exercice 4144 Laplacien en spheriques 


Soient / : M 3 (->• M de classe e iF 2 , d> : M 3 -> M 3 , (r, 6, (p ) i->- (x,y,z) avec 


x = rcosOcostp 
< y = rsin0cos<p 
k Z = rsintp, 


Verifier que : 


(A/)o<E 


d 2 F 2dF 1 d 2 F tan (p dF 1 d 2 F 

dr 2 r dr r 2 d(p 2 r 2 d(p + r 2 cos 2 (p d0 2 


et F = f o cp. 


Pour cet exercice , il est conseille de prendre lafeuille dans le sens de la longueur, et d’y aller calmement, en 
verifiant ses calculs. [004144] 


Exercice 4145 Laplacien en dimension n 

Soit / une application de classe C € 1 de M + * dans M. 
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[004145] 


On definit une application F de M” \ {0} dans M par : F(x i,...,x n ) = f{Jx\ H |-x 2 ). 

Calculer le laplacien de F en fonction de /. 

Correction T 


Exercice 4146 Contre-exemple au theoreme de Schwarz 

Soit / : M — > M une fonction 7T-periodique de classe ^ 2 . On pose pour (x,y) E M 2 : g(x,y) = r 2 f(d) avec 
(x,y) = (rcos0,rsin0). Calculer ^|(0,y) et ^ (x, 0) en fonction de /. En deduire les valeurs de J^(0,0) et 

J^-(0,0). Construire un exemple precis (donner g(x,y) en fonction de x et y) pour lequel ces deux derivees 
sont distinctes. 

Correction T [004146] 


Exercice 4147 Contre-exemple au theoreme de Schwarz (Centrale MP 2003) 

Soit f(x,y) = si (x,y) ^ 0 et /( 0,0) = 0. 

1. Etudier la continuite de / et de ses derivees partielles premieres sur M 2 . 

2. Montrerque ^(0,0) + ^(0,0). 

Correction ▼ [004147] 


Exercice 4148 Derivees d’ordre k distinctes 

Trouver : M 2 — > R de classe c S" k telle que les k + 1 derivees d’ordre k en (0, 0) soient distinctes. 

[004148] 


Exercice 4149 Les isometries conservent le laplacien 

Soit (p : M 2 — > M 2 une isometrie pour la norme || ( 2 . 

1. Montrer que la matrice jacobienne de (p est constante, egale a la matrice dans la base canonique de M 2 de 
la partie lineaire de (p. 

2. Soit / : M 2 — > M de classe c € * 1 . Montrer que (A/) o (p = A(/o (p ). 

[004149] 


Exercice 4150 Changement de variables affine 
Soit (p : M 2 — > M 2 une application affine. 

1. Montrer que la matrice jacobienne, J, de <p est constante. 

2. Soit / : M 2 — > M de classe ^ 2 . Pour A E M 2 , on note Hf(A ) 
de /). Montrer que : V A E M 2 , Hf 0(p (A) = 'JHf((p(A))J. 


dll 

dx 2 


\ dxdy 


(A) 

(A) 


iV 

dydx 

tL 

df- 



0 matrice Hessienne 


[004150] 


Exercice 4151 Formule de Leibniz 

9 d n ( fg) 

Soient f,g : R- — > M de classe c s n . Calculer dx k d y,-k en fonction des derivees de / et g. 

Correction ▼ [004151] 


Exercice 4152 Integration de formes differentielles 


Determiner les fonctions / :DcM 2 eM verifiant : 

r df = 2+x 
] ) dx y 

)df = m 

l dy x 
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2 . 


f d£ _ 1-y 

I dx (v+v+ 1) 2 
| d£ — 2+v 

K dy (. x+y +\ ) 2 

f 5/ V 2 
i ) dv (v+v ) 2 
1 5 / - Y 2 

l dy ~ (.v+v) 2 

4 If =2X+ > 

Correction ▼ 


[004152] 


Exercice 4153 Formes differentielles exactes 

Trouver les fonctions / : M — > M de classe r S A telles que la forme differentielle co = f(y) (xe y dx + ydy) soit 
exacte. Determiner alors ses primitives. 

Correction ▼ [004153] 


Exercice 4154 

Quelles sont les applications / : M 2 -» M de classe ( S A telles que la forme differentielle : 
c 0 = f(x,y)d(x 1 +y 1 ) soit exacte ? 

Correction T [004154] 


Exercice 4155 

Trouver les fonctions f,g : M — >■ M de classe 2? 1 telles que la forme differentielle : 
co = 2xzdx + f (y)g(z) dy + (x 2 + y j dz soit exacte. Determiner alors ses primitives. 

Correction ▼ [004155] 


Exercice 4156 Equation associee a une differentielle exacte 


1. Determiner les fonctions / : M + * x M + * — > M verifiant : 




lnx+y— 1 


lnx 

xy 2 


2. Application : Resoudre T equation differentielle : (xln x)y' + (lnx+y — \)y = 0. 


Correction T 


[004156] 


Exercice 4157 Equation aux derivees partielles 

Trouver les fonctions polynomiales / : M 2 — > M verifiant : x ^ = 4 /. [004157] 


Exercice 4158 DL d’ordre 2 

Soit / : M 2 — > M de classe c £ 2 . Demontrer que : 

f(a + h,b + k) = f(a,b ) + (h^J-+k^^j ( a,b ) + ^ (h 2 + 2 hk + k 2 ^4^J (a,b) + o(h 2 +k 2 ). 

[004158] 


Exercice 4159 Ajustement lineaire 

Probleme d’ajustement lineaire : Etant donne n couples de reels (+/.>>/) 1 ^ ^ n, on cherche une droite D 
d’equation y = ax + b telle que /./ (a.b) = Y!l- \ ( yt — ox,- — b) 2 soit minimal. 

On note x = \ £" =1 x u y=\ £" = i yu x 2 = \ I ” =1 xf, xy = \ £" =1 x O>u et on suppose x 2 ^ x 2 . 

1 . Resoudre le probleme. 
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2. Interpreter la relation x 2 / x 2 a l’aide de l’inegalite de Cauchy-Schwarz. 


[004159] 


Exercice 4160 Jacobien des fonctions symetriques 
Soit / : M" -> M", (xi, . . . ,x„) i — >■ (C5"i , . . . ,<7 n ) 

oil C7i , . . . , a„ sont les fonctions symetriques elementaires de xi , . . . ,x„. Calculer le determinant jacobien de /. 

Correction T [004160] 


Exercice 4161 Changement de variables 

On pose f(x,y ) = (x + y,xy) = (w, v). Montrer que / induit un ^'-diffeomorphisme de U sur V oil U ct V sont 
des ou verts de M 2 a preciser. Chercher 1’ expression de / 1 et verifier que le produit des matrices jacobiennes 
est egal a I. 

[004161] 


Exercice 4162 Changement de variables 

Soit / : M 3 — > M 3 , (x,y,z) ^ (e 2y + e 2z ,e 2x — e 2z ,x — y). Montrer que / induit un ^^diffeomorphisme de M 3 sur 
un ouvert a preciser. 

Correction T [004162] 


Exercice 4163 Inegalite de Taylor-Lagrange 

Soit U un ouvert convexe de et / : U -» M de classe V 2 dont les derivees secondes sont bornees : 


V i,j, V A eU, 


d 2 f 

dxidxj 


(A) 


CM. 


1 . Montrer que : V A , B e U, |/(fl) - /(A) - df A {. AB ) \ C, . 

2. Montrer que : VA,B G U, \ f(B) — /(A) —dfc{AB) | ^ oil C est le milieu de [A,B], 


[004163] 


Exercice 4164 Application du theoreme des fonctions implicites 


On considere la courbe d’equation e x y = 1 +2x+y. Donner la tangente a cette courbe et la position par rapport 
a la tangente au point (0,0). 

Correction ▼ 

[004164] 

Exercice 4165 Theoreme des fonctions implicites 



1. Montrer que 1’ equation : x 3 +y 3 — 3xy = 1 definit au voisinage de 0 une fonction implicite : y = <p(x) 
telle que ^(0) = 1. 

2. Donner le DL de (p en 0 a l’ordre 3. 


Correction T [004165] 


Exercice 4166 Theoreme des fonctions implicites, Ensi P 91 

Montrer que l’egalite 2e x+y +y — x = 0 definit y = (p(x) au voisinage de (1,-1). Calculer <p'( 1) et 

Correction T [004166] 


Exercice 4167 Equation implicite xlnx = ylny 
Soit f(x.y) = xlnx — ylnv (x,y > 0). 

Pour k G M, on considere la courbe ^ d’equation /(x,y) = k. 
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1. Suivant la position de (a, b) E preciser l’orientation de la tangente a en (a,b). 

2. Dresser le tableau de variations de (j)(t ) = tint. 

3. Dessiner c toQ. (Etudier en particulier les points (0, 1), (1,0) et ^ a l’aide de DL) 

4. Indiquer 1' allure generate des courbes 'A) suivant le signe de k. 

[004167] 


Exercice 4168 Fonction implicite 
Soit / : M — > M de classe < ^ * 1 . 

1 . Montrer que, sous une condition a preciser, 1’ equation y—zx = f{z) definit localement z fonction implicite 
de x et y. 

2. Montrer que Ton a alors : = 0. 

[004168] 


Exercice 4169 Equation fonction de deux parametres 

Soit E equation (*) x 5 + Ax 3 + [lx 1 — 1=0. Montrer qu’il existe un voisinage, V, de (0,0) et <p : V — > M tels 

que : 

( p est 'if °° 

9 ( 0 , 0 ) = 1 

V (A,ju) E V, <p(A,ju) est racine simple de (*). 


Donner le DL a l’ordre 2 de (p en (0,0). 

Correction T [004169] 


Exercice 4170 Changement de variable singulier, Matexo 

On considere la fonction de M 2 sur lui-meme definie par f(x,y) = (n,v), oil 

u(x,y) =x\J 1 +y 2 +y \/ 1 +x 2 et v(x,y) = (x +\/ 1 +x 2 )(y+ \/l +v 2 )- 

Calculer sa matrice jacobienne. Est-elle inversible localement ? Caracteriser /(M 2 ). 

Correction ▼ [004170] 


Exercice 4171 Longueur d’un arc de courbe 

Soit f :U CR"^K? de classe 2? 1 dont les derivees partielles sont bornees sur U et t E I i -$■ M, une courbe 
parametree dans U de classe ^ 1 . Pour a.b E / comparer les longueurs des arcs M a Mb et /(M a )/(M^). [ 004171 ] 


Exercice 4172 Differentielle du determinant 
Soit / : .JtbJJH) det M. 

Montrer que / est de classe 'if 1 et que l’on a pour M,H E ^// n (R) : = tr( f com (M)H). 

Application : soit M E ./A), (M) et Pm(X ) = (— \) n X" 4 \-a\X + det(M). Exprimer ci\ en fonction des cofac- 

teurs de M. [ 004172 ] 


Exercice 4173 Mise en facteur de x et y 

Soit U un ouvert convexe de M 2 contenant (0,0) et / : U — > M une fonction de classe c €°° telle que /( 0,0) = 0. 

1. Montrer qu’il existe g,h : U — > M de classe telles que : 

V (x,y) E U, f(x,y ) =xg(x,y)+yh(x,y). 
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2. Y a-t-il unicite de get hi 

3. Generaliser au cas ou U n’est pas convexe. 

Correction T [004173] 


Exercice 4174 Fonctions convexes 

Soit U un ouvert convexe de M" et / : U — > M. On dit que / est convexe lorsque : 

V x,y £U,V t € [0,1], f(tx+{\-t)y) <//(*) + (1 - 0 / 00 - 

On dit que / est strictement convexe si l’inegalite precedente est stricte lorsque x ^ y et 0 < t < I . 

1. On suppose que / est convexe. 

(a) Soient x E U , h E M” et t E [0, 1] tel que x — hEU et x + h E U. Montrer : 

(1 +t)f(x) — tf(x — h ) < f{x + th) ^ (1 —t)f(x) + tf{x + h). 

(b) Montrer que / est continue (raisonner sur le cas n = 2 puis generaliser). 

2. On suppose que / est de classe ho 1 . 

Montrer que / est convexe si et seulement si pour tous (x,y) E U on a : f(y) ^ f(x) +d f x {y —x). Donner 
une interpretation geometrique de cette inegalite lorsque n = 2. 

3. On suppose que / est de classe 'if 2 . 

(a) Montrer que / est convexe si et seulement si pour tout rSl/la forme bilineaire symetrique d 2 f x 
est positive. 

(b) Si, pour tout x£l/, drf x est definie positive, montrer que / est strictement convexe. Montrer par un 
exemple que la reciproque est fausse. 

Correction ▼ [004174] 


Exercice 4175 Les racines d’un polynome sont des fonctions 2?“ des coefficients 

Soit U F ensemble des polynomes a coefficients reels de degre n et a racines reelles simples. 

1. Montrer que U est ouvert dans M„[X], 

2. Pour P E U on note x\ < X 2 < ■ ■ ■ < x„ les racines de P. Montrer que F application P \-y {x \ , . . . ,x n ) est de 
classe < if°°. 

[004175] 


Exercice 4176 Non injectivite locale de l’exponentielle 
Soit / : Jj( n {{x 2 + 1)) -> ^ n ((x 2 + 1 )\M i-e exp(M). 

1. Montrer que / est de classe if 1 sur f (x 2 + I )> et exprimer, pour M,H E .xf,, ( (x 2 + I sous 

forme d’une serie. 

2. Montrer qu’il existe un voisinage V de 0 dans ,/// n ( (x 2 + I ) -' tel que pour toutes matrices d . B G V on a : 
exp(A) = exp(B) =4> A = B. 

3. Trouver une suite (M*) de matrices de .-WM.ix 1 + 1)' distinctes ayant meme exponentielle et convergeant 
vers une matrice A (done il n’existe pas de voisinage de A sur lequel la restriction de / est injective). 

4. Donner de meme un point de non injectivite locale dans ^ 2 (R). 

Correction T [004176] 


Exercice 4177 Caracterisation des isometries 

Soit E un espace vectoriel euclidien et / : E — > E de classe ‘if 1 . 
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1. Montrer que / est une application affine si et seulement si sa differentielle est constante (c’est-a-dire 
df x = df y pour tous x,y, egalite dans Jz ?(£)). 

2. Soit X un ensemble non vide quelconque et <p : X 3 — > M une application verifiant : 

Vx,y,z eX, c p(x,y,z ) = <p{y,x,z) = -q>(z,y,x). 

Montrer que <p = 0 (lemme des tresses). 

3. On suppose / de classe if 2 . Montrer que / est une isometrie de E pour la distance euclidienne si et 
seulement si, pour tout x G E, df x est une application orthogonale. 

[004177] 


Exercice 4178 Differentiabilite de la norme 

Pour chacune des trois normes classiques sur M 2 dire en quels points elles sont differentiables. [004178] 


Exercice 4179 Diffeomorphisme 

Soit E un espace euclidien et / : E — > E de classe if 1 , a > 0 verifiant : 

Vx G E, V h G E, ( df x (h ) | h ) > «||/?|| 2 - 

1. Montrer pour x, y G E : (f(x) —f(y) \x — y) ^ a||jr — y\\ 2 . En deduire que f(E) est ferme. 

2. Montrer que f{E) est ouvert puis que / est un if ^diffeomorphisme de E sur E. 

[004179] 


Exercice 4180 Diffeomorphisme 

Soit / : M — > M de classe ^ et /:-lipschitzienne avec k < 1 et <p : M 2 — > M 2 , (x,y) i-)- (x + f(y),y — f(x)). 
Montrer que <p est un ^^diffeomorphisme de M 2 sur M 2 . [004180] 


Exercice 4181 Partiellement derivable => continue ? 

Soit U un ouvert de M 2 . 

1. Donner un exemple de fonction / : U — > M ayant en tout point des derivees partielles premieres, mais 
discontinue en au moins un point. 

2. Soit / : U — > M ayant en tout point des derivees partielles premieres bornees sur U. Montrer que / est 
continue. 

Correction T [004181] 


Exercice 4182 Point non extremal 
On pose pour (jt,y) G M 2 : 

4j,6 2 

f(x,y) = x 2 +y 2 — 2x 2 y — 4 ' si(.r,y)/0, /( 0,0) = 0. 

o + y ) 

1. Montrer que / est continue sur M 2 . 

2. Soit 6 G M fixe et gg(r) = /(rcos 0,rsin0). Montrer que gg admet un minimum local strict en r = 0. 

3. Calculer f(x,x 2 ). Conclusion ? 

Correction T [004182] 


Exercice 4183 Contre-exemple au theoreme de Leibniz 
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On pose : f(x,y ) = < 


siy^OetO^x^ y/y ; 

si y ^ 0 et ^Jy < x ^ 2^Jy ; . . ,1 ,, w 

et : F(y) = j x=0 f(x,y)dx. 


x 

2 y/y-x 

0 si y ^ 0 et 2^/y < x ou x ^ 0 ; 

-/(*, -y) si j < o. 


Faire un dessin, verifier que / est continue sur M 2 , calculer F(y) pour — \ ^ y ^ F'{ 0) et fj =0 ^(x,0)dx. 


[004183] 


Exercice 4184 Centrale MP 2000 

Soit / : M" — > M" de classe 'if 1 et c > 0 tels que, pour tous x.y, || f(x) —f(y) || ^ c\\x — y||. 

1. Montrer que pour tous x,li, \\df x (h ) || ^c||/?||. 

2. Montrer que / est un "if 1 -diffeomorphisme sur M' ! (pour la surjectivite on considerera, si a E M", le 
minimum de ||/(jc) — «|| 2 ). 

Correction T [004184] 


Exercice 4185 Centrale MP 2000 

Soit Q. un ouvert borne de M 2 et u : Q. — > M continue sur O et c & 2 sur O. 

1. On suppose que An > 0. Montrer que max u(x,y) = max u(x,y). 

(*,;y)E£2 (x,;y)Ef2\£2 

2. Meme question en supposant seulement An ^ 0. 

3. Soit 0 < r\ <r 2 , A = {(x,y) E M 2 1 r\ < x 2 + y 2 < r 2 }. On suppose que n est continue sur A, c £ 2 sur A et 
que An ^ 0 sur A. On pose pose M(r) = max (u(jc, y)). 

x 2 +y 2 —r 2 

Montrer que, pour tout n < r < r 2 , M(r ) < M(n)to( ^(i^ 1 C ) rz)ln(r/n) - 
Indication : la fonction v : (x,y) ln(x 2 +y 2 ) verifie Av = 0. 

Correction ▼ [004185] 


Exercice 4186 Mines MP 2001 

Soit une fonction / de classe c € 2 sur le disque unite du plan, telle que son laplacien ^ ^ soit nul. 

1. Montrer /gf o /(rcos0,rsin0)r/0 ne depend pas de r E [0,1]. 

2. Calculer alors JJ Dr f(x,y)dxdy D, etant le disque ferme de centre 0 et de rayon r. 

Correction ▼ [004186] 


Exercice 4187 Mines MP 2001 

Soient f et g deux fonctions de classe % A sur M a valeurs dans M verifiant : V x E M, f (x) ^ 1 et |g'(x)| < 1. 
Soit tp definie sur M 2 par <p(x,y) = (f(x)+g(y),f(y)+g(x)). 

1. Montrer que (p est un r £ 1 -di ffeomorphisme de M 2 sur <p(M 2 ). 

2. On suppose qu’il existe k E ]0, 1 [ tel que VxEK, |g'(x)| < k ; montrer que <p(M 2 ) = M 2 . 


Correction ▼ 

[004187] 

Exercice 4188 ENS MP 2002 


Soit / : M 2 — » M de classe ^ 2 telle que /(x) / x — > +°o lorsque x - 

M 2 . 

oo. Prouver que V/ est surjective sur 

Correction ▼ 

[004188] 

Exercice 4189 ENS MP 2002 
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Soit n un entier >0, || || la norme euclidienne sur M" et / : M" — > M de classe c & 2 . On suppose que /(x) / || jc|| — > 
+oo lorsque |x| -a °o, et qu’en tout point la matrice hessienne de / est definie positive. 

On pose g(y) = sup{ (x \ y ) — fix), x <E M" } . Etudier les proprietes de g. 

Correction ▼ [004189] 


Exercice 4190 f q> of, X MP* 2004 

Soit E 1’ ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans M. On y definit une norme par : ||/|| = yj f t * l = of 2 {t)dt. 
Soit (p : M — > M de classe telle que (p" est bornee. Pour / G E on pose T (/) = / f ^ 0 <p(/(f )) dt. 

1. Montrer que P application ainsi definie T : E — > M est continue. 

2. Montrer que T est differentiable en tout point. 

Correction T [004190] 


/ 

67 Etude d’ extremums 

Exercice 4191 Etude de points critiques 

Chercher les extremums des fonctions f(x,y ) suivantes : 

1. 3xy — x 3 — y 3 

2 . -2 (x-y) 2 +x 4 +y 4 

3. x 2 y 2 ( 1 + 3x + 2y) 

4. 2x+y — x 4 — y 4 

5- (^ y)(1 ^)(i +y ) , > 0 

6 . xe y + yE 

7. x(ln 2 x + y 2 ), x > 0 

8. y / x 2 + (l -y) 2 + y/y 2 + (i -x) 2 

9. MA+MB-MO, O = mil(A.fi) 

Correction T [004191] 


Exercice 4192 Distances aux sommets d’un triangle 

Soit AGl ? fixe et / : M. p — > M,M i — > AM 2 g : -> M,M i — > AM (distance euclidienne) 

1. Calculer les gradients de / et g en un point M. 

2. Soient A,B,C trois points non alignes du plan. Trouver les points M du plan realisant le minimum de : 

(a) MA 2 +MB 2 +MC 2 . 

(b) MA + MB + MC. 

(c) MA x MB x MC. 

Correction T [004192] 


Exercice 4193 Aire d’un triangle 

Soit ABC un triangle de cotes a,b,c. 

1. Calculer l’aire, S, de ABC en fonction de a,b,c. 

2. Montrer que a2+ jy > +c 2 est maximal lorsque ABC est equilateral. 
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Correction ▼ 


[004193] 


Exercice 4194 Centrale MP 2000 

On considere un vrai triangle ABC et / la fonction definie par : f(M) = d(M.AB) x d(M.AC) x d(M,BC). 
Montrer que / admet un maximum a Finterieur du triangle ABC, et caracteriser geometriquement le point Mq 
oil / est maximale. 

Correction ▼ [004194] 


Exercice 4195 Loi de refraction 

Soient dans M 2 : A = (0 ,a), B = ( b , — c) et M = (x,0) ( a,b,c > 0). Un rayon lumineux parcourt la ligne brisee 
AMB a la vitesse v\ de A aM et v 2 de M a B. On note cq = ( j,MA ) a 2 = (— j,MB ). 

1. Faire une figure. 

2. Montrer que le temps de parcours est minimal lorsque 

[004195] 


Exercice 4196 Centrale MP 2001 

Soit / une forme lineaire sur E espace euclidien et g(x) = f{x)e~^". Montrer que g admet un minimum et un 
maximum. 

Correction T [004196] 


Exercice 4197 Centrale MP 2001 

D\, Di, D 3 sont trois droites d’un plan portant les cotes d’un triangle equilateral de cote a. On pose 

(p : D x x D 2 x D 3 -> R, (M,N,P) ^ MN +NP + PM. 

Determiner min <p et les triplets ( M,N,P ) oil ce minimum est atteint. 

Correction T [004197] 


Exercice 4198 Centrale MP 2006 

E designe l’espace affine euclidien classique. D\, Di. D 3 sont trois droites deux a deux non paralleles. Soit 
/ : D X x D 2 x D 3 -> R, (M\ ,M 2 ,M 3 ) ^ \\m{m 2 \\ 2 + \\M 2 M 3 \\ 2 + ||M 3 Mi || 2 . 

1. Montrer que / admet un minimum atteint pour un unique triplet. 

2. Dans le cas oil D\, D 2 , D 3 sont coplanaires et delimitent un triangle equilateral, trouver ce triplet. 

Correction ▼ [004198] 


Exercice 4199 Plus court chemin, ENS Ulm-Lyon-Cachan MP* 2005 

Determiner le plus court chemin entre les poles nord et sud d’une sphere en dimension 3. 

Correction T [004199] 


Exercice 4200 Extremums lies, ENS Ulm-Lyon-Cachan MP* 2005 

Soit B la boule unite de W 1 , f de classe if 1 sur B et x G B tel que f(x) = max{/(y), y £ B}. 

Montrer que V/(jc) = Ax avec A ^ 0. 

Correction ▼ [004200] 
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68 Equations aux derivees partielles 

Exercice 4201 2§£ + 3§J = 4/ 

Resoudre P equation 2^ + 3^ =4 / avec la condition aux limites : f(t,t) = t (t € M). 

(Etudier <p : t >->■ f(a + bt,a + ct) avec a,b,c bien choisis) 

Correction T [004201] 


Exercice 4202 §{ — §{= cste 

Determiner les applications / de classe C S ] de M 2 dans M verifiant : ^ ^ = a oil a est une constante reelle 

donnee. On utilisera le changement de variable : u=x + y,v = x — y. 

Correction Y [004202] 


Exercice 4203 x|^ = y^ 


Resoudre sur (M + *) 2 

Correction V 


= y^f-, en posant 


u = xy 

S = *y- 


[004203] 


Exercice 4204 x^ +y^ = 2 

Soit U l’ouvert de M 2 : U = {(jc, y) tqx > 0, y > 0}. Trouver les applications / : U — > M de classe 'if 1 verifiant : 
X 7x +>'§{ = On ut ilisera le changement de variable : u = xy,v = y . 

Correction ▼ [004204] 


Exercice 4205 jc ^ = — y^ 


Resoudre sur M 2 \ {(0,0)} : x(^| = —y^, en posant 

Correction Y [004205] 


jc = pcosO 
y = p sin 6 . 


Exercice 4206 y^ — x|y = 2/ 

Soit / : U — > M de classe verifiant : y^ — x^ = 2 f. oil U est un ouvert de M 2 . 

On pose g(p,0) = /(pcos$,p sinO). Calculer puis trouver / . . . 

1. Si 17 = {(x,y) tqx > 0}. 

2. Si 17 = M 2 . 

Correction Y [004206] 


Exercice 4207 Ensi Physique P 94 

Resoudre P equation aux derivees partielles suivante : 2xy + (1 + y 2 ) (J; = 0 en utilisant, par exemple, le 
changement de variable : x = u -^ 1 et y = 

Correction T [004207] 


Exercice 4208 Fonctions homogenes 

Soit O = {(x,y) £ M 2 tq (x,y) 7 ^ (0,0)}, et / : Q — >• M une fonction de classe 'if 1 . 
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Montrer que / est positivement homogene de degre a si et seulement si : 


r r 

V (x,y) <G O, x-^(x,y) +y-^-(x,y) = a f(x,y). 


(On etudiera g(p,6) = f(p cos 6 , p sin 6 )) 


[004208] 


Exercice 4209 

Resoudre T equation : x 2 ^ + 2xy-^J- +y 2 ^. j = oc(a — 1)/ ou a est unreel fixe, a 4 Onposerax = p cosO, 

y = p sinO. 

Correction ▼ [004209] 


Exercice 4210 Equation d’ordre 2 a coefficients constants 


Soient a,b,c € M non tous nuls. On considere T equation aux derivees partielles : 


^ * 2 / , , d °'f 4. d2 f _ n 

ax L axay dy z 


oil / est une fonction inconnue : M 2 — > M de classe c tf 2 . Soient a,j8 GR distincts, fixes. On fait le changement 
de variable : u = x + ay, v = x + /3 v. 

1. Ecrire l’equation deduite de (*) par ce changement de variable. 

2. En deduire que Eon peut ramener (*) a l’une des trois formes reduites : 

(1) :&=<>, (2):S=0, (3):g + g=0. 

Correction T [004210] 


Exercice 4211 x 2 0 +2 xy£f y +>' 2 g = 0 

Trouver les applications / : (M + *) 2 — > M de classe 2? 2 verifiant : x 2 |4 + 2xyJ^ + v 2 ^4 = 0. On utilisera le 
changement de variables : u = xy, v = j. 

Correction T [004211] 


Exercice 4212 g + g = £ 

Soit g : M — > M de classe c rf 2 et / : M* x M — > M, (x,y) H > g(y/x). Trouver g telle que + ^4 = 

Correction T [004212] 


Exercice 4213 — 4|^§ = 1 

Soit / : M 2 — > M de classe ^ 2 . On pose g(x, y) = f(2x + y,2x — y). 

1. Calculer les derivees partielles secondes de g en fonction de celles de /. 

2. Trouver / telle que — 4^4 = 1. 

Correction ▼ [004213] 


Exercice 4214 x 2 — y 2 ^4 =0 

On considere T equation aux derivees partielles sur O = (M + *) 2 : x 2 ^Jr —y 2 ^j = 0. 

{ u = .xy 

v = - . 

y 

Correction ▼ [004214] 
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Exercice 4215 /(cosje/ ch v) harmonique 

Soit / : ] — 1, 1[ — > M de classe c € 2 . On considere g : D C M 2 — > M, (x,y) i-)- ■ 

Determiner / pour que g verifie : + |^ = 0. 

Correction T [004215] 


Exercice 4216 (x,y) (x 1 — y 1 , 2xy) preserve les fonctions harmoniques 

Pour (x,y) G M 2 , on pose u = x 2 —y 2 , v = 2xy. 

Soit F : M 2 — > M, (u,v) i-»- F(u,v ) et / definie par : f(x,y) = F(u,v). 

Montrer que + 0 = 0 entraine 0 + 0 = 0. 

Correction Y [004216] 


Exercice 4217 *0 +y£L + 0 + It = ? 


Soit / : : 


. de classe 'if 2 et g(u,v) = f{uv , u + v). 


1. Calculer 0^. 

2. Resoudre P equation : *0 + v J0 + 0 + J0 

Correction ▼ 


[004217] 


Exercice 4218 f{\Jx 2 + y 2 + z 2 ) tq A / = — / 


. de classe c € 2 et g(x,y,z ) = 0- avec r = \Jx 2 +y 2 + z 2 - Determiner / de sorte que 0 + 0 + 


Soit / : R -> : 

^ 1 . — 
r)?? ~ 8- 

Correction ▼ 


[004218] 


Exercice 4219 * 4 0 - 0 = 0 


1. Trouver les fonctions g : {(n,v) G M 2 tq u > v} — * M de classe ^ 2 verifiant : (£+ v §f ) = 37 + ) 

(penser au theoreme de Poincare). 

2. Resoudre sur M + * x M V equation : ;c 4 0 — 0 = 0 en posant w = y+*,v = y — 7 . 

Correction Y [004219] 


Huitieme partie 

Calcul integral 

69 Integrate de Riemann 

Exercice 4220 Densite des fonctions en e scalier 

Soit / : [o , i>] — >• M continue telle que pour toute fonction g : [a,b\ —t M en escalier, \j’_ a f(t)g(t)dt = 0. Demon- 
trer que / = 0. 

[004220] 


Exercice 4221 Changements de signe 
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Soit / : [a,Z?] — > M continue non identiquement nulle, telle que : Vfce{0,l,...,n-1}, j l h _ a t k f(t)dt = 0. 
Demontrer, par recurrence, que / change au moins n fois de signe sur a.b[ (raisonner par l’absurde). 

[004221] 


Exercice 4222 Formule de la moyenne generalisee 
Soient f,g : [a,b\ — y M continues, / positive. 

1. Demontrer qu’il existe c E [a, b] tel que jf_ a f(t)g(t) dt = g(c) j l b _ a f(t)clt. 

2. Si / ne s’annule pas, montrer que c E ]a,b[. 

3. Application : Soit / continue au voisinage de 0. Determiner lim^o \ J/Lo tf{t)dt. 

Correction ▼ [004222] 


Exercice 4223 Inegalite de Jensen 


continue convexe. 


Soit / : [a,b\ — > M continue et g : M - 
Demontrer que g J t b _ a f(t) dt') < ^ I t b =a g(f(t))dt. 


[004223] 


Exercice 4224 \J 1 + f 2 

Soit / : [0, 1] — > M continue positive. On pose A = f t l 4 = 0 f(t) dt. 

Montrer que \f\ +A 2 ^ J t 1 = 0 ^/l+ f 2 (t)dt ^ 1 +A. 

[004224] 


Exercice 4225 Calcul de limite 

Chercher lim T _j. 0 + J' 2x cosrl ”d+'‘ ) j t [004225] 

x-ni jt~x S i n -/ S hf 


Exercice 4226 Calcul de limite 

Pour 0 < a < b, determinez lim YH , 0 + f b = a x l ~u° S 6 " C ^ LL 

Correction ▼ [004226] 


Exercice 4227 ff + ff 1 

Soit / : [a. b\ — y [c. : d] continue, bijective, strictement croissante. 

Calculer J t b =a f(t ) dt + f b _ t: f 1 (//) du (fake un dessin, et conmiencer par le cas ou / est de classe bf 1 ). 

[004227] 


Exercice 4228 Sommes de Riemann 

1. Trouver lim„ >00 - ] ] + - [ 9 -\ h ^ pour k entier superieur ou egal a 2 fixe. 

2. Trouver lim,,^ ^ (y/l(w - 1) + y/2(n - 2) -\ by \n- 1)1 

3. Trouver lim,^ ^ ( 1 + i) (l + =) . . . ( 1 + . 

4. Trouver (1 + f ) 2+cos ( 3te/n) ■ 

5. Donner un equivalent pour n — > °° de Ylk=i 

6. Soit A 1 A 2 . . .A n un polygone regulier inscrit dans un cercle de rayon 1. Chercher lim„^oo ^ T!k= 2 ^i^k- 

Correction ▼ [004228] 
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Exercice 4229 Calcul de limite 


Soit / : [0, 1] -s> M continue. Chercher lim,^ X I Ki<^/(s)/(f) • 


[004229] 

Exercice 4230 Moyenne geometrique 

Soit/: [0,1] — >-M continue. Montrer que (l + ^/Q)) (i + ^/d)) ••• 
n — >> oo. 

(On pourra utiliser : V x ^ x — x 2 ^ lnx ^ x) 

( 1 + «/(»)) “ 

-> exp f t l 0 f(t) dt lorsque 

[004230] 

Exercice 4231 

1 . Montrer que : V jc ^ 0, x — y ^ ln( 1 + x) ^ x. 

2 . Trouver lining IILt ( 1 + U+« 2 ) • 



Correction T 


[004231] 

Exercice 4232 Maximum-minimum 


Soient a,b G M. Etudier la convergence des suites (a„), (b n ) definies par : 


ctQ = a, bo = b, a n+ i = - min {x,b„)dx, b n+ \ = - ma x(x,a n )dx. 

2 Jx =- 1 2 Jx=- i 


Correction T 


[004232] 


Exercice 4233 Integrale de In |jc — e“ 

Pour x 7 ^ ±1, on pose / = f t 2 X 0 In \x — e u \ dt. En utilisant les sommes de Riemann, calculer 1. 

[004233] 


Exercice 4234 Integrale de \f\ 

Soit / : [a,b\ — > M continue. Pour n S N*, on pose /„ 
Montrer que I„ — > jj } =a \f(t)\dt lorsque n — > oo. 


L n— 1 
k=0 


f a k + 1 
Jt=a k 


f(t)dt 


OU Clk 


a + k 


b—a 
n ’ 


[004234] 


Exercice 4235 Usage de symetrie 

Soit / = f t X o d l - Effectuer dans I le changement de variable u = n — t, et en deduire la valeur de I. 

Correction ▼ [004235] 


Exercice 4236 Usage de symetrie 
Calculer I = / f = 0 j^dt. 

Correction T [004236] 


Exercice 4237 Usage de symetrie 

Calculer ln( 1 + tan?) dt. On remarquera que cos? + sin? = \/2cos ( | — ?) . [ 004237 ] 


Exercice 4238 Ecole de Pair 94 


On note I n = / 0 * dx, J n = j f 2 
Montrer que pour tout n € N, on a /„ 


COS tlX . / IS 

cosx ax ' 


2 

= Jn + 


r ^/ 2 cos nx 

JO 2+cosje 


dx. 


1 ) n K n et I n \. i = 4 /„ —I n -\. En deduire /„ en fonction de /;. 
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Correction Y 


[004238] 


Exercice 4239 Calcul d’integrale 
Calculer pour tout neW :I n = J^o iw (nr ) - 

Correction Y [004239] 


Exercice 4240 arcsin et arccos 

• 2 2 
Simplifier J^q a arcsin \ftdt + /“ q A arccos 

Correction ▼ [004240] 


Exercice 4241 Approximation des rectangles pour une fonction lipchitzienne 
Soit / : [a,b] — > M, fClipchitzienne. 

Montrerque rb b ~ a 


JLmdt-^Ufia + k^ 


£ 


K(b—a) 

2n 


[004241] 


Exercice 4242 Approximation des tangentes 

Soit / : [a,b\ — > M de classe c € 2 . On fixe n € N* et on note : a k = a + k^-, a k+ 1 = 


soii/„ = ^Ed/K + 


1. Donner une interpretation geometrique de /„. 


2. Montrer que 


Sij{t)dt-I n 


< 


ttltAoiiM, 


sup |/" 


[004242] 


Exercice 4243 Approximation des trapezes 
Soit / : [a,b\ — > M de classe If 2 . 

1. Montrerque J t i a f(t)dt = (b-a) f -^^ + J t t a {t ~ a ^~ b) f" {t) dt . 

2. Application : Soit / : [a,&] — > R, I = J b =a f(t)dt, et /„ la valeur approchee de I obtenue par la methode 
des trapezes avec n intervalles. Demontrer que \I — I n \ ^ sup l/ "1 . 


[004243] 


Exercice 4244 Calcul de limite 


Etudiez la limite de la suite definie par u n = " — ( n +k ) 2 ' 

Correction Y 

[004244] 

Exercice 4245 Aire sous une corde 



Soit / : [a,b\ — > M de classe If 1 telle que f{a) = f(b) = 0. On pose M ’ = \\f 


1. En majorant / par une fonction affine par morceaux, demontrer que 

2. Quand y a-t-il egalite ? 


iLmdt 




( b ~ a ) 


[004245] 


Exercice 4246 Echange de decimales 

Soit / : [0, 1] — > [0, 1] definie par /(0,nia2fl3 . . . ) = 0, zz 2 «t «3 • • • (echange des deux l eres decimales). 

Montrer que / est continue par morceaux et calculer f t=0 f(t) dt. [004246] 
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Exercice 4247 / /(f) cos(f) dt 

Soit / : [0, 2 tt] — > M convexe de classe ff 2 . Quel est le signe de / = f 2 J* 0 f(t)costdt ? 

Correction Y [004247] 


Exercice 4248 Convexite 

Soit / : M — > M convexe et g(x) = f t x = x ~i fid) dt. Montrer que g est convexe. [004248] 


Exercice 4249 Expression d’une primitive n-'cmc de / 

Soit / : [a,b] — » M continue et g(x) = f t x =a f(t)dt. Montrer que g^ = f. [004249] 


Exercice 4250 Theoreme de division 

Soit / : R -> R de classe <€ n+p telle que /( 0) = /'( 0) = • • • = (0) = 0. 

On pose g(x) = pour x / 0 et g(0) = 

1. Ecrire g(x) sous forme d’une integrate. 

2. En deduire que g est de classe ( if p et | g^ (x) | ^ (p+»)! sup{|/^ )i+ ^^ [tx)\ tel que 0 f ^ 1}. 

[004250] 


Exercice 4251 Fonction absolument monotone 

Soit / : [0,a[ — > M de classe telle que / et toutes ses derivees sont positives sur [0,a[. 


1. Montrer que la fonction g n : x* 


ZH [ T(x 


0-/(0) pSy 


est croissante. 


2. On fixe r £ ]0,a[. Montrer que la serie de Taylor de / converge vers / sur [0,r[. 


Correction Y 


[004251] 


Exercice 4252 Deuxieme formule de la moyenne 
Soient f,g: [a.b — >• M continues, / positive decroissante. 

On note G(x) = f x =a g(t)dt, et 

M = sup{G(x), x £ [a,b]} m = inf{G(x), x £ [a,b]}. 

1. On suppose ici que / est de classe ‘i/ 1 . Demontrer que mf{a) ^ f t b =a f{t)g{t) dt ^ Mf(a). 

2. Demontrer la meme inegalite si / est seulement continue, en admettant qu’elle est limite uniforme de 
fonctions de classe 2? 1 decroissantes. 

3. Demontrer entin qu’il existe c £ [a,b] tel que f b =a f(t)g{t)dt=f(a)tf =a g{t)dt. 

[004252] 


Exercice 4253 Inegalite de la moyenne 

Soient f,g : [a,b\ — > M continues, / decroissante, et 0 ^ g ^ 1. On note G(x) = a + f, x =a g(t)dt. 

Demontrer que f t b =a fg(t)dt / J t ab] f(t) dt. 

[004253] 


Exercice 4254 Une inegalite 

Soit / : [a,b\ — » M de classe ‘i/ 1 telle que f(a ) = 0 et V t £ [a,&], 0 ^ f(t) ^ 1. Comparer J t b =a f^(t)dt et 



On introduira les fonctions : F(x) = f t x =a f(t)dt, G{x) = f? =a f^{t)dt, et H = F 2 — G. 
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Correction T 


[004254] 


Exercice 4255 Integrates de Wallis 
On note /„ = cos" t dt. 

1. Comparer /„ et f^sin n tdt. 

2. En coupant [0, *] en [0, a] et [a, * ] , demontrer que I n — > 0 pour n — > 

3. Chercher une relation de recurrence entre /„ et I n+ 2 . En deduire h_k et hk+\ en fonction de k. 

4. Demontrer que «/„/„_ 1 = 

5. Demontrer que I„ ~ 1 et en deduire un equivalent simple de I„ puis de C/ pour /i — >• 00 . 

[004255] 


Exercice 4256 Norme L°° 

Soit / : \a. b\ — > M + continue non identiquement nulle. On pose /„ = f t b =a f n (t)dt et u n = \JT n . 

Soit M = max{/(x) tel que a ^ x ^ b} et c E [«,&] tel que /(c) = M. 

1 . Comparer M et u n . 

2. En utilisant la continuite de / en c, demontrer que : V £ G ]0,M[ il existe 5 > 0 tel que l n ^ 8(M — e) n . 

3. En deduire lim, )H ,oo u n . 

[004256] 


Exercice 4257 Lemme de Lebesgue 

Soit / : [a,b\ — > M continue. Mon tier que J t b =a f(t) cos (nt)dt — > 0, (lorsque n — > 00 ) . . . 

1. si / est de classe c to X . 

2. si / est en escalier. 

3. si / est continue. 

[004257] 


Exercice 4258 Plus grande fonction convexe minorant / 

1. Soit (/•) une famille de fonctions convexes sur un intervalle I. 

On suppose que : V jc 6 /, f(x) = sup(/-(x)) existe. Montrer que / est convexe. 

2. Soit / : / — > M minoree. Montrer qu’il existe une plus grande fonction convexe minorant /. On la note /. 

3. Soit / : [0, 1] — > M + croissante. Montrer que J t l =0 f(t)dt / \ \i_ {) f(t)dt (commencer par le cas oil / est 
en escalier). 

[004258] 


Exercice 4259 Centrale PC 1998 
Soit / : [ci,b\ — > M + * continue. 

1. Montrer qu’il existe une subdivision de [a,b\ : a = xo < x\ <■■■ <x n =b telle que : 

V*€ [[O.n-1]], j^J(t)dt = \Sl a f(t)dt. 

2. Etudier lim,,^ f(x k ). 

Correction ▼ [004259] 


Exercice 4260 Mines MP 2000 
Soit / : M — > 
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[004260] 


declasse C 1 , 2n periodique, ne s’annulant pas. Montrer que 1(f) = 2 7 J (| >7r y est un entier. 

Correction ▼ 


Exercice 4261 Fonctions affines 

Soit E = tf([a,b]), et F = {/ <E tf 2 ([a,b}), tel que f(a ) = f (a) = f(b ) = f'(b) = 0}. 

1. Soit / e E. Montrer qu’il existe g£F verifiant g" = f si et seulement si f^L a f(x) dx = J^ =a xf(x) dx = 0 . 

2. Soit / E E telle que f['_ a f(x)g”(x) dx = 0 pour toute fonction g e F. Montrer que / est affine. 

Correction ▼ [004261] 


Exercice 4262 Mines MP 2001 

Soit a <0 < b et / continue sur [0, 1], a valeurs dans [a,b\ telle que f 0 f = 0. Montrer que Jq f 2 7 —ab. 

Correction ▼ [004262] 


70 Primitives 

Exercice 4263 Fractions rationnelles 


x 3 -l 

1 

(-F-1) 2 

1 

A' 3 ( 1 +X 3 ) 

r+x+l 

(F-l ) 2 

1 

1+x 4 

A 2 

1+X 4 

(x 4 +l ) 2 
x 2 +x+l 
x 3 — 2x— 4 
x 2 — 4 

x 6 — 2x 4 +x 2 

1 


x 20 -l 


5 ln I' 


-|ln|x 


- 1 1 — S ln (^ 
- !| + 5 


‘2? + 6 ln 


3 

4(x— 1 


a — xH-l 

w 

i 


+;c + 1 )-73 ai ' ctan (vr) 

' 3V3 arCtan ( 2 73 i ) 

nv in 


4^2 ln 

4f2 ln 
arctan x 2 

A 


1 y^9 

10 L*k= 1 
1 


; ln(x 2 +* + 1) + ^ arctan (^±!) - 3^ 
^ arctan f 2 ^ 1 ] 

+ ^3 [arctan(l +xa/2) — arctan(l — xs/2)\ 
+ [arctan(l +xa/2) — arctan(l —xs/2)] 

~ ^ 4 (x 4 +l) 

r — 2 | + ln(x 2 + 2 x + 2 ) — ^ arctan(.r + 1 ) 

3x 1 1 1 1 „ x— 1 
x 2 -l) + 4 ln x+1 

2 .x cos to + 1 ) - 


(x—a) n (x—b) {b— a) n 


) 4(x+l) 

1+xa/2+x 2 
1 — x\/2+x 2 
1 — xy/2+x 2 
1 +x\/2+x 2 

X 2 

+ 4(x 4 +l) 

— In I V — 2 1 4 — — 

10 14^20 

4 1 3x 1 Hi 

x + 2(x 2 — 1) + 4 m 

2 cos toln(x 2 
l n x=k -i-V" -1 ■ 

m x—a FLk=i , 


- sin k n : 


[004263] 


Exercice 4264 Fonctions trigonometriques 


1 

sinxsin4x 

tanx 

1+tanx 

cos.r\/cos2.r 

1 

sinx+sin2x 

1 

cosxcos2x 

1 

sinx-^/ sinx(l+sinx) 

a sinx 

cosxv cos 2 x—a 2 sin 2 x 


1 


+ 5 In 


4sinx 1 8 


| — j In | cosx + sinx 
sinx\/cos2x 


1— sinx 

1 In 

1— \/2sinx 

1+sinx 

272 ln 

l+\/2sinx 


f -K= arcsin(v / 2si 


sinx 


2 272 

gln(l — cosx) + ^ ln(l + cosx) — |ln| 1 + 2 cosx| 
\/ 2 argth(\/ 2 sinx) — argth(sinx) 

_)_ y /2 arctan 


-2 


— arctan 


1— sinx 
2sinx 


(poser u= 1 / sinx) 


u 


cos ^x—ar sin x 


[004264] 


Exercice 4265 Radio aux 
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jcH-1 

y/x 2 — 3x+2 
4x-3 

\/ —Ax 2 +\2x—5 

1 

2x—x 2 + \j2x-x 2 

1 

2+\/l+x+y/3 — x 

2+yJx+3 

l+V*+4 

x + \J a 2 +x 2 

(x + Vcfi+x 2 ) 11 

1 

tyl+x 3 


Vx 2 — 3x + 2 + fin 2x — 3 + 2\/x 2 — 3x + 2| 
— \/— 4x 2 + 12x — 5 + | arcsin(x — 3/2) 

1 — V 2x—x 2 


x— 1 


VT+x— V3 — x — arcsin^^j (poser x = 1 +2cos<p) 

(V^+3 + 4)(Vx + 4-2) - 41n(l + v^+4) + ln(\/x + 3 + \/x + 4) 
(< + ^ )2 + ^ln(jc + v^+^) 


(,+vfer 1 + 2 a2 (, + vg+?)-‘ (n/1) 


l ln 


2jn • 1) 
» 2 +»+l 
(w-1) 2 


— arctan 4 m+1 , u = y/\ + 1 /x 3 (poser v = 1/x 3 ) 


V3 


[004265] 


Exercice 4266 Diverses primitives 


x^lnx 
ln(l +x 2 

x 2 +a 


x 2 +l 


arctan V 


1-4) e l / x 


fp5 (x + 2) arctan — in (\/x+T + x/x + 3 ) 



x e 


4+1 t/ 11 -* 4+1 / 

xln(l + x 2 ) — 2x + 2arctanx 

f ((2x + (a — 1) arctanx) arctanx — ln(l +x 2 )) 

xe l / x 

xtanx + ln| cosx| 

2 arctan \J e x — 1 


x arc sin 


t 

v/e r — 1 

arctan 
arcsin 

^arcsin.* 

x(cos 2 

(x 2 +x+ l)e 2x cosx (^ + 55 + ^)e 2r cosx + (y — 



yy - yjx + arctan ■ 


yf ((3 — 5x)cos2x + (4+ 10x)sin2x — 25(x+ 1)) 


B + ^)e 2r sinx 


[004266] 


Exercice 4267 Integrates definies 


Jt-i) COS 4 1 dt = ff 
S^l-n/2 S ^ n2 f cos3 f dt = B 

t 2 cost dt = ^ —2 
S?l- n / 2 ?2 sin t cos 2 tdt = 0 


r ?r /2 sinr 


dt = % 


r' 1 /- 

Jt=0 1+cos -t u ‘ 4 

rx/2 d t _ . 

Jt=0 1+sinr 

/2{, 2 iiiS&* = -7l‘»(v / 2-l! 


rft / 2 sin 2t i. 4(2— (»+2)\ I -a) 

■Jt=0 y/l — asinr 3« 2 

j'^ Q t\ntdt = -4 
/ ( ^ 0 ai'csintr/t = 4 — 1 

V 3 2t dt - 4 In 4 

Jt = 0 (i +/ 2)(3 +/ 2) Ul ~ 2 111 2 

/io^^ = f-i-lnV 2 

X=0 dt = 2— j 

Jt 4(£l=2 + 21n2' 

Xlo 17^1 * = 4 - 2 v^+T + 4 in 


f t L 


/e'+\ 

1 ln(l— q 2 f 2 ) , _ 


ve+i+r 

V2+1 


r/t = nln ] , " — ln(l — a 2 


-2 
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r 1 dt n 4 \ 

Jf=0 2 +v ^Z? _ 6 ^ yV 

ft =- 1 f +^+i = ln ^ + V^) + \/2 

ft—— i v / TT7 I dt = ln(l + \/2) + a/2 


[004267] 


71 Integrate generalisee 

Exercice 4268 Etude de convergence 


dt 


- (cv) 


r+°° 

. 1—00 

irf^dt (dv) 

Jo tst* ( cv ssi « > - l) 

J^” dlnOdnlnO ( dv ) 

/o + °° ln (l+?) dt (dv) 

Jo + “ ( 2 + ( f + 3 ) ln ( *$) ) (cv) 

Jo + “ ( cv ssi «> !) 

So j^t (jJ v ) 

j+oo (f+ -f dt ( cv ss i o < /3 — a < 1 ou a = 0) 
Jo + °° sin(f 2 ) dt (cv) 
fo 5^57 ( cv ) 

(dy) 

Ji + “ ( cv ssi 0 < a < 1) 

fo dt ( cv ssi a < j8 + 1) 

/ 0 +oo t“(l — e 1 v//) dt (cv ss i — 1 < a < —5) 

/o sin (7) 


<? l tt k dt (cv) 


[004268] 


Exercice 4269 Fractions rationnelles 


r+“ rff 
JO (l+,2)2 ■ 
r+°° dt 
J -00 t 2 +2t+2 
r+“ rff 
(1+f 2 ) 4 


/d 

r+“ 
J —CO 

fo 

ff 


_ k 
~ 4 

= K 
- 5® 
" 32 


dt 


n 


(f 2 +l)(l 2 — 2t cosa+1) 
r+°° 2f 2 +l j, _ 3k 
Jo ((2+1)2 ar — 4 

r+°° t 2 dt _ k 

1+ I Q I 

r+°° dt K 

JO l+ ( ‘t — 2s/2 

r+°° t 2 dt K 

JO l+( 4 — 2 V 2 

r+°° dt _ 4-n 

J 1 f 6 (l+d°) ~ 20 


2 sina 


[004269] 


Exercice 4270 Fonctions trigonometriques 


dt 


•2n 

0 2+sinf 
2 dt 


2 n 
V3 


fc 

f n K2+M^=^V2 
fo /2 y/tontdt = /o+°°T7F = 3> 
fc " 


1 +t 4 

_ 7T+31n(3/2) 

3tan/+2 13 


*/2 dt 
0 


V2 
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[004270] 


r7l dt _ 7l(a+b) 

JO (asin 2 t+b cos 2 1) 2 2 \fab i 

cos? In (tan?) dt = — ln(l + \fl) 


Exercice 4271 Radicaux 


r 10 dt _ 9 
J 1 #=* ~ 2 

r b dt = n 

Ja y/(t -a)(b-t) 

fc 


1 t 5 dt 

0 ,/W 


_ 8 _ 

15 


dt 


r l 

(l+t 2 )Vl=F V2 

r 1 dt K 

JO (4-( 2 )vT^-d _ 4\/3 
fl tdt _ 2n_ 

J ° ^(1-0(1+30 

f 1 dt _ 7l\/4 

J 0 (1 +r)v / i 2 =P _ v/3 

Jf! arctan \/\ — t~dt = Kl ~ ^ 11 


+ 1 

9v/3^3 


fl 


-)-oo 


fc 


-)-oo 


dt 

fv/d°+f 5 +l 
dt 


= > i + 4 


v/3 


0 (1+f 2 )^/ 


71 

V2 


[004271] 


Exercice 4272 Exponentielles 


e' dt 


r+“ 

32 (e 2 '— 5f r +6)(^'^l) 


= In 


fc 


-)-oo 


dt 


o ch 4 f+sh 4 ; 


ln(y/2+l) 

V2 


e --2 


\/ e 4 — 4e 2 +3 I 


[004272] 


Exercice 4273 Divers 

Jf^te-^dt = 12 
J ( ] arcsin tdt = f — 1 
fo ^kldt = -2 In 2 

f+“ Plnf _ 

Jo — 


o (1+d) 3 ~ 32 

/ ( | r2 lnsin?c/f = — 

fo ^T^t d* = 4 In 2 — 4 (n = \/ l — ? ) 

/o +00 i5i2* = 0 ( M = 1 A) 
■^ ( i + ^ A = ln2 -f(“ = 

fo 1 TT+i+TT^ = v / 2 + ln(\/2- 
/ 0 +o °ln^l + <7? = fl7T 

r+°° i„ I l+f I tdt 



f+°°i n J+L 

Jo m 1-/ 


(a 2 +t 2 


2|«|(a 2 +l) 


[004273] 


Exercice 4274 Centrale PC 1999 

Soit (a/;) une suite de reels telle que Y!k=o a k = 0- Etudier la convergence de / f= o L*=o a * cos ( a ^)^- [ 004274 ] 


Exercice 4275 ChimieP91 
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Existence et calcul de f(x) = Jq t ^ os f • 

Correction ▼ [004275] 


Exercice 4276 Chimie P 1996 

Convergence et calcul de f t= q ^ (on pourra decomposer l’integrande en somme d’une serie de fonctions). 

Correction T [004276] 


Exercice 4277 Calcul par recurrence 

On pose /„ = f t %) cos(2 nt) ln(sint) dt ( n £ N*). Calculer 2/?/„ — (2n + 2)7, 1+ i et en deduire /„ en fonction de n. 

Correction ▼ [004277] 


Exercice 4278 Calcul par recurrence 

Soita£]0,7r[et/„ = / f : o ^|^. 

Calculer I n + I n+ 1 en fonction de I n+ \ puis exprimer /„ en fonction de a et n. 

Correction T [004278] 


Exercice 4279 Calcul par recurrence 

Calculer par recurrence : /,, = f. * 1 n , 4= 

r {/P(i-f) 

Correction T [004279] 


Exercice 4280 Mines-Ponts 1999 
Calculer l n = /+“ (f+1)(f+ %...(r+ B ) - 

Correction Y 


[004280] 


Exercice 4281 Calcul de / ( “sin t/tdt 

1. A l’aide d’une integration par parties, montrer que ^ dt = / ( _^ dt. 

2. Montrer que I, , = dt est comprise entre A„ = J^ 2 S1 ” 2 n? dt et 7?„ = J ( ^ 2 cotan 2 / sin 2 nt dt. 

3. Calculer A„ +A n+ 2 — 2A„ + i et A„ — B„. En deduire les valeurs de A„ et B n en fonction de n. 

4. Lorsque n —>■ ° o montrer que ^ — > J = J] j)) dt et donner la valeur de cette derniere integrale. 

Correction Y [004281] 


Exercice 4282 / ( “ periodique /tdt 

Soit / : M — > M continue, periodique de periode T > 0. On note m = ^ J t T =Q f(t)dt. Montrer que f t 2j — p-dt 
converge si et seulement si m = 0. [ 004282 ] 


Exercice 4283 / 0 “/(t)/tdt 

Soit / une application continue de [l,+°o[ dans M. Montrer que si P integrale j t J' l f(t)dt converge, il en est de 
meme de P integrale J ( +“ dt. On pourra introduire la fonction F(x) = J t x =l f(t)dt. [004283] 


Exercice 4284 Polynomexe -f 

Soit tp : M„[X] — > R n+l ,P (no, . . ,,a„) avec a = f t +Q e~ t t k P(t)dt. 

1. Justifier l’existence de tp. 

2. Montrer que (p est un isomorphisme d’espace vectoriel. 
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[004284] 


Exercice 4285 Constante d’Euler 


Calculer 1“ '—^dt en fonction de la constante d’Euler. 

Correction ▼ 

Exercice 4286 Constante d’Euler 

[004285] 

Soit 7 la constante d’Euler. Montrer que . . . 

1. e~’\ntdt = — 7 . 

2. sU dt = 7. 

3- f t= 0 ( ( +ln(l -t)) dt -Y- 

Correction ▼ 

Exercice 4287 Sommes de Riemann 

[004286] 

Soit / : [a,b[^t M + continue croissante. On pose S n = >2 ^ L Y!k-of(u + ■ 

1. Si fl’_ ll f(t)dt converge, montrer que S n -X j l h _ a f(t)dl lorsque n -x °o. 

2. Si f(t)dt diverge, montrer que S n — > +°° lorsque n -> 00 . 

Exercice 4288 Sommes de Riemann 

[004287] 

Calculer l.m :M » ^ + • • • + 

Correction T 

[004288] 

Exercice 4289 Comparaison serie-integrale 



Soit / : [0, +°°[ — > M continue decroissante telle que f + °° fit) dt converge. 

1. Montrer que la serie Lr=o/W converge et encadrer le reste : £”=„/(&) a l’aide d’integrales de /. 

2. Application : Pour a > 1, donner un equivalent pour n — > °° de £“ =)) p?. 

[004289] 


Exercice 4290 Comparaison serie-integrale 


Soit / : M + — > M. On pose, sous reserve de convergence, g(t) = £“ =0 f(nt) pour t > 0. 

1. Si / est monotone et integrable, montrer que g(t) existe pour tout t > 0 ct que Ton a tg(t) - 
lorsque t — > 0 + . 

2. Meme question en supposant / de classe C S A et /,/' integrables. 

3. On suppose maintenant / de classe 2? 2 et /, f, f" integrables. 

Montrer que g(t) = \ / u to/( M ) du + ^ + °^0+ (0- 

->Ju=of( u ) du 

Correction T 

[004290] 

Exercice 4291 Valeur moyenne d’une variable aleatoire a densite 

Soit / : [0, +°°[ — » M + continue telle que dt converge. On pose F(x) = dt. 

1. Justilier l’existence de F(x), et montrer que F(x) = j pour x — > +°o. 

2. Montrer que j^F(t)dt = f t ~^tf(t)dt. 
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[004291] 


Exercice 4292 / 0 “ f{t)/t 2 dt 

Soit / : M + — > M + une fonction de classe c <o l verifiant : 3 a > 0 tel que V x ^ 0, f{x) ^ a. Montrer que 
fft 7 dt diverge. 

[004292] 


Exercice 4293 x(f(x) — f(x+ 1)) 

Soit / : [1, +oo[ — > M+ une fonction decroissante telle que f t Z^f(t) dt converge. 

Montrer que xf(x) — > 0 lorsque x — » +°o, puis que f t Z^t(f(t) — f(t + 1 ))dt converge, et calculer la valeur de 
cette integrate. 

Correction ▼ [004293] 


Exercice 4294 f(\t — \/t\) 


Soit / : [0, +°o[ -» M + une fonction continue telle que f t J£f(t) dt converge. 


Montrer que /+“ f(t) dt = / H to/ 


u — 


du. 


[004294] 


Exercice 4295 (f(ax) — f(x))/x 


1. Soit / : ]0, +°°[ — > M une fonction continue telle que 


f(x) ->• l 

f{x) si x — * 0 + — > L si x 
Pour a > 0, etablir la convergence et calculer la valeur de c fo 

2. Application : Calculer f t0 ^ dt. 


-l-oo. 


Correction T 

[004295] 

Exercice 4296 f(t + a) — f(t), Ensi PC 1999 

1. Soit / : M + — > M + continue ayant une limite finie en +°o. Montrer que + 

2. Calculer (arctan(f + 1) — arctan (t))dt. 

— f(t))dt converge. 

Correction T 

[004296] 

Exercice 4297 Valeur moyenne 

Soit / : M — > M continue par morceaux telle que f t tZoo \f(t)\dt converge. On pose F(x) = 
Montrer que dt = dt. 

Demontrer le meme resultat en supposant seulement la convergence de J t ~^l„f(t)dt. 

lJ£-i f(t)dt. 

Correction T 

[004297] 

Exercice 4298 ( Jtf(t)dt)/x 

Soit / : [0, +°°[ — * M continue telle que f(t) dt converge. Montrer que j. f t x =0 tf (t ) dt - 

-> 0 lorsque x — > +°o. 

Correction ▼ 

[004298] 

Exercice 4299 / uniformement continue 



Soit / : [0, +°°[ — > M uniformement continue telle que f t Z^f(t) dt converge. 

1. Montrer que /(f) — >■ 0 lorsque t — > +°o(raisonner par l’absurde). 

2. Si / est positive, montrer que J t Z^f 2 {t) dt converge. 
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3. Donner un contre-exemple si / n’est pas de signe constant. 


[004299] 


Exercice 4300 / decroissante =$■ xf(x) —r 0 

Soit / : [0, +°o[ — > M continue telle que J /= q f(t ) dt converge. 

1. Si f{x ) —> L lorsque x — y +°o, combien vaut L ? 

2. Donner un exemple ou / n’a pas de limite en +°o. 

3. Si / est decroissante, montrer que xf(x) -X 0 lorsque x — > +°o. 

[004300] 


Exercice 4301 fe ' /l.dt 

On pos ef(x) = f t t~ e —dt. 

1. Chercher lim JC _ >+< x,/(jt). 

2. A l’aide d’une integration par parties, donner un equivalent de f(x) pour x -x +°°. 

3. Donner un equivalent de f{x) pour x — > 0 + . 

Correction T [004301] 


Exercice 4302 Integrate de Gauss 

1. Montrer que pour 0 ^ x ^ y/n on a : ^1 — ^ j ^ e ^ et pour x quelconque : e~ x ~ ^ + f") 

2. Calculer les integrales I n = [ I — ‘ n j dt ct ./„ = { 1 + ' n j dt cn fonction des integrales : K p = 

It= $cos p tdt. 

3. On admet que K p ~ \ph P 9 uan d p — > °°- Calculer dt. 

Correction Y [004302] 


Exercice 4303 Integrales de Gauss 


On admet que e dt = ^ . Calculer les integrales : /„ = f t t£ e t ~t ln dt pour n 6 N. 

Correction Y 

[004303] 

Exercice 4304 Mines-Ponts MP 2005 

Nature et calcul de f x exp (x — ^ dx ? 


Correction Y 

[004304] 


Exercice 4305 

Existence de f x sinf.r 4 +x 2 +x) dx. 

Correction Y [004305] 


Exercice 4306 cos (P(t)) 

Soit P un polynome a coefficients reels de degre superieur ou egal a 2. Montrer que f t= g cos(P(t))dt converge. 

Correction Y [004306] 


Exercice 4307 Ensi PC 1999 


Soient I = t J = ./To (i+S) d (i+u") (n e 


222 


[004307] 


Prouver que ces integrates convergent, qu’elles sont egales et les calculer. 

Correction T 


Exercice 4308 / et f" de carres sommables 

Soit / : M — > M de classe ^ 2 telle que f 2 {t)dt et f" 2 (t) dt convergent. Montrer que f t t£ f' 2 (t)dt 
converge. [004308] 


Exercice 4309 /' ^ 1, Ulm 1999 

Soit / : M + — > M + de classe c £ x , integrable. 

1. On suppose f ^ 1. Montrer que f(x) — > 0 lorsque x — » +°o. 

2. Est-ce encore vrai si on suppose seulement f ^ 1 + g avec g integrable ? 

[004309] 


Exercice 4310 Integrates emboitees 

Etablir la convergence et calculer la valeur de J f t ~L “ dt dx. 

Correction Y [004310] 


Exercice 4311 Centrale MP 200 1 

Soit / de classe 2? 2 sur M + a valeurs dans M telle que / 2 et f" 2 sont integrables sur M + . Montrer que ff" et f 2 
sont integrables sur M + , que / est uniformement continue et qu’elle tend vers zero en +°o. 

Correction Y [004311] 


Exercice 4312 X MP* 2000 


Donnez un equivalent pour x —f +°° de 

Correction Y 


su 


dt. 


[004312] 


72 Integrate dependant d’un parametre 

Exercice 4313 Calcul de limite 
Chercher lim T ^o f 2x cosfl ° (1+f 1 dt. 

x ^vjt-x sin~ t sh? 

Correction Y [004313] 


Exercice 4314 Calcul de limite, Ensi P 90 

o i 2 

Calculer les limites : linq _ >0 f x x ^ dt et lim r _ >0 X J ( j -E_ dt. 

Correction Y [004314] 


= y + tp{t) avec (p prolongeable par continuite en 0, done lim r _>o J v ’ 1 yytey dt = In 3. 
y^ 37 = l 1 + o(f 2 ) done I i m t _>o 4, Jo jr^dt = Exercice 4315 Calcul de limite 

Chercher lim^ +00 4 jf = + x . 

Correction T [004315] 


Exercice 4316 Calcul de limite 

Chercher lim,^ 0+ J x l x ££- t . 

Correction Y [004316] 
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Exercice 4317 Serie d’integrales, Esem 91 

Etablir la convergence et calculer la somme de £“ =1 (—1)" /o + °° 

Correction T 

[004317] 

Exercice 4318 sin(t) /{t+x) 

1. Prouver l’existence pour x > 0 de / (x) = f t= q dt. 

2. Determiner lim A , . t(x). 


Correction T 

[004318] 

Exercice 4319 Calcul de limite 

Soit / : [0, 1] — > M continue. Chercher 1 i nq ._ >0 1 f t = 0 dt. 

Correction T 

[004319] 

Exercice 4320 Calcul d’equivalent, Mines 1999 

Donner un equivalent pour .r — > +°o de dt. 

Correction T 

[004320] 

Exercice 4321 Calcul de limite 

Soit a > 0. Donner le DL en x = 1 a l’ordre 3 de f(x) = Xt=alx ip+p 

Correction T 

[004321] 

Exercice 4322 (f f x ) 1 / Jr 


Soit / : [a,b\ — > M + continue. On pose cp(x ) = ^J t b =a {f(t)) x dij 


1. Montrer que (p(x) —r max(/) lorsque x -X +°o. 

2. On suppose f > 0 etb — a = 1. Montrer que (p(x ) — > exp ^ J t b =a In (f(t))dt^ lorsque x — > 0 + . 

Correction ▼ 


[004322] 


Exercice 4323 t n f(t) 

Soit /„ = f t L 0 t" ln(l +t 1 2 3 )dt. Montrer que I n — > 0 lorsque n — > °o. 


[004323] 


Exercice 4324 t n f{t) 

Soit/: [0, 1] — > M continue. Montrer que jj =Q t n f{t)dt = +°^)- 

[004324] 


Exercice 4325 f(t n ) 

1. Soit / : [0, 1] — » M continue. Montrer que / f Lo f{t n )dt -» /(0) lorsque zi — >■ °o. 

2. Chercher un equivalent pour zj — » °o de f t=0 . 

3. Chercher un equivalent pour zz — > °o de — 1 + f t=Q \J 1 + t n dl . 
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Correction T 


[004325] 


Exercice 4326 f(t n ) 

Donner les deux premiers termes du DL pour n — y °° de I n = 

Correction ▼ 

r 1 dt 

h= o l +t" ■ 

[004326] 

Exercice 4327 f(t n ) 

Donner les deux premiers termes du DL pour n — y °° de /„ = 

Correction T 

fl 0 Vl+t n dt. 

[004327] 

Exercice 4328 f(t n ) 

Chercher un equivalent pour n — > °° de / ; * ! l /,! \/ 1 +t" dt. 

Correction T 


[004328] 

Exercice 4329 Calcul de limite 

Determiner 1 i m,,,^ d x . 


[004329] 


Exercice 4330 Calcul de limite 

Soit / : [0, 1] — > M continue. Determiner \im n ^ oo J t ] =0 nf(t)e~ nt dt. 

Correction T [004330] 


Exercice 4331 (1 —x/n) n , Ensi PSI 1998 

Soit x £ \0.n], Montrer que (1 —x/n) n ^ e~ x . En deduire I i m„ ><X) f" =0 ( I —x/nfdx. 

Correction T [004331] 


Exercice 4332 Equation integrate, Ensi P 91 

Determiner les fonctions / £ ^°(M, M) telles que : V x £ M, f(x) + Jq(x — t)f(t) dt = 1 . 

Correction ▼ [004332] 


Exercice 4333 tan" t, Ensi Physique P 94 

On pose /„ = Jq'' 4 tan" t dt. 

1. Montrer que /„ — > 0 lorsque n oo. 

2. Calculer l n en fonction de n. 

3. Que peut-on en deduire ? 

Correction T 


[004333] 

Exercice 4334 Calcul de limite, Ecole de Pair 94 

Chercher lim„_ WJ f Q l dt. 

Correction ▼ 


[004334] 

Exercice 4335 Approximation de la mesure de Dirac 

Soit / : [a,b] — > M + continue atteignant son maximum en un unique point c £ ]a. 
1 . Soit /d > 0 tel que [c — [d , c + fd ] C [a,b\. Chercher lim,,^^ ( J t b =a f n (t) dt > 

.*[■ 

1 sdc^mA- 
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2. Soit g : [a, b\ — > M + continue. Chercher lim„^oo ^ ' f t b =a f" (t)g(t) dt j f, b _ a /" (f ) dt^j . 


Correction ▼ 


[004335] 


Exercice 4336 Equation integrate 

Soit / : [0, +°°[ — > M + continue telle que f(x) J t x = of 2 (t)dt — > l / 0 (lorsque x — > +°°). Trouver un equivalent 
de / en +°o. 

Correction ▼ [004336] 


Exercice 4337 Convolution 

Soient f,g : M — > M continues et a,b E M. On pose <p(x) = J t b =a f(t)g(x — t)dt. 

1. Montrer que (p est continue et que si g est de classe < rf k , alors (p Test aussi. 

2. Montrer que si / est de classe ’if 1 (et g continue), alors (p est aussi de classe . 

[004337] 


Exercice 4338 Convolution (Mines MP 2003) 

Soient f,g G 'if ([0, +°o[,M). On pose h(x) = J t x = of(x — t)g(t)dt. 

1. Existence et continuity de h. 

2. Peut-on inverser / et g ? 

3. On suppose / integrable sur [0, +oo[ et g bornee. Montrer que li est bornee. 

4. On prend f(x) = — et g(x) = cos (ax) avec 0 ^ a ^ 1. li est-elle bornee (on pou rra etudier les cas a = 0 
et a = 1) ? 

Correction T [004338] 


Exercice 4339 Calcul d’integrale 

1. Calculer <p(a) = f t Lor+ar 

2. En deduire la valeur de f r l = 0 (1 ^ )2 . 

Correction ▼ 

[004339] 

Exercice 4340 Fonction definie par une integrate 

On pose (p(x) = f/ =0 e A/ ' dt. 

1. Montrer que (p est de classe 'if°° sur R + *. 

2. Verifier que (p"(x) = 

[004340] 


Exercice 4341 Fonction definie par une integrate, Mines 1999 

Soit 1(a) = /+« dx. Montrer que 1(a) existe et definit une fonction de classe ‘if 1 sur ]0, 1 [. Ecrire 1(a) 
comme somme d’une serie. [004341] 


Exercice 4342 Fonction definie par une integrate 
On pose pour x ^ 0 : f(x) = ln ^ + ^ - 1 dt. 

Calculer explicitement f'(x) et en deduire fix) (on calculera /( 0) a l’aide du changement de variable u = 1 /t). 

Correction T [004342] 


226 


Exercice 4343 Fonction definie par une integrate 
On pose7(x) = ln(cos 2 f +x 2 sin 2 f)<7f. 

1. Montrer que 7 est de classe 'if 1 sur M + *. 

2. Calculer l'(x) et en deduire 7(x). 

Correction ▼ [004343] 


Exercice 4344 Integrate de Gauss 

/ jC 2 \ 2 j ^ ^ _| _^2 ^ 

On considere les fonctions definies par : /(x) = ( f t x =0 e dt J et g(x) = J t=0 e 1+f2 — dt. 

1. Montrer que / et g sont derivables et calculer f et g' . 

2. Montrer que /(x) +g(x) = | pour tout x £ M + . 

3. En deduire la valeur de J t Z dt. 

Correction T 

[004344] 

Exercice 4345 Integrate de Gauss, Ensi PC 1999 

On donne : f t Zo e 1 dt = F, 71 . Existence et valeur de f t Zo e ' r h " 2,/,v: dt. 

Correction ▼ 

[004345] 

Exercice 4346 Fonction definie par une integrate 

1. Soit /(x) = f+oe f cos(2xt) dt. Prouver que 7 est de classe c £ l sur M. 

2. Chercher une relation simple entre 7 et F . 

3. En deduire la valeur de 7(x) ^on admet que 7(0) = 2 )- 

Correction ▼ 

[004346] 


Exercice 4347 Fonctions definies par des integrates 

On pose, pour x reel, F(x ) = f t t q dt et G(x) = dt. 

1. Montrer que les integrates F(x) et G(x) convergent absolument pour tout x reel et que F(x) = |x|F( 1 ). 

2. Montrer que la fonction F — G est de classe ‘if 1 sur M. En deduire que G est ‘if 1 sur M* et n’est pas 
derivable en 0. 

[004347] 


Exercice 4348 Theoreme de division des fonctions 


Soit / : 


de classe et g(x) = 


' m-m 

./( o) 


si x / 0 
si x = 0. 


Verifier que g(x) = J t l =0 f'(tx) dt. En deduire que g est de classe 2f“. 

Montrer de meme que la fonction gk'-x i— ^ ^/(x) — /( 0) — xf'( 0) 

fonction de classe 2?“ en 0. 


. _ 

(*— 1 ) ! V 


se prolonge en une 


[004348] 


Exercice 4349 y" +y = f 

Soit / : M — > M continue. On pose g(x) = f x =0 f(t) sin (x-t)dt. Montrer que g est l’unique solution de F equation 
differentielle : y" + y = /(x) telle que y(0) = y' (0) = 0. 
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[004349] 


Exercice 4350 Fonction definie par une integrate 


Soit / : M — > M continue. On definit pour x E M* et y e M : g(x, y) = j /,= v /(t) dt. 

1. Montrer que g peut etre prolongee en une fonction continue sur M 2 . 

2. On suppose de plus / derivable en 0. Montrer que g est de classe “if 1 . 

Correction Y 

[004350] 


Exercice 4351 Fonctions definies par des integrates 
Construire les courbes representatives des fonctions suivantes : 

1 - f(x) = f t n J^ /2 \x + t\smtdt. 

2- = 

3 - = r 

4 - /(*) = ftlo j£- 

5 - f{x) = f t % 2 xexp 

6- /W = /io^*. 

Correction Y [004351] 


Exercice 4352 Fonction definie par une integrate 

Montrer qu’il existe un unique reel x € [0, n tel que /^ =0 cos(jcsin 0) dO = 0. Calculer une valeur approchee de 
x a 10~ 2 pres. 

Correction Y [004352] 


Exercice 4353 Developpement en serie, Ensam PSI 1998, Mines MP 1999 

Soit/(a) = /+of^^. 

1. Justilier l’existence de 1(a). 

2. Determiner les reels a et b tels que : 1(a) = £” =1 h ° n i- 

3. Donner un equivalent de 1(a) quand a — »• +°o. 

Correction Y [004353] 


Exercice 4354 Formule de Stirling 

Montrer que r(x+ 1) ~ x x e~ x \j2nx pour x reel tendant vers +°o. 

Correction Y [004354] 


Exercice 4355 Developpement en serie, Mines 1999 

Soit 6 e ] 0 , 7c[. Montrer que f/ =0 = E”=t exP n”^ • [004355] 


Exercice 4356 Fonction definie par une integrate, X 1999 

1. Calculer /(a) = cos(at) dt. 

2. Soitg(a) = dt ; calculer lim a _> + oog(a). 
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Correction T 


[004356] 


Exercice 4357 Developpement asymptotique 


Soient J(x) = f t % 2 , , 2 et K{x) = f t % 2 ™ tdt 

Y sin t+x A cos z t Y sin t+x A cos z t 

Calculer lim v _, 0 - (J(x) — K(x)) et montrer que J(x) = — Inx + 21n2 + ( I ). 


[004357] 


Exercice 4358 Transformee de Laplace 

Soit / : [0, +°°[ — > M continue telle que f t= q fit) dt converge (pas forcement absolument). 

On pose cp(a ) = e~ at f(t)dt. 

1. Montrer que (p est de classe ^°° sur ]0, +<»[. 

2. Montrer que <p est continue en 0. 

Correction ▼ [004358] 


Exercice 4359 

On pose pour n ^ 2 : v n = fj =0 yY dx. Montrer que la suite (v n ) converge. Nature de la serie £(v„ — 1) ? 

Correction ▼ [004359] 


Exercice 4360 

On pose pour n ^ 2 u n = f x J£ yY dx. Montrer que la suite (u n ) converge, puis que la serie £(«„ — 1) converge 
egalement. 

Correction ▼ [004360] 


Exercice 4361 Centrale MP 2000 

Domaine de definition de 1(a) = n X ^%a dx. Calculer 7(2) et 7(3). Determiner la limite de 7(a) en +°o. 

Correction T [004361] 


Exercice 4362 Centrale MP 2000 

On considere f(x) = J+J) tX( f +t) . 

1. Domaine de definition, monotonie, convexite de / (sans deriver /). 

2. Continuite, derivabilite, calcul de f' k> (x) . 

3. Donner un equivalent de f(x ) en 0 et en 1. 

4. Calculer f(\/n) pour n G N, n ^ 2. 

Correction T [004362] 


Exercice 4363 Ensae MP* 2000 

Soit a G M. Trouver la limite de u„ = Yll=i D]+F^' 

Correction T [004363] 


Exercice 4364 Polytechnique MP* 2000 


Existence et continuite de f(x) 

Correction ▼ 



e LH cos(jc+f) 

v/RiP+kl) 


dt. Montrer que / est integrable. 


[004364] 


Exercice 4365 Centrale MP 200 1 

1. Developper, pour tout x> 0, s(x) = dt en serie de fractions rationnelles. 
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2. Montrer qu’en 0 + , s(x) est equivalente a 


Correction Y 

[004365] 

Exercice 4366 X MP* 2001 

Etudier f^dt. 

Correction Y 

[004366] 

Exercice 4367 Ensi MP 2004 

Soit /(*) = f t ±o t&dt. 

1. Trouver le domaine de definition de /. 

2. Montrer que / est derivable sur M + *. 

3. Calculer/-/. 

4. Donner un equivalent simple de f'{x) pour x — > +°°. 

5. Montrer que f(x) = ^ +o( i J s ). 

6. Tracer la courbe de /. 


Correction Y 

[004367] 


Exercice 4368 Ensea MP 2004 
Soit a > 0. 

1. Montrer que f :xt-> e ax Jq_q cos (xslnO)dO est integrable sur M + . 

2. Calculer I = f7x)f( x ) dx. Indication : ecrire I = lin\ ( _>+<*, f A a _ 0 f(x) dx. 

Correction ▼ [004368] 


Exercice 4369 X MP* 2000 

Etudier la limite en 0+ de I(x) = f t t q e - / cosr e~ xt dt . 

Correction Y [004369] 


Exercice 4370 £ et F 

Montrer, pour x > 1 : £ (jt)r(jc) = Jj+Q jtzi dt. [004370] 


Exercice 4371 Centrale MP 2002 

Soit f:x^f t to tX+ i d l t+l . Determiner son domaine de definition ; etudier sa continuite et sa monotonie. Calculer 
ft=7 prr+7 et en deduire des equivalents et les limites de / en 0 et en +°o. 

Correction ▼ [004371] 


Exercice 4372 Polytechnique MP 2002 

Soit a G ]0, f [ et A e M. Chercher un equivalent pour n — > 00 de /„ = ( t “ =0 sin(x)exp(A«sin * 1 2 (x)) dx. 

Correction V [004372] 


Exercice 4373 Centrale MP 2004 

Soit («„)„ 6 n la suite definie par ao = 1 et a n = / ftLo t ( t — 1) • ■ ■ (t — n)dt. 

1 . Quel est le rayon de convergence de la serie entiere £“ =0 a » x " ? 

2. Donner un equivalent de a n . 
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Correction Y 


[004373] 


Exercice 4374 £“ = 


sin (nx) 


Mines-Ponts MP 2004 


Soit u n (t ) le terme general d’une serie : u n (t ) = t"~ l sin(nx) avec 0 < x <n. 

1. Etudier la convergence de la serie. 

2. Calculer X^ =0 M p (f) = S„(t). Mettre S n {t) sous la forme avec Q{t) > a, a > 0. 

3. Calculer lim„^ooS„(f) ct \\m n ^fi_ {] S n it)dt. 

4. En deduire £“ =1 s -^-. 

Correction ▼ [004374] 


Exercice 4375 Lemme de Lebesgue, Centrale MP 2004 

Soit / continue par morceaux definie sur M, a valeurs dans (x 1 + I ) . 

1. Soient Montrer que j l b _ a f(t)cos(nt)dt — > 0 lorsque n — > °o. 

2. On suppose que / est integrable sur ]0, +°°[. Soit u n = / f ”^sin 2 3 (nt)f(t)dt. Montrer que admet 

une limite quand n °o ct la preciser. 

Correction ▼ [004375] 


Exercice 4376 Suite d’integrales, Centrale MP 2004 


Soit (f n )neN* une suite de fonctions definie par : V n € N*, ViG [0,1], f,(x) = . 


1. Montrer que (/„) converge simplement vers une fonction <p . 

2. (a) La convergence est-elle uniforme ? 

(b) La convergence est-elle monotone ? 

3. Soit, pour n G W, J n = f x=0 f n (x) dx. Montrer que J n ~ 

Correction T 


[004376] 


Exercice 4377 Mines-Ponts MP 2004 

Soit f{x) = XL 0 \^ft x dt. Etudier le domaine de definition de /, sa derivabilite, puis calculer fix). 

Correction T [004377] 


Exercice 4378 Mines-Ponts MP 2004 
Soit I [a) = f x to ^e~ ax dx. 

1 . Quel est le domaine de definition de I ? 

2. Etudier la continuite et la derivabilite de 7. 

3. Calculer 1(a). 

Correction T [004378] 


Exercice 4379 ENS Lyon MP* 2004 

1. Soit / : [a,b\ — > K de classe et F(x) = j b =a f{t)e~ l,x dt avec a <0 <b. Montrer que F(x) 0 lorsque 
x — > +oo. 

2. Montrer que F (x) = f o ( \ ) . 

3. Montrer la convergence de l’integrale I = J^fl^e^^dt. 
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[004379] 


4. Soit g(x) = J t b =a f(t) e ixt ~/ 2 dt. Montrer que g(x) = + 

Correction ▼ 


Exercice 4380 Theoreme de d’Alembert-Gauss 

Soit P E (x 2 + I ) X] de degre n ^ 1 . Le but de cet exercice est de prouver que P admet une racine dans (x 2 + 1 ) . 
On suppose au contraire que P ne s’annule pas et on considere pour r ^0,06 [0,2 k] : f(r,d) = et 

F(r) = f£ 0 f(r,0)dd. 

1. Montrer que F est de classe ‘if 1 sur [0,+°o[. 

2. Verifier que ir ^ . En deduire que F est constante. 

3. Obtenir une contradiction. 

[004380] 


73 Integrate multiple 

Exercice 4381 Integrates doubles 
Calculer ff D f(x,y) dxdy : 

1. D = {y ^ 0,x + y ^ l,y-x < 1}, 
f(x,y) = x 2 y. 

2. D = {x 2 +y 2 sC R 2 }, 
f(x,y) = x 2 y. 

3 - F> = {F, + y w _ ^ 1 }, 

f(x,y) =x 2 +y 2 . 

4. D = {0<x<1-£}, 

/(*,?) =x 2 +r. 

5. D = {x 2 +y 2 ^ 1}, 
f(x,y) = {x+y) 2 . 

6. D = {x 2 +y 2 ^ 1}, 


7. D = {x ^ 0,y ^ 0,x+y ^ 1}, 
/(x,j) =x + j+ 1. 

8- D = {|x+y| ^ 1, [x — y| ^ 1}, 
f(x,y) = ln(x+y+l). 

9. D = {x ^ 0, v ^ 0,x + v ^ 7r}, 
f(x,y) = (x+}’) sinxsiny. 

10. D = { |x| ^ x 2 + y 2 ^ 1}, 
f(x,y) = (l+x 2 +y 2 ) 2 . 

11. D = {x ^ 0,3^ ^ 0,x+ y ^ a}, 
f(x,y ) = x + y+ ^a 2 + (x+y) 2 . 

12. D = {x ^ 0,3^ ^ 0,x 2 +y 2 ^ 1}, 
f(x,y) = xy^x 2 + 4y 2 . 

13. D = {x 2 +y 2 — 2y^ 0}, 
f(x,y) = v exp(x 2 + v 2 - 2y). 
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[004381] 


14. D = { y 2 ^ 2 px,x 2 ^ 2 py}, 

f(*,y) = ** p (^). 

Correction Y 


Exercice 4382 ESEM 94 

Calculer 7 = ff A xydxdy ou A = {(x,y) tel que y ^ 0 et (x + y) 2 < 2x/3}. 

Correction Y [004382] 


Exercice 4383 Ensi PC 1999 

Calculer I = jj A (x 2 +xy +y 2 ) dxdy ou A = {(x, y) tel que y ^ 0 et x 2 + y 2 — 2x ^ 0 et x 2 + y 1 — 2 y ^ 0}. 

Correction Y [004383] 


Exercice 4384 Integrates triples 
Calculer fff D /(x. y, z) dxdydz : 

1. Z) = {0<jc< l,(Ky<l,(Kz<l}, 
f( x ,y,z) = (, +> , + 1 z+1) 3 - 

2. D = {x 2 +y 2 +z 2 ^R 2 }, 


f(x,y,z) = / 1 (a> R> 0). 

\J a L — x A — y z — 

3. 7) = {x ^ 0,y ^ 0,z ^ 0,x+y + z < 1}, 
f(x,y,z) = xyz- 

4 . D = {x^0,y^0,z^0,x+y + z< 1}, 

f(*,y,z) = {x , y .lr^r 

5. D = {x 2 + y 2 ^ /? 2 ,0 ^ z ^ a), 
f(x,y,z ) = x 3 4 5 6 +y 3 +z 3 -3z(x 2 +y 2 ). 

6. D = {x 2 +y 2 ^ z 2 ,0 ^ z < 1}, 

= pr#+Ip 


{S 


7 ‘ ^ — < 1^2+P' + ^2^l}> 


f(x,y,z)=x 2 +y 2 . 

Correction ▼ 


[004384] 


Exercice 4385 Ensi Chimie P 93 

1. Calculer fff D (1+ J*/^ y2z2) avec D = {(x,y,z) tel que 0 <x < 1, 0 < y ^ 1, 0 ^ z}. 

2. En deduire /+“ 2 dt 

Correction Y [004385] 


Exercice 4386 Ensi Chimie P 93 
Soit/ = / 0 lln g^dx. 

En calculant J = ff D [l+ x ^ +xy) avec D = {(x,y) tel que 0 ^ x ^ 1, 0 ^ y ^ 1 j* de deux futons differentes, 
trouver I. 


Correction Y 


[004386] 


Exercice 4387 Ensi Chimie P 93 

Soit T un tore plein d’axe (Oz) et de rayons R, r ( R > r). Calculer Jff T (x 2 +y 2 )dxdydz. 
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Correction ▼ 


[004387] 


Exercice 4388 MF + MF' 

9 2 

Soit S l’ellipse d’equation K + b = l (0 < b < a), E \e domaine limite par S et F. F' les foyers de S. Calculer 
1 = n M€E {MF+MF')dxdy. 

On effectuera le changement de variable : x = vu 2 + c 2 cos v, y = //sin v ou c = \J a 1 — b 2 . 

Correction T [004388] 


Exercice 4389 


1. Montrer 1’ existence de / = lnM COSA; r/x. 

JX — U COS X 

2. Montrer que I = fJ D l+ ™L sy dxdy ou D= [0, §] 2 . 

3. En deduire la valeur de 7. 

Correction ▼ [004389] 


Exercice 4390 Integrale de Gauss 
Calculd eI = S^e~ ,2 dt. 

1. Justifier la convergence de cette integrale. 

2. Pour a > 0 on note A a = [0, a] X [0, a] et C a le quart de disque d’equations : x 2 +y 2 ^ a 2 , x ^ 0, y ^ 0. 

2 2 

(a) Encadrer 1’ integrale sur A a de f(x,y ) = e x y par les integrales de / sur des domaines du type Q,. 

(b) Calculer f f C/ f(x,y ) dxdy en polaires et en deduire la valeur de 7. 

[004390] 


Exercice 4391 f/ =0 dt 


1. Calculer A — ffo^ y ^ x ^i 

2. Demontrer la convergence des integrales : 


D rJt/4 ln(2cos- 6) jp ^ c-n/A ln(2sin“ 0) , q . ft Inf r i t 

D — Je= 0 2 cos 26 aO ’ L '—Je=0 2cos20 el U ~ Jt=0 al ' 

3. Demontrer que A = B (passer en coordonnees polaires dans A). 

4. Calculer B + C et B — C en fonction de D. 

5. En deduire les valeurs de C et D. 

Correction ▼ 


_ rJt/4 ln(2sin 2 9) 


[004391] 


Exercice 4392 Aires 

Calculer l’aire des domaines suivants : 

1. De st la partie du disque unite situee dans la concavite de Phyperbole d’equation xy = '' ^ . 

2 2 2 2 

2. D est l’intersection des domaines limites par les ellipses d’equation ^ + ^2 = let|^ + ^ = l. 

Correction T [004392] 


Exercice 4393 Ensi P 90 

Soit S? le plan rapporte au repere (O. i, j). Calculer l’aire du domaine delimite par la courbe d’equation x 2 / 3 + 

y 2 / 3 = n 2 / 3 . 

Correction T [004393] 
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Exercice 4394 Chimie P 9 1 


On considere les courbes planes : =2,- : (x 2 = 2 qcy) et ^ : ( y 2 = 2 pjx). On suppose 0 < q\ < <72 et 0 < p\ < p 2 - 
Calculer l’aire du “quadrilatere” limite par <^ 1,^2 >42] et £h_. 

Correction T [004394] 


Exercice 4395 Chimie P 1996 

Calculer l’aire delimitee par la courbe d’equation (y — x) 2 = a 2 — x 2 . 

Correction ▼ [004395] 


Exercice 4396 Volumes 

Calculer le volume des domaines suivants : 

1. D e st 1’ intersection du cylindre de revolution d’axe Oz de rayon a et de la boule de centre O de rayon 1 

(0 < a < 1). 

2. D est l’intersection de la boule de centre O de rayon 1 et du cone de revolution d’axe Oz et de demi- 
angle f . 

3. D est le volume engendre par la rotation d’un disque de rayon r autour d’une droite coplanaire avec le 
disque, situee a la distance R> r du centre du disque (tore de revolution ou chambre a air). 

Correction T [004396] 


Exercice 4397 Ensi Physique P 94 

Calculer le volume interieur au paraboloide d’equation x 2 + y 2 = 2pz, et exterieur au cone d’equation x 2 +y 2 = 
A 2 z 2 (p > 0, X > 0). 

Correction T [004397] 


Exercice 4398 Volume 

Dans le plan Oxy on considere la courbe 2? d’equation polaire p = ay cos 2 6 (a > 0. — f V 6 ^ f )■ En tournant 
autour de Ox, ^ engendre une surface dont on calculera le volume qu’elle limite (on posera x = p cos 6, 
y = p sin 6 cos (j), z = p sin 0 sin 0). 

Correction ▼ [004398] 


Exercice 4399 Volume 

On coupe une demi-boule par un plan P parallele a sa base. Quelle doit etre la position de P pour que les deux 
morceaux aient meme volume ? (Donner un resultat approche) 

Correction ▼ [004399] 


Exercice 4400 Somme double 
Soit / : [0, 1] — > M continue. 

Chercher lim„^ M ^ LoxMKn f (^) / (^) • [004400] 


Exercice 4401 Nombre de couples (a.b) tel que a 2 + b 2 ^ n 

Pour n € N on pose E n = {{p,q) € N 2 tel que p 2 +q 2 ^ n} et C n = Card (E n ). 

Interpreter C„ conime une aire et donner un equivalent de C n lorsque n — y oo. [004401] 


Exercice 4402 Ens MP 2002 

Soit / € ^([0, 1],M + ) telle que /q 1 / = 1. Pour y/ € &([ 0, 1],M) on pose 


K{W) = 


Y 


x\ + • • • +x„ 


x\ ) .. ,f(x n )dx 1 . . ,dx n 
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[004402] 


Montrer que A„(i //■)-» V r [fJ=o x f(x)dxj lorsque n — > oo. 

Correction T 


Neuvieme partie 

Series 

74 Fonction exponentielle complexe 

Exercice 4403 cosz 


Quels sont les complexes z tels que cosz E [— 1, 1] ? 

Correction T 




[004403] 

Exercice 4404 lim((l +z/n) n ) 

Soit z E (x * 1 2 3 4 + 1). Montrer que (l + ^)" — > e z lorsque n — > oo. 





Correction T 




[004404] 

Exercice 4405 Inegalite 

Soit zE (x 2 + 1). Montrer que \e z — 1 ^ e ^ — 1 ^ |z 





Correction T 




[004405] 

Exercice 4406 Inegalite, Polytechnique MP* 2006 

Soit z = x + iy E (x 2 + 1 ) avec x,y E M et x / 0. Montrer que 

e z — 1 
Z 


e*—l 

X 

. Que dire en cas d’egalite ? 

Correction ▼ 




[004406] 

Exercice 4407 Morphismes (M, +) —> ((x 2 + 1)’*) 


Soit / : M — > (x 2 + 1)* telle que : V x,y E R, /(x+y) = f(x)f(y). 

1. Si / est derivable, montrer qu’il existe lG(r + 1) tel que : V x E M, /(x) = e'K 

2. Obtenir le meme resultat si / est seulement supposee continue (prendre une primitive, F, de / et montrer 
qu’elle est de classe (x 2 + l) 2 ). 

[004407] 


Exercice 4408 e z = z 

Montrer qu’il existe une infinite de complexes z tels que e z = z (on calculera x en fonction de y, et on etudiera 
l’equation obtenue). 

Correction ▼ [004408] 


Exercice 4409 Equations trigonometriques 

Resoudre dans (x 2 + 1 ) : 

1. cosz = 2. 

2. chz = —1. 

3. sinz + sin jz + sin j 2 z = 0. 

4. 8cosz + 4/sinz = 7 + 5/. 
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Correction T 


[004409] 


Exercice 4410 cos et sin sur le cercle unite 


Calculer sup { cosz tel que |z ^ 1 } et sup{ sinz tel que |z| ^ 1}. 

Correction ▼ 

[004410] 

Exercice 4411 Courbes 



Soient M.M' deux points du plan d’ affixes z = x + iy et z! = x' + iy' . 


1. On suppose que z et z! sont lies par la relation : z' = e z . Etudier la courbe decrite par M' lorsque M decrit : 

(a) une droite x = cste. 

(b) une droite y = cste. 

(c) une droite quelconque. 

2. Reprendre les questions la et lb avec z! = cosz. 

[004411] 


Exercice 4412 Centrale MP 2002 
Resoudre dans ./MiiXx 1 + 1)) : exp(M) = 

Correction ▼ [004412] 


( 2 ; 1 + 1 \ 
\0 2 i ) 


75 Series numerique 

Exercice 4413 Etude de convergence 


Etudier la convergence des series de terme general 

1 - (1 + l) n -e. 

2. ch“« — sh“n. 

3. 21n(w 3 + 1) — 31n(« 2 + 1). 

4. \/« + 1 — \fn. 

5. arccos I 


n 3 + l 
« 3 + 2 


6 . 


7. 


9. 


l+a 2 " ‘ 
(~1) H 


\Jn 2 +n ’ 

(- 1 )" 

In n ‘ 

l+(-l)'Vw 

;; 

2.4.6.. ,(2n) 


iO. 

i , l!+2!+-+n! 

LL - (n+2) ! • 

n 1!-2 !+-±h! 

(n+1) ! ‘ 


13. 

14. 

15. 

16. 


(-i)" 

lnn+sin(2;j^ , /3) ' 


1 + t^-l. 

V« 


v 4 j +(- 1 )"‘ 

(- 1 ) 1^1 

n 
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i 7 ( ln ”) n 
' ‘ n ln " ' 

1 R 1 

(InH) 1 ""' 

Correction T [004413] 


Exercice 4414 Centrale PC 1999 

Soit la suite de terme general : u n = (n 4 H- /i 2 ) 1 /4 — P(n ) oil P est un polynome. A quelle condition sur P la 

serie £ u n converge-t-elle ? 

Correction Y [004414] 


Exercice 4415 Ensi PC 1999 


Quelle est la nature de la serie de terme general In 

Correction Y 


1 + 


(-i)" A 

y/n(n+l)J 


? 


[004415] 


Exercice 4416 Mines MP 2000 
Soit a > 0. Etudier la serie avec u n 

Correction ▼ 


(- 1 )" 

V^+PO" 


[004416] 


Exercice 4417 Mines MP 2003 

Si a > 0, donner la nature des series , L„^ 2 ln ( > + et 2 

Correction Y [004417] 


Exercice 4418 Ensi PC 1999 

Soit (w„) une suite reelle telle que “ 2 " 1 1 ->ae t u l ‘ 2n | — > b lorsque n — > oo. Etudier la convergence de 

Correction ▼ [004418] 


Exercice 4419 Encadrement 

Soient £«„, £v„, trois series reelles telles que et £w„ convergent, et u n ^ v„ ^ vv„ pour tout n. 
Montrer que £v„ converge. [004419] 


Exercice 4420 Calcul approche 

Montrer que la serie £“ =1 ^/isin(0.4/nj j converge. Calculer a la machine une valeur approchee a 1 0 8 pres 
de sa somme. 

Correction Y [004420] 


Exercice 4421 Ensi MP 2002 

On suppose que la serie a termes positifs de terme general u n est divergente et on pose S n = Y%=o u k ■ 

Soit / : M + — > M + une application continue decroissante. Comparer les enonces : 

1 . / est integrable 

2. La serie de terme general u n f(S n ) converge. 

Correction Y [004421] 


Exercice 4422 Centrale P’ 1996 

Montrer que la serie £“ =1 converge. Calculer une valeur approchee a 10 4 pres de sa somme. 

Correction Y [004422] 


Exercice 4423 C\Jn\ n 
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L'une au moins des deux series : Y %■ et V diverge. Dire pourquoi et dire laquelle. 

m l 2ii 


[004423] 


Exercice 4424 1 / ( 1+ n 2 u n ) , Mines-Ponts MP 2005 

Soit ( u n ) une suite reelle positive et v n = l \ u • Montrer que converge => £v„ diverge. Etudier le cas oil 
diverge. 

Correction T [004424] 


Exercice 4425 a n /( 1 +fli)(l +^ 2 ) • • . (1 +a n ) 

Soit (a„) une suite reelle positive. On pose u n = (i+q) ~ 

1. Montrer que la serie £ u n converge. 

2. Calculer £“_] u n lorsque a„ = 4^. 

Correction ▼ [004425] 


Exercice 4426 1 /a nh de chiffres de " 

Pour n S N* on note p„ le nombre de chiffres de Pecriture decimale de n (sans zeros inutiles). Soit a > 0. 
Etudier la convergence et determiner la somme eventuelle de la serie YT=\ i- 

Correction T [004426] 


Exercice 4427 Cauchy-Schwarz 

Soient ( u n ), (v„) deux suites reelles telles que Y ll n et convergent. 

1. Montrer que Y u n v n converge. 

2. Montrer que £(w„ + v n ) 2 converge et : \ZY{ u n + v n ) 2 4 y/T, u l + V^ v n- 

[004427] 


Exercice 4428 (— l) n /(/ 2 3//4 + cosn) 

S0it U " = J^L~n- 

1. La serie est-elle absolument convergente ? 


2. En ecrivant u n = *• + v n , etudier la convergence de 

Correction T [004428] 


Exercice 4429 Reste d’une serie alternee 


On pose u n = YX-n Etudier la convergence de la serie £u„. 

Correction T 

[004429] 

Exercice 4430 Calcul de sommes 



Calculer les sommes des series suivantes : 


!• EU pb- 

o v^ 00 1 

z - Lk=\ k(k+\)(k+2)- 

O y oo 1 

l*k=l k(k+l)...{k+p) ‘ 

4 ! 

-*■ Lk=0 ki+M 2 +nk+W 

5. Er.|ln( 1 + t!rai)- 
«■ Er. 2 ln(l-F). 
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7. ir=o ln ( c ° s D- 

8- ir=o2-*tan(2-*cO. 

O v 00 2A: 3 — 3A: 2 H-1 

^=0 (Jt+3)! * 

io. ir^dv. 


^ ^ ^-lOO 4 — ?l[4/??] 
lz - 2-4=1 4(4+1) • 


Correction Y [004430] 


Exercice 4431 


Convergence et somme de la serie de terme general u n = . 

Correction ▼ 

[004431] 

Exercice 4432 Chimie P 90 



1 . Resoudre les equations differentielles : y" + 2 V + 2y = 0, y" + Ay' + Ay = 2e x cos x. 

2. Soit / la solution commune. On definit la serie de terme general u n = f(x)dx. Montrer que 

converge et calculer sa somme. 

Correction Y [004432] 


Exercice 4433 \ / nr {n + l) 2 

On admet que £“ =1 F = T- Calculer £ 4=1 42 ^ 1)2 • 

Correction Y [004433] 


Exercice 4434 1 /( l 2 +2 2 + ... + /r) 

QQ / j ^+1 ^ 1 

On admet que £ 4 = 1 1 — { — = Oi 2. Montrer que la serie £“ =1 +k i est convergente et calculer sa somme. 

Correction Y [004434] 


Exercice 4435 ln(«) + nln(« + 1) + Mn(n + 2) 

Pour quelles valeurs dc a.b £ M la serie de terme general 1 11 ( 7 ?) +a\n(n + I ) +b In [n + 2) est-elle convergente ? 
Calculer alors la somme de la serie. 

Correction Y [004435] 


Exercice 4436 arctan( 1 /{k 2 + k+ I )) 

Montrer que E 4 L 0 arctan ^ ) = f- (On pourra calculer tan s n ) 

Correction ▼ [004436] 


Exercice 4437 arctan(« + a) — arc tan/? 

Soit flSK. 

1. Montrer que la serie de terme general arctan (/? + a) — arctan /? est convergente. 

2. On pose S(a) = Er=o( arctan (^ + a ) — arctan/:). Trouver lim^ + 0 oS , (a). 

Correction Y [004437] 


Exercice 4438 Pile en porte a faux 
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Peut-on empiler 100 pieces de IF de sorte que la derniere soit completement en porte a faux ? (c’est-a-dire que 
sa projection sur un plan horizontal ne rencontre pas la projection de la premiere piece) 

Correction Y [004438] 


Exercice 4439 Recherche d’ equivalents 

Par comparaison a une integrale, donner un equivalent de : 

1 yin X 
■ Lk=n + 1 ^fl' 

9 V n 1 

^ Lk=lklnk' 

Correction Y [004439] 


Exercice 4440 In * 1 2 (k) 

Par comparaison a une integrale, donner un equivalent de u n = Y!k= l ln 2 C La serie de terme general — est-elle 
convergente ? 

Correction Y [004440] 


Exercice 4441 k 2 / 3 

Trouver la partie entiere de k~ 2 ^. 

Correction Y [004441] 


Exercice 4442 (— I ) k yi< 

On pose u n = Y%L\ (— l)*\/fc. Donner un equivalent de u n quand n — > °°. (Regrouper les termes deux par deux 
puis comparer a une integrale) 

Correction T [004442] 


Exercice 4443 Constante d’ Euler 

Soit / : M + — > M + decroissante. On pose u n = f(n ) et s n = no H 1- u n . 

Montrer que la suite de terme general s n — f f(t) dt est convergente. Donner une interpretation graphique de 
ce fait. 

Application : On pose 7 = lim„^oo (l + 2 H h \ ~ Inn) - Justifier l’existence de 7 et montier que 2 < 7< 1- 

[004443] 


Exercice 4444 Constante d’ Euler (Centrale MP 2003) 

Soit S n = j ^ — Inn et T n = | j \ — In n. Les suites (S n ) et (T n ) sont-elles adjacentes ? 

Correction T [004444] 


Exercice 4445 Constante d’ Euler, Mines-Ponts MP 2005 

Soit u n ± le reste de la division du n par k. Quelle est la limite de Y!l=\ ~jr ^ 

Correction T [004445] 


Exercice 4446 Mines MP 2003 

Soit la suite de terme general u n = ^ H h 

1 . Donner un equivalent de u n en +°o. 

2. Montrer que la suite de terme general : v n = u n — est convergente. 

3. Soit £ = lim„ >co v n . Donner un equivalent de v n — l. 

Correction T [004446] 
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Exercice 4447 Centrale MP 2001 
Donner un equivalent simple de Y'tZo ,, 2 * 1 k i ■ 

Correction T [004447] 


Exercice 4448 1 /n In 2 (n) 

1. Prouver la convergence de la serie de terme general u n = -j^-. 

2. On note S n = Y!' k _ 2 u k et S = £“ =2 u k . Montrer que |n J ,, ^ S - S n ^ ^ pour n Z 2. 

3. Montrer que si S„ est une valeur approchee de S a 1 0 3 pres alors n > 10 434 . 

4. On suppose disposer d’une machine calculant un million de termes de la serie par seconde avec 12 
chiffres significatifs. Peut-on obtenir une valeur approchee de S a 1 0 3 pres? (Remarque : I an ~ 32 
millions de secondes) 

5. Donner une valeur approchee de S a 1 0 3 pres. 

Correction T [004448] 


Exercice 4449 (x — 1 ) £ (x) — > 1 

Pour x > 1 on note C (x) = LiT=i h- En comparant C (x) a une integrate, trouver lim x >1+ (x-l)^(x). 

Correction ▼ [004449] 


Exercice 4450 u„/( 1+ u n ) 

Soit Y Li fl une serie a termes positifs et v n = Montrer que Y u„ et Y v n ont meme nature. 

Correction T [004450] 


Exercice 4451 Serie des restes 

1. Soit ( u n ) une suite reelle telle que Y \u n \ et Y n \ u n\ convergent. On note v n = YT-n u k- 

(a) Montrer que nv„ — > 0 lorsque « — ° o. 

(b) Montrer que £“ =1 v n = £” =1 nu n . 

2. Application : Calculer lorsque c’est possible : £“ =1 kr*. 

Correction T [004451] 


Exercice 4452 X MP* 2001 

Soit (w„) une suite reelle positive, U n = Y?=o u i et a > 0 un reel donne. On suppose — > a lorsque n — > oo. 

Etudier la suite de terme general Y k =o^ u k- 

Correction ▼ [004452] 


Exercice 4453 Y nu n converge 

On considere une suite (u n ) n ^\ telle que la serie Yn^i nu n converge. Mon tier que la serie Yn^i u n converge. 

Correction T [004453] 


Exercice 4454 ( u n ) decroit 

Soit (u n ) n ^ i une suite reelle positive decroissante telle que Y u n converge. 

1. Montrer que nu n — > 0 lorsque n — >• °°. ^considerer Yl=„+i u k'j 

2. Montrer que Yn=i n ( u n — u n + 1 ) converge et a meme somme que £“ =1 u n . 
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[004454] 


3. Application : calculer pour 0 ^ r < 1 : YX-\ ^ et Y.k_i k 2 3 r k . 

Correction T 


Exercice 4455 u n /S n 

Soit (u n ) une suite a termes strictement positifs convergeant vers 0. On pose S n = Y1= o u k- 

1. Si la serie Y u n converge, que dire de la serie Y f * 1 ■ 

2. Si la serie Y M « diverge, montrer que la serie Y j- diverge aussi. On pourra considerer p n = Y\H=\ ■ 

Correction Y [004455] 


Exercice 4456 Polytechnique MP* 2000 

On donne une suite de reels strictement positifs (a„), decroissante et de limite nulle. Montrer que la serie de 
terme general fl,1 ~ a " +1 diverge. 

^ Q-n 

Correction T [004456] 


Exercice 4457 (u n + u n + 1 H b U 2 n- 1 ) /« 

Soit Y u n une serie a termes positifs. On pose v n = “" + “" +1 ^ ' +i<2 ”~ 1 . Montrer que Y v n a meme nature que Y u n- 

Correction ▼ [004457] 


Exercice 4458 Y^ u k/ n { n + 1) 

Soit (u„)n^ i une suite positive. On pose v n = n u +l ^ Yk=] ^ u k- Montrer que les series Y u n et Y v n ont meme 
nature et eventuellement meme somme. 

Correction V [004458] 


Exercice 4459 Y^ u k/n 2 

Soit Y u n une serie a termes positifs convergente. 

Etudier la convergence de la serie de terme general v n = ^4 Y!l - 1 ^ u k- 

Correction Y [004459] 


Exercice 4460 Principe d’ accumulation 

Soit ( u n ) une suite reelle positive decroissante. On pose v n = 2”t<2». Montrer que les series Y Ll n et Y v n ont 
meme nature. 

Applications : Retrouver la convergence des series de Riemann Y „« • 

Etudier la convergence des series de Bertrand : Y n (in n ) a • 

Correction Y [004460] 


Exercice 4461 u n+ \ = 1 /ne u " . Ensi P 90 

Soit (u n ) definie par : u i E M, u n+ \ = ■ Quelle est la nature de la serie Y u n ? 

Correction Y [004461] 


Exercice 4462 x n+ \ = x n +x 2 

Soit (x„) une suite definie par : io > 0, V « G N, x n +\ = x n + x 2 . 

1 . Montrer que x n — > +°° lorsque n — y oo. 

2. On pose u n = 2~"lnx„. Montrer que la suite (; u n ) est convergente. (On etudiera la serie Y u n+ 1 — u n ) 

3. En deduire qu’il existe a > 0 tel que x n ~ a 2 " . 


243 


[004462] 


Exercice 4463 u n+ \ = u„ — 

On considere la suite (u„) definie par : 0 < wo < 1 et V n G N, u n+ \ = u n — ic n . 

1. Montrer que la suite (u n ) converge. Quelle est sa limite ? 

2. Montrer que la serie de terme general u 2 n converge. 

3. Montrer que les series de termes generaux In ( u ^ n - ) et u n divergent. 

4. Montrer que u n < pj et que la suite ( nu n ) est croissante. On note t sa limite. 

5. On pose u n = Montrer que la serie de terme general v n+ \ — v n converge. 

6. En deduire que u n est equivalent a 

[004463] 


Exercice 4464 w„+i/ u n = (n + a)/ (n + b) 

Soit (u n ) une suite definie par la donnee de uq g M* et la relation : V n G N, 1 ^ d - = oil a, b sont deux 
constantes reelles (—a, — b ^ N). 

1. Montrer que u n est de signe constant a partir d’un certain rang. 

2. On pose v n = (n+b—l)u n . Etudier la convergence de la suite (y„ ) (on introduira la serie de terme general 
ln(v„+i)-ln(v„)). 

3. En deduire que la serie converge si et seulement si a — ft + 1 <0et calculer sa somme en fonction 
de a,b,UQ. 

Correction T [004464] 


Exercice 4465 

On se donne u\ et a deux reels strictement positifs et Ton definit par recurrence la suite ( u n ) par u n+ 1 = u n + ■ 

Etudiez la limite de la suite (u n ), et, quand a ^ 1, en donner un equivalent. 

Correction ▼ [004465] 


Exercice 4466 1 /k a (n — k) a 

Soit a > 0. On pose u n = LJr'l} k a (n-k) a • Etudier la convergence de 

Correction ▼ [004466] 


Exercice 4467 Produit de Cauchy de trois series 

Soient £ b n , trois series absolument convergentes de sommes A, B, C. 

On pose u n = Y.i+j+k=n a i^j c k- Montrer que =ABC. 

[004467] 


Exercice 4468 Produit de series geometriques 

Soient a G [0, 1 [. Ecrire -p— r comme produit de deux series. En deduire la somme de la serie Y.k -0 ^ a>i ■ Calculer 
par la meme methode Y.k-()k 2ak - 

Correction ▼ [004468] 


Exercice 4469 Produit de series geometriques 
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Pour «£Non note T n le nombre de manieres de decomposer n francs avec des pieces de 1, 2, 5 et 10 francs 
(To = 1). Montrer que : 


oo 


VjcG[0,1[, £ T k x k 

k=0 


1 

(1 — jc)(1 — x 2 )(l — X 5 )(l — -*: 10 ) 


[004469] 


Exercice 4470 £/q/2'' k 

Soit une serie convergente. On pose v„ = y + l ^- H f ^Sr. 

1 . Montrer que v n — > 0 lorsque n — > oo. 

2. Montrer que converge et donner sa valeur. 

Correction ▼ [004470] 


Exercice 4471 = 0 

Soit (a„) une suite bornee telle que pour tout entier p ^ 2 : £“ =1 = 0. Montrer que : V n G N*, a„ = 0. 

Correction Y [004471] 


Exercice 4472 = 0 

Soit Y.n^ i x n une serie absolument convergente telle que pour tout entier 1 on a Y^=i x kn = 0. 

Montrer que : V n G N*, x n = 0. 

Correction Y [004472] 


Exercice 4473 Cesaro 


r k _r k+1 C k+ ] 

1. Soient k,p G N avec k^ p. Montrer que L„ =jt " 9 „" = 

2. Soit (u n ) une serie convergente. On pose v n = ^ YPp=o C%u p . Montrer que la serie (v„) est convergente. 

Correction Y [004473] 


Exercice 4474 nu n — » 0 

Soit ( u „ ) une serie convergente a termes positifs decroissants. 

1. Montrer que nu n —t 0 lorsque n — >• °°. 

2. Montrer que Zu^i/n T k = °(” 2 )- 

Correction ▼ [004474] 


Exercice 4475 u n /Rn 

Soit (a„) une serie positive convergente, A = R n = L“=» a k et P £ ]0, 1 [. 

1. Montrer qu’il existe C p G M tel que £“-0 §| ^ C p A l ~ p . 

2. Trouver la meilleure constante C p . 

Correction Y [004475] 


Exercice 4476 u n + i = u n + a„/u n 

Soit (ci n ) une suite reelle positive et (u n ) la suite definie par la relation de recurrence : u n+ 1 = u n + avec 
uq > 0. Montrer que la suite (u n ) converge si et seulement si la serie converge. 

Correction Y [004476] 
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Exercice 4477 Raabe-Duhamel 

Soit (w„) une suite reelle positive telle que = 1 — “ + 0 (^). Montrer qu’il existe A > 0 tel que u n ~ 

[004477] 


Exercice 4478 Stirling ++ 

Montrer que n\ = \j2nn (l + + O (4^)). [ 004478 ] 


Exercice 4479 Developpement factoriel 

Soit 2^ 1’ ensemble des suites croissantes d’entiers (<y,) telles que qo ^ 2. 

1. Si s = (< 7 ,-) G S? , montrer que la serie YJk=o r/ „ * 1 , n converge. On note sa sonime. 

2. Montrer que P application d> : 5? — > ]0, 1] est bijective. 

3. Soit s = (qi) G 5? . Montrer que 4>(.v) G Q si et seulement si s est stationnaire. 

[004479] 


Exercice 4480 Developpement asymptotique 

1. Montrer qu’il existe C G M tel que Y!k=\ AA = ^l n2 (p) +C + o(l). 

2. Prouver : ^ x f dt ^ C ^ 'f + ^ - f t 3 =1 'f dt. 

3. Prouver : Zl=i x = 2 ln2 («) + 1 c + W + < 0 (at) ■ 

[004480] 


Exercice 4481 

Soit (u n ) une suite de complexes telle que — 7 £ g (a 2 + I ) lorsque n — > oo. Montrer que 4 h 

^ — > £ lorsque n — > oo. 

Correction ▼ [004481] 


Exercice 4482 

Soit (n„) une suite de complexes qui converge au sens de Cesaro vers zero. 

Etudiez la suite de terme general v n = YH~o n +k+ 1 ' 

Correction T [004482] 


Exercice 4483 Centrale MP 2000 

Soient deux suites de termes generaux u n et v„ definies par la donnee de u\ et vi , tous deux reels, et les relations : 

V n U n 

u n + 1 — u n 7 : 7T j v n + 1 — v n H 1 j 7T- 

n[n + 1) 7j(/j+l) 

Montrer que ces suites sont definies et bornees. 

Correction T [004483] 


Exercice 4484 Produits infinis, Poly technique 2000 

On considere une suite (a n ) de reels et on definit = n;7 i (1 + a n) et S N = ^a n . 

1. On suppose que pour tout n, a n ^ 0. 

(a) Montrer que, pour tout /V, 1 + .S’ ; v ^5 Py ^ e SN . 

(b) Comparer les convergences respectives des suites (Sn) et (Py). 

2. On suppose maintenant que pour tout n, — 1 ^ a n ^ 0. 
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(a) La relation precedente est-elle encore verifiee ? 

(b) Discuter de la convergence des suites (SV) et (Py). 

3. On suppose que ( a n ) est de signe quelconque et que pour tout n, 1 + ^ n ^ 0. On suppose de plus que la 
serie converge. Montrer que (Py?) a une limite et que cette limite est nulle si et seulement si Y. cl 7, 
diverge. 


4. Complement. On suppose que la suite (rz„) est complexe, que pour tout n \a n \ < 1 et que la serie £|a„| 
est convergente. 

(a) Montrer que [],?- 1 ( I + |a„|) existe, puis que JI“=i (1 + a n ) existe (on pourra demontrer et utiliser 


l’inegalite 


n„ =1 (i +««)-i <n„ =1 (i+ki)-i • 


(b) Montrer que nr=i ( 1 + ®n) n’est pas nul. 


Correction T 


[004484] 


Exercice 4485 Polytechnique MP 2002 

Trouver les fonctions / : [0, 1] — > M continues verifiant : V x E [0, 1], f{x) = £“ =1 ^p-. 

Correction ▼ [004485] 


Exercice 4486 ENS Cachan MP* 2005 

Soit P(n) = max { p premier, p \ n } . Montrer que £„ converge. 

Correction ▼ [004486] 


76 Families sommables 

Exercice 4487 Denombrabilite 

A etant un ensemble intini denombrable, les ensembles suivants sont-ils denombrables : 

1 . ZP{A) ? 

2. {parties times de A} ? 

3. {suites periodiques a valeurs dans A} ? 

4. {suites ultimement periodiques a valeurs dans A} ? 

5. {relations d’ordre total sur A} ? 

[004487] 


Exercice 4488 Discontinuites d’une fonction monotone 

1. Soit / : M — y M croissante. Montrer que l’ensemble des points de discontinuite de / est denombrable 
(pour [a,b\ C M, considerer la famille ( f(x + ) — f{x~)) x e[a,b})- 

2. Donner un exemple de fonction / : M — > M croissante ayant une infinite denombrable de discontinuites. 

3. (**) Trouver une fonction / : M — » M strictement croissante dont l’ensemble des points de discontinuite 
est egal a Q. 

Correction ▼ [004488] 


Exercice 4489 Ensemble non vide ? 


Soit ( r n ) n ^ i une enumeration des rationnels. On note /„ = r n — 4^ , r n + , E = (J“_i I n et F = M \ E. Montrer 

que F / 0 (ceci est choquant vu que les elements de F sont, par definition, "loin" de chaque rationnel, pourtant 
c’est vrai) . 

Correction ▼ [004489] 
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Exercice 4490 Etude de convergence 


Etudier la finitude des sommes suivantes : 

!• L(ij)e(N*) 2 (i+j)«- 

2 - E(i,j)e( N*) 2 , a+ . a ■ 

3- L.veQn[i,+°°[ 

4- H(p,g)gN 2 a p+bqi Q > 1. 

Correction T 

[004490] 

Exercice 4491 Serie des restes 
Calculer 

Correction ▼ 

Exercice 4492 Serie des restes 

[004491] 

Calculer 'Lq-p en fonction de £(3). 

Correction ▼ 

Exercice 4493 Non interversion des sommations 

[004492] 

On pose a, hP = — — si n ^ p et a n n = 0. 

’ n 2 — p 2 

1. Expliquer simplement pourquoi la suite double («, ; /) ) (n n’est pas sommable. 

2. Calculer I“ =0 I ; =0 a n , P et ITp^L^up- 

Correction T 

Exercice 4494 Identite remarquable 

[004493] 

Montrer que pour x G (x 2 + 1), \x\ < 1, on a 1 egalite : £+ =0 , x _ x2n+] - L+ =1 x ^ 2 „ . 

Correction T 

[004494] 

Exercice 4495 Calcul de somrne 



Soit z E (x 2 + 1) tel que |z| < 1. Montrer que £“ =1 ~ J ~~ = L“ = i d(ri)z n ou d(ri) est le nombre de diviseurs 

l— z" 

positifs de n. [004495] 


Exercice 4496 Centrale MP 2000 


Soit 5(0 = 1“=! 

1. Pour quelles valeurs de t S(t ) a-t-elle un sens ? 

2. Montrer que S{t) = £* =1 (-1 

3. Soit F m {t) = Y!k=i 1 ) k ~ 1 ' | 1 JJ ■ Montrer que ( F m (t )) converge uniformement vers (1 - 
En deduire la limite en 1 de (1 — t)S(t). On rappelle que In 2 = £“ =1 — ^ — . 

- t)S(t ) sur [0, 1]. 


4. Calculer le developpement en serie entiere de S(t). Donner une interpretation arithmetique des coeffi- 
cients de ce developpement et preciser leur signe en fonction de n. 

Correction T [004496] 
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Exercice 4497 Centrale MP 2002 


Soient a,b,c€ N*. On pose f(z) = £“ =0 

1. Etudier la convergence de la serie et montrer qu’on peut intervertir b etc dans la formule. 

2. Developper en serie entiere : j f—jjj . 

Correction ▼ [004497] 


Exercice 4498 Calcul de sommes 

Calculer les sommes suivantes : A = L (M)e(N *)2 ,B = L( M )e(w-)h P \q et C = Z( P , q )e(W) 2 -,pAq=i p^- 

Correction ▼ [004498] 


Exercice 4499 Serie harmonique alternee 

On reordonne les termes de la serie harmonique alternee en prenant tour a tour p termes positifs puis q termes 
negatifs, p.q ^ 1. Calculer la somme de la serie correspondante. 

Correction ▼ [004499] 


Exercice 4500 Families de carres sommable 

1. Soit P e R[X], Verifier que : j l l_ ] P{t) dt + i fg =0 P{e w )e w dd = 0. 

En deduire : J t 1 =0 P 2 (t)dt ^ \ $Q=_ n \P(e l9 )\ 2 d6. 

2. Soient 2 n reels positifs ai,...,a n ,bi,.. .,b n . Montrer que Y!l_ \ E”=i ^ ^ K \J'L'k=i a l \/L"=i b'j. 

3. Soient (ak)keN et deux suites complexes de carres sommables. 

Montrer que la suite double I a,:b ' ] est sommable. 

\ k+e y (k,i)e^ 2 

[004500] 


Exercice 4501 Associativite generale 

Soit (a,),- 6 / une famille sommable et (I n )neN une su ite croissante de parties de I, non necessairement finies, 
telle que lj„ e r! 4i = P Montrer que Y,iei„ a ‘ L iei a i lorsque n — y oo. En deduire que si (J„) ne ^ est une partition 
denombrable de I alors Y,iei a i = L«=o Lk ./„ a i- [004501] 


Exercice 4502 Mines MP 2001 

Determiner l’ensemble de definition de f(x) = • Montrer que / est de classe '/?“ sur son domaine et 

la developper en serie entiere. 

Correction ▼ [004502] 


77 Suites et series de fonctions 

Exercice 4503 Etude de convergence 

Soit aeM et f n (x) = n a x( 1 —x) n pour x G [0, 1]. 

1. Trouver la limite simple des fonctions /„. 

2. Y a-t-il convergence uniforme ? 

Correction ▼ [004503] 


Exercice 4504 Etude de convergence 

On pos e f n {x) =x n {\ — x) et g„(x) = x"sin(7Tx). 
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1. Montrer que la suite (/„) converge uniformement vers la fonction nulle sur [0, 1]. 

2. En deduire qu’il en est de meme pour la suite (g„). (On utilisera la concavite de sin sur [0, n]) 

[004504] 


Exercice 4505 Non interversion limite-integrale 
Soit f n {x ) = 72 cos" ^ sin a:. 

1. Chercher la limite simple, /, des fonctions /„. 

2. Verifier que f(t)dt ^ f n (t) dt . 

[004505] 


Exercice 4506 Non interversion limite-integrale 


1 . Determiner la limite simple des fonctions f n :x i->- sur M + et montrer qu’il y a convergence uniforme. 
(On admettra la formule de Stirling : n ! ~ n' 7 e n \j2mi) 

2. Calculer lim„_, M f , ( t)dt . 

Correction T [004506] 


Exercice 4507 Etude de convergence 


Soit f n : [0, +° 


X ^ 72 (\—x/n) n 

X > 72 0. 


1. Determiner la limite simple, /, des fonctions /„. 

2. Montrer que : V* G R + , 0 ^ f n {x) ^ f(x). 

3. Montrer que (/„) converge uniformement vers / sur tout segment \0.a . 

4. Demontrer que la convergence est uniforme sur M+. 

Correction T 


[004507] 


Exercice 4508 Etude de convergence 

Etudier la convergence simple, uniforme, de la suite de fonctions : /„ : x i — > ( 1 + 

Correction T [004508] 


Exercice 4509 Etude de convergence 

Soit f n (x ) = | n \ x , . Etudier la convergence simple, puis uniforme des f n sur M + puis sur [a, +°°[, pour a > 0. 

[004509] 


Exercice 4510 f(nx),f(x/n) 

Soit / : M + — y M continue, non identiquement nulle, telle que /( 0) = 0 et f(x) 0 lorsque x — > +°°. 

On pose f„(x) = f(nx) et gn (x)=f(£). 

1. Donner un exemple de fonction /. 

2. Montrer que /„ et g n convergent simplement vers la fonction nulle, et que la convergence n’est pas 
uniforme sur R + . 

3- Si f t tx)f{t)dt converge, chercher lim n ^oo f t tx) fn{t) dt et \im n ^ J t t^) gn(t) dt . 
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[004510] 


Exercice 4511 Equation differentielle dependant d’un parametre 

Soit y„ la solution de E equation : (*„) (l + ^ ) y" — (2+ yjy' +y = 0 verifiant les conditions initiales : 

>•(())-()./(())- 1 . 

1. Calculer explicitement y n . 

2. Determiner la limite simple, y, des fonctions y n . 

3. Verifier que y est solution de l’equation limite de (*„) avec les memes conditions initiales. 

Correction ▼ [004511] 


Exercice 4512 fofo ...of 

Soit / : [— 1, 1] -» [— 1, 1] une fonction continue verifiant : VxfO, |/(*)|<|*|. 

On pose /o (x) = x, puis f n+ \ ( x ) = Etudier la convergence simple des /„. 

Correction ▼ [004512] 


Exercice 4513 Etude de convergence 

On pose f 0 (t) = 0, /„+ 1 (t) = y/t+f„(t), pour t f 0. 

1. Determiner la limite simple, l, des fonctions /„. 

2. Y a-t-il convergence uniforme sur M+? 

3. Demontrer que : V t > 0, \f n +i(t) —£(t) \ ^ ^ 2 / • 

4. En deduire que la suite (/„) converge uniformement sur tout intervalle [a,+oo[, avec a > 0. (Remarquer 
que f n — f est bornee pour n f I) 


Correction T 


[004513] 


Exercice 4514 Approximation de la racine carree par la methode de Newton 


On definit une suite de fonctions f n : 


M + * par recurrence : 


r fo(x ) = X 


J./»- |(-V) = \ ( fn(x) + y n 

Etudier la convergence simple, puis uniforme des /„ ^considerer g„(x) = ■ 


%)) ’ 


[004514] 


Exercice 4515 Approximation polynomiale de la racine carree 

On considere la suite (/„) de fonctions sur [0, 1] definie par les relations : /o = 0, f n+ \ (t) = f„(t) + 

Etudier la convergence simple, uniforme, des fonctions /„. 

Correction ▼ [004515] 


Exercice 4516 Suite ayant deux limites 

Trouver une suite de polynomes (P n ) convergeant simplement (resp. uniformement) vers la fonction nulle sur 
[0,1] et vers la fonction constante egale a 1 sur [2,3]. 

Remarque : une telle suite a done des limites distinctes dans M[x] pour les normes de la convergence uniforme 
sur [0, 1] et sur [2,3]. 

Correction ▼ [004516] 


Exercice 4517 Fonction orthogonale aux polynomes 

Soit / : [ci,b\ — > M continue telle que pour tout entier k on a j/i a / (t )t k clt = 0 . Que peut-on dire de / ? [004517] 
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Exercice 4518 Approximation de / et f 
Soit / : [« , Z?] — >• M de classe 'if * 1 . 

1. Montrer qu’il existe une suite de polynomes (P n ) telle que P n converge uniformement vers / et P' n 
converge uniformement vers f . 

2. Si / est 'if 00 , peut-on trouver une suite de polynomes (P„) telle que pour tout k la suite (Pn) converge 
uniformement vers f- k> ? 

Correction Y [004518] 


Exercice 4519 Limited e/„(x„) 

Soient f n : D — » M des fonctions continues convergeant vers une fonction continue / et (x n ) une suite d’elements 
de D convergeant vers i£D. 

1. Si les fonctions /„ convergent uniformement, montrer que f n (x„) f(x) lorsque n —? oo. 

2. Donner un contre-exemple lorsqu’il y a seulement convergence simple. 

[004519] 


Exercice 4520 Compositon et convergence 

Soit fn convergeant uniformement vers /, et g une fonction continue. Demontrer que go f n — y go f uniforme- 
ment. 

[004520] 


Exercice 4521 f n o g n 

Soit /„ : a , h] — > [c,d] et g n : [c,d\ — > M des fonctions continues convergeant uniformement vers les fonctions / 
et g. Montrer que g n o f n converge uniformement vers go f. 

Correction ▼ [004521] 


Exercice 4522 Limite simple de polynomes de degres bornes 

Soit p G N fixe et (P n ) une suite de fonctions polynomials de degres inferieurs ou egaux a p convergeant 
simplement vers / sur un intervalle \a , b] . 

1. Demontrer que / est polynomial de degre inferieur ou egal a p, et que les coefficients des P n convergent 
vers ceux de /. 

2. Montrer que la convergence est uniforme. 

Correction T [004522] 


Exercice 4523 Polynomes a coefficients entiers, ENS Lyon MP* 2005 
On considere / :in-] 2x(\ —x) definie sur [0, 1]. 

1. Etude de la suite de fonction g n , avec g n = f n = fo...of. 

2. Soit [a, b] C ]0, 1[ et li continue sur \ct,b\. Montrer que li est limite uniforme sur a , b] d’une suite de 
polynomes a coefficients entiers. 

Correction ▼ [004523] 


Exercice 4524 Theoremes de Dini 

Soit (/„) une suite de fonctions continues a . b] -X M convergeant simplement vers une fonction continue /. 

1. On suppose que chaque fonction f n est croissante. Montrer qu’il y a convergence uniforme. 
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2. On suppose qu’ax fixe la suite (/«(*)) est croissante. Montrer qu’il y a convergence uniforme. 


[004524] 


Exercice 4525 Theoreme d’Ascoli 

Soit (/„) une suite de fonctions [a,b\ —t M convergeant simplement vers /. On suppose que toutes les fonctions 
/„ sont &-Lipchitizennes (avec le meme k). 

1. Soit (ao,ai,... ,ajy) une subdivision reguliere de [a,b\. On note M n = max{|/„(a,-) — /(a,-) | tel que 0 ^ 
i N}. Encadrer || f n — f\\oc a l’aide de M n . 

2. Montrer que f n converge uniformement vers /. 

[004525] 


Exercice 4526 Equicontinuite 

Soit (/„) une suite de fonctions continues sur D CM convergeant uniformement vers une fonction /. Montrer 
que les fonctions /„ sont equi-continues c’est a dire : 

Vi € D, V £ > 0, 3 8 > 0 tel que V n € N, V y G ]x — 8,x+ <5[nD, | f n (x) — f n {y) \ < £• 


[004526] 


Exercice 4527 Limite simple de fonctions convexes 

Soit f n : \a.b] —t M des fonctions continues convexes convergeant simplement vers une fonction continue /. 
Montrer que la convergence est uniforme. 

Correction ▼ [004527] 


Exercice 4528 Fonction definie par une serie 

Dn nn«p f(v\ — Y°° arccos ( cos ” x ) 

un pose j [x) l u =q n \ 

1. Montrer que / est definie sur M, continue, pairc et 2^-periodique. 

2. Calculer /(0), /(tt), /(f)- 

Correction ▼ [004528] 


Exercice 4529 Fonction definie par une serie (Centrale MP 2003) 

Soit f{a ) = Y^=o e cr ' r sous reserve de convergence ( a e M). 

1. Domaine de definition de / ? 

2. Limite de af(a ) quand a — > 0 ? 

3. Limite de f(a) quand a — > +°° ? 

Correction T [004529] 


Exercice 4530 Fonction C de Riemann 


soit cw =ir=i h- 

1. Determiner le domaine de definition de C. Montrer que C est de classe r: £ m sur ce domaine. 

2. Prouver que C(x) I lorsque x — > +°o ^majorer £“ =2 ^ P ar comparaison a une intcgralcj . 


3. Prouver que £ (x) — > lorsque x — > V 
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[004530] 


Exercice 4531 Fonction £ de Riemann et constante d’ Euler 

Soit £ (x) = £“ =1 ^ et 7 = lim„^oo (} 4 F ^ - ln(n)) . 

Montrer que 7 = 1 + ££ =2 (± + In (l - £) ) puis que 7 = 1 - Z% =2 

[004531] 


Exercice 4532 Fonction definie par une serie 

1. Etudier la convergence simple, uniforme, de la serie de fonctions : f(x) = Y.7-0 ne " x - 

2. Calculer fix) lorsque la serie converge (integrer terme a terme). 

Correction ▼ [004532] 


Exercice 4533 Fonction definie par une serie 

1. Etudier la convergence de la serie f{x ) = L“ = o 7777- 

2. Montrer que / est de classe 1 sur son domaine de definition. 

3. Tracer la courbe representative de / sur ] 1 , +°o [. 

[004533] 


Exercice 4534 Fonction definie par une serie 

Soit g w = E^o ;feSr 

1. Determiner le domaine, D de definition de g et prouver que g est de classe sur D. 

2. Montrer que la quantite : xg(x) — g(x+ 1) est constante sur D. 

3. Tracer la courbe representative de g sur ]0, +°°[. 

4. Donner un equivalent de g(x) en +00 et en 0 + . 

Correction T [004534] 


Exercice 4535 Fonction definie par une serie 

1. Etablir la convergence simple sur M de la serie de fonctions : f(x) = 777^- 

2. Montrer que la convergence est uniforme sur toute partie de la forme M\ [—a, a], a > 0. Que pouvez- 
vous en deduire pour / ? 

[004535] 


Exercice 4536 Fonction definie par une serie 

Soit Unix) = (- l)"ln (l + et f{x) = £“ =1 u n {x). 

1. Montrer que la serie f{x) converge simplement sur M + . 

2. Majorer convenablement le reste de la serie, et montrer qu’il y a convergence uniforme sur M + . 

3. Y a-t-il convergence normale ? 

Correction T [004536] 


Exercice 4537 Fonction definie par une serie 

Soit f{x) = Y^=0 x(x+\)...{x+n) ■ 
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1. Etablir l’existence et la continuite de / sur M+*. 

2. Calculer f(x + 1) en fonction de f(x). 

3. Tracer la courbe de /. 

Correction T [004537] 


Exercice 4538 Fonction definie par une serie 

1. Etudier la convergence simple, uniforme, de f(x) = £“ =0 (arctan(x + n) — arctan(n)) . 

2. Montrer que / est de classe c € x sur M. 

3. Chercher une relation simple entre /(x) et fix +1). 

4. Trouver lim x ^ +00 /(x). 

Correction ▼ [004538] 


Exercice 4539 Conversion serie-integrale 
Montrer, pour x > 0 : £“ =0 = f t l =0 dt. 

Correction ▼ [004539] 


Exercice 4540 Fonction I 

Soil M x ) = (l+x)(l+x/2)...(l+x/ri ) ' 

1. Etudier la convergence simple des fonctions f n . 

2. On note / = lim /„. Calculer fix) en fonction de f(x — 1) lorsque ces deux quantites existent. 

3. Montrer que / est de classe 1 sur son domaine de definition (on calculera f' n {x) /f n (x)). 

Correction T [004540] 


Exercice 4541 Ensi Chimie P’ 93 

Etudier la convergence de la suite de fonctions definies par : f n (x) = J /q (x — t) n ~ 1 sin t dt . 

Correction T [004541] 


Exercice 4542 Convergence de /(") 

Soit / € On definit la suite (/„) n6 N* P ar fn = / ” (derivee /i-eme). On suppose que converge 

uniformement vers (p. Que peut-on dire de <p ? [004542] 


Exercice 4543 Ensi PC 1999 

c v -c ( \ (— 1)"cos”jc 

Soit f n (x) = — . 

1. Etudier la convergence de f(x) = £“=o fn{ x )- 

2. Montrer la convergence de la serie de terme general u n = J^Iq fn (x) dx. 

3. En deduire Yfi-o 11 » sous forme d’une integrale. 

Correction T [004543] 


Exercice 4544 Developpement de coth(x) 


1. Decomposer en elements simples sur (x 2 3 + 1) la fractions rationnelle : F n (X ) = ^ 1+ ^-/ > ,) n _i 

2. En deduire pour x e R* : cothx = l +L“=i ^W¥-- 

3. En deduire la valeur de £ (2). 
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Correction T 


[004544] 


Exercice 4545 £sin(«)/n 

Pour n G N* et x G [— 1, 1] on pose u n (x) = - sl ” ( '" ) . 

1. Montrer que la serie £“ =1 u„(x) converge uniformement sur [—1,1] vers une fonction continue, /. 

2. Justifier la derivabilite de / sur ] — 1, 1 [ et calculer fix). En deduire fix). 

3. En deduire la valeur de £“=i 52j». 

Correction T [004545] 


Exercice 4546 Fonctions £ et 7 ] 

Pour x > 1 on pose £ (x) = — et pour * > 0 : 77 (x) = £“= i — • 

n x n x 

1. Etablirpourx > 1 : r)(x) = (1 — 2 1 ~ JC )£(x). En deduire £(x) ~ y^y pourx — > 1 + . 

2. Montrer que £ (x) = y^y + y + o(l). On remarquera que y^y = / = “ — . 

3. En deduire la valeur de £“ =1 - — ^ . 

Correction T [004546] 


Exercice 4547 Centrale MP 2000 
Pour y G M et n G N* , on pose a„ (y) = 

1. Determiner le rayon de convergence de la serie entiere (y)x n . 

2. Soit D = { (x.y) G M 2 , |x| < 1} et F(x,y ) = L,|“i a n(y)x"- Montrer que F, r )F et ^ existent en tout point 
de D. 


[004547] 


Exercice 4548 Serie lacunaire 

Soit (p n ) une suite d’entiers naturels, strictement croissante et telle que p„/n — > °° lorsque n —? oo. On pose pour 
x G ] — 1, 1[ : f{x) = o xPn - Montrer que (1 —x)f(x) — > 0 lorsque x — > 1”. 

Correction T [004548] 


Exercice 4549 Fonctions reciproques (Pugin, MP*-2001) 

Soit (/„) une suite de fonctions [a . b\ —y \c,d\ continues, bijectives, strictement croissantes, convergeant sim- 
plement vers une fonction / : [a, b] -X [c.xl\ elle aussi continue, bijective strictement croissante. 

1. Montrer qu’il y a convergence uniforme (deuxieme theoreme de Dini, considerer une subdivision de \a.b\). 

2. Montrer que les fonctions reciproques convergent simplement vers une fonction g et que g = / . 

3. Montrer que iff 1 ) converge uniformement vers / 1 . 

Correction ▼ [004549] 


Exercice 4550 Mines MP 2001 

Soit (/„) une suite de fonctions continues sur le compact K, a valeurs reelles et convergent uniformement sur 
K vers la fonction /. A-t-on sup/, — > sup / lorsque n — > °° ? 

Correction ▼ [004550] 


Exercice 4551 Mines MP 2001 

Pour x G M + et n G N, n ^ 2 on pose /„(x) = et S(x) = £“ =2 fn ( x ) sous reserve de convergence. 
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1. Etudier la convergence simple, normale, uniforme de la serie £/„ sur M + . 

2. Montrer que S est de classe < ^ 1 sur M + *. 

3. Montrer que S n’est pas derivable a droite en 0. 

4. Montrer que x k S(x) tend vers 0 en +°o pour tout k G N. 

Correction T [004551] 


Exercice 4552 Centrale MP 2001 

Convergence et limite en 1~ de /(x) = £7=o ^i+x" • 

Correction T [004552] 


Exercice 4553 Centrale MP 2001 

Soit 5(0 = 17=1 r^. 

1. Pour quelles valeurs de t, S est-elle definie ? Est-elle continue ? 

2. Montrer qu’au voisinage de 1“ on a S(t) = — ln | 1 f fl + O ( j • On pourra developper ln(l — t) en serie 
entiere. 


Correction ▼ 


[004553] 


Exercice 4554 Centrale MP 2002 

On pose 0 (x) = d (x, Z) = inf { \x — n \ tel que n 6 Z}. 

1. Montrer que / : M 9 x i — > L,T=o (?) ,! ^ (^” x ) est definie et continue. 

2. Montrer que 0 est lipschitzienne. Que peut-on en deduire pour / ? 

3. Montrer que / n’est derivable en aucun point. 

Correction ▼ [004554] 


Exercice 4555 ENS Lyon-Cachan MP 2002 

Soin (a„)fi^i une suite complexe telle que la serie £<7„ converge. On pose : f(h) = £7=1 a n^jJ$r si h ^ 0 et 
/(d) = L7 = i a n . Etudier le domaine de definition et la continuite de /. 

Correction T [004555] 


Exercice 4556 Centrale MP 2002 


Soit / : M — > M continue et 27t-periodique. Pour n G N*, on pose F„(x) = ± J t r L G f(x + t)f(t)dt. 

1. Montrer que la suite (F„) converge vers une fonction F que l’on precisera. 

2. Nature de la convergence ? 

3. Prouver F oc = F(0) . 

Correction T 

[004556] 

Exercice 4557 Approximation par des fractions rationnelles 

Soit / : M — > M continue, ayant meme limite finie t en ±°o. Montrer que / est limite uniforme sur M de fractions 

rationnelles. 

Correction ▼ 

[004557] 

Exercice 4558 Fonction definie par une serie 



On pose pour x € R : /(x) = I7_, 


1. Determiner lim J t_ i ,oo/(x). 
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2. Chercher un equivalent de f(x) en +°o. 


Correction V 


[004558] 


Exercice 4559 Recherche d’ equivalents, Centrale MP 2006 

Determiner un equivalent au voisinage de 0 de S i (x) = £“ =1 sh ^ et S 2 (x) = £“ =1 

Correction V [004559] 


Exercice 4560 Etude de * 1 2 3 sin (px) pour x G ]0, %[, TPE MP 2005 

1. Calculer S n (t) = Y!p=i tt> l sin(px) puis S(t) = \\m n ^ m S n {t). 

2. Calculer f f l =0 S n (t)dt et f t l =0 S(t)dt. 

3. En deduire que £“=i s '", ,u converge et donner sa valeur. 

Correction V [004560] 


Exercice 4561 Fraction rationnelle de meilleure approximation (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003) 

On note R F ensemble des fractions rationnelles continues sur [0, 1] et pour m,n G N : 

R m ,n = {/ G R tel que 3 P, Q G R[X] tel que deg(P) < m, deg(£2) < n et / = P/ Q}. 

1. R est-il un espace vectoriel ? Si oui en trouver une base. Meme question pour R m .„- 

2. Soient m,n fixes. On note d = inf{||g — f\\ , / G R m , n } ou g designe une fonction continue de [0, 1] dans M 
et ||/;|| = sup{|/j(x)|, x G [0, 1]}. Montrer qu’il existe ro G R m . n tel que ||g — ro 1 1 = d. 

Correction T [004561] 


Exercice 4562 Derivation multiple, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005 

1. Soit (/„) une suite de fonctions de classe r S A sur \a,b\ telle que (f' n ) converge uniformement vers g et il 
existe x\ tel que (f n (x i)) converge. Montrer que (/„) converge uniformement sur [a, b] vers / telle que 
f'=g. 

2. Soit (/„) une suite de fonctions de classe ( S' P sur a . b] telle que converge uniformement vers g et il 
existe xi,...,x p distincts tels que (/«(x,-)) converge. Montrer que (/„) converge uniformement sur \a,b\ 
vers / telle que / ^ = g. 

Correction ▼ [004562] 


Exercice 4563 Exponentielle, Polytechnique MP* 2006 

Soient A, B G Montrer que : exp(A) — exp(R) = fj_ () exp (sA ) (A — B ) exp((l — s)B) ds. 

Correction T [004563] 


78 Series entieres 

78.1 Rayon de convergence 
Exercice 4564 Vrai ou faux ? 

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. En donner une demonstration ou un contre-exemple. 

1. Les series et £(— I ) n a n 7 n ont meme rayon de convergence. 

2. Les series et £(— l)"a n z n ont meme domaine de convergence. 

3. Si la serie Y_ci„z" a un rayon de convergence infini, alors elle converge uniformement sur M. 
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4. Si £ ci n x n a un rayon de convergence fini R > 0. alors sa somme admet une limite infinie en (— R) + ou 
en R . 

5. Si f(x) = £ a n x" a un rayon de convergence infini et si les a n sont strictement positifs, alors pour tout 

fix) 

entier p, L ^ L — > +°o lorsque x — > +°o. 

[004564] 


Exercice 4565 Calculs de rayons 

Trouver le rayon de convergence de la serie entiere £tz„z" : 

1. a n — > i / 0 lorsque n — > °° 

2. (a„) est periodique non nulle. 

3- a n =Y^ d \ n d 2 . 

a a — — 

a n ~ n \- 

5. ci2n = a n , fl2n+l = b n , 

0 < a < b. 


6. a n 2 = n\, cik = 0 si y/k ^ N. 

7. a n = (lnn) _ln ". 


a„ = e 


q _ _ 1-4. 7. ..(3)i— 2) 
y. u n — , 


10 - a n - 

11- « M = (i + ^+-+D In '' 

12 . a n +2 — |_i -\ - ci n , 

ao = a\ = 1 . 

13. a n = C n kn . 

14. a„ = e ("+ 1 ) 2 _ e (»- 1 ) 2 . 

15. a n = f t * l =0 (l + t 2 ) n dt . 

16. a n = \fn — n+ \/n + 1. 

17. a n = 


cos nO 


y/n+(—l) n ■ 

Correction ▼ 


[004565] 


Exercice 4566 Centrale P’ 1996 

Comment peut-on trouver le rayon de convergence d’une serie entiere dont la suite des coefficients admet une 
infinite de zeros ? [004566] 


Exercice 4567 Mines MP 2003 

Quel est le rayon de convergence de la serie entiere : L“ =0 COS<: (gt + ofjx k oil a G M ? 

Correction ▼ [004567] 


Exercice 4568 Ensi MP 2003 

Rayon de convergence R de la serie entiere £“ =1 xJ ' k _ a et etude pour x = ±R. 

Correction ▼ [004568] 


Exercice 4569 Centrale MP 2003 

On considere les suites (a„) et (b„) definies par : a„ = cos ^/ 3 ') ; jj n = sin(a„). 

1. Determiner les rayons de convergence des series £a„x" et £Z?„x". 
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2. Determiner la nature de Y a nX n et Y bn x " cn fonction de x. 

Correction ▼ 


[004569] 


Exercice 4570 Transformation de rayons 

Soit Y a nZ n une serie entiere de rayon de convergence R > 0. Determiner les rayons de convergence des series : 


1 - Y a 2 n z n . 

9 sr 

2- „\<- • 

o n\a„ 
L n" 4 


n 


Correction ▼ 


[004570] 


Exercice 4571 Series paire et impaire 

On suppose que les series Y a 2nZ," et Y Cl in+ 1 z" ont pour rayons de convergence R et R'. Determiner le rayon de 
convergence de Y a nZ n - 

Correction T [004571] 


Exercice 4572 Division par z — p 

Soit a(z) = Y7i-o a nZ" une serie entiere de rayon de convergence infini et p > 0. 

On definit la serie entiere b(z) = Y^=o^nZ n de sorte que (z — p)b(z) = a(z) en cas de convergence de b(z). 

1. Prouver 1’ existence et l’unicite des coefficients b n . 

2. Quel est le rayon de convergence de b(z) ? 

Correction T [004572] 


Exercice 4573 Developper peut etre dangereux 

( v 4« 

X ^ 2 X ’ j . 

1. Determiner le domaine de convergence de la serie Yn= o u n(x). 

2. On developpe u n (x) par la formule du binome : u n {x) = Y 4 '%kiZ 2 A" a k* k - Montrer que le rayon de conver- 
gence de la serie entiere Yk^\ a k xk est egal a 1 (en convenant que les cik non definis valent zero). 

Correction T [004573] 


78.2 Developpement, sommation 

Exercice 4574 Developpements en serie entiere 


Developper en serie entiere les fonctions suivantes : 

1. ln(l +x+.r 2 ). 

2. (x — 1) ln(x 2 — 5x + 6). 

3. x\n(x + Vx 2 + 1 ). 

4. 


x — 2 


x i -x 2 -x+\ ■ 

5. 1 

6 . 


l+x—2x 3 ' 
1—x 


( 1+2*-* 2 
7 .[\=k 

'■ V i+x- 


8. arctan(x+l). 

9. arctan(x + v/3)- 


260 


10. flLo ln(f2 ~ 5 / /2+1) dt. 

H ^ (1+Jc)sinx ~j 2 

12 . jZe-‘ 2 dt. 

13. e- 2x2 j* =0 e 2 ‘ 2 dt. 

j ^ arcsin yfx 

y/MJ-x)' 

15. sin ( 1 arcsine) . 

Correction ▼ [004574] 


Exercice 4575 Ensi PC 1999 

Developper en serie entiere : I n ( yl —Ixcha+x 1 ) . 

Correction T [004575] 


Exercice 4576 e^/{\-x) 


v X 2 

Developper en serie entiere j— x puis . 

Correction T 

[004576] 

Exercice 4577 Mines-Ponts MP 2004 

Developper en serie entiere f(x ) = \J x + \/l +x 2 . 

Correction T 

[004577] 

Exercice 4578 DSE d’une fraction rationnelle par recurrence lineaire 

Developper f(x) = | - 2 en serie entiere en utilisant la relation : (1 — x — x 2 )f(x) = x. 

Correction ▼ 

[004578] 

Exercice 4579 Produit de polynomes 

Quel est le coefficient de x n dans ^1 +jcH |- 1+ 2r q |-(« + l )x' l ^j ^ 1 + Ax + • ■ 

Correction ▼ 

■■ + (n+l) 2 jc") ? 

[004579] 


Exercice 4580 Developpement en serie entiere de C ( I +x) — I / x 

1. Verifier que pour xG]0,+oo[ on a: £(1 +*) - \ = L“=i - £(£ - p^)) • 

2. Pour p e N on pose y p = 0 q f ln ^ J — — — 1 : j . Justifier l’existence de y p et montrer 

que \y p \ ^ ( p/e)P . 

3. Montrer alors que pour x G ]0, 1 [ on a : £( 1 q-jt) — i = £“ =0 ^ ^ Yp x p . 

[004580] 


Exercice 4581 Sommation de series entieres 
Calculer les sornmes des series suivantes : 

1 Y°° xJ ' 

Ln=0 2n-V 

2. L“ =0 nV. 

3 . ir =0 «v. 

4 y“ V 

Ln=0 (n+l)(;i+3) • 
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( -i\n Y 2n+\ 

c v^oo 1~ 1J x 

2 n = 0 4 ,, 2 -l ■ 

6. ir=0 4^i>^°- 

7 v^°° n+ 3 „n 

'■ 2„=0 2n+\ X ■ 

8- i: =1 ^ch (na). 

n Y^oo ,isin 2 (,i 0 ) 

2,i=0 2 " ' 


10. I 

11- 1 


°° n 2 + 1 „n 

n = 0 , 1+1 1 


n=0 (2,i) ! ' 


17 v 100 sin~(» 9 ) ^2,, 

1 Z -' 2 - 71=0 71 1 ■* • 

1 4 r“ n 5 x" 

2„=0 “^T- 

]4 V“ * 3 ” 

2„=0 (3„)r 

2,,=1 *- 2,1 X ■ 

16 . L:= 0 ^i;_,in"r*. 

17. L^i(l + ^ + -- + i)^. 


Correction Y 


[004581] 


Exercice 4582 Suite recurrente lineaire 


On definit deux suites (u„) et (v„) par : < et 

[v 0 = 0 

Determiner le rayon de convergence et la so mm e de la serie entiere Li7-0 u n x " • 

Correction T 


. 1 — Ufi “l - 2v„ 
V„+l — ti n -|- v n . 


[004582] 


Exercice 4583 Serie matricielle, Centrale MP 2000 

1. Montrer l’existence de f(z) = £“ =1 kz k pour z E {x 2 + 1) , |z| < 1. 

2. Soit A e ./f/, n ( (x 2 + 1)). Montrer que £“ =1 kA k converge si et seulement si les valeurs propres de A sont 
de module strictement inferieur a 1 . 

3. La somme S = £“ =1 kA k est-elle inversible ? 

Correction ▼ [004583] 


Exercice 4584 Serie des traces (Centrale MP 2003) 

Soit A = ^ j 1 G -# 3 (M). 

1. Montrer que A est diagonalisable et admet trois valeurs propres reelles dont on precisera les parties 
entieres. 

2. On pose t n = tr(A”). Exprimer t„ en fonction de t n -i,t n -2,t n -3- 

3. Determiner le rayon de convergence de la serie entiere et ca l cu l er sa so mm e. 

Correction ▼ [004584] 


Exercice 4585 Centrale MP 2000 
Calculer E“ =i gf- 

Correction ▼ [004585] 


Exercice 4586 £P(n)jc", Ensi P 91 

Rayon et somme de J^P(n)x n oil P est un polynome de degre p. 
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Correction ▼ 


[004586] 


Exercice 4587 £<?" !e /2' ! , Ensi P 91 
Calculer L“ =l ^ e t £“ =1 . 

Correction ▼ 


[004587] 


Exercice 4588 Ensae MP* 2000 

Soit (m„) definie par, pour tout n e N, Yk=o = 1- Trouver la limite de (u„). 

Id 

Correction T [004588] 


Exercice 4589 fXT - 1 ( ' — L f' x ) 

Soit q € ] - 1 , 1 [ et f(x) = IXU ( 1 - <?x). 

1. Montrer que fix) existe pour tout xGlet que / est developpable en serie entiere au voisinage de 0. On 
admettra que si une fonction g est DSE alors e g l’est. 

2. A l’aide de la relation : f(x) = (1 —qx) f(qx), calculer les coefficients du developpement de / et le rayon 
de convergence. 

Correction ▼ [004589] 


Exercice 4590 Fonction non DSE 

Soit f(x) = Y,7=o e ~ n+n ix ■ Montrer que / est de classe sur M mais n’est pas developpable en serie entiere 
autour de 0. 

Correction ▼ [004590] 


Exercice 4591 Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003 

Soit a > 0. On considere la fonction f a : x i — > Ydi=\ e inx . Montrer que / est Donner une CNS sur a 
pour que / soit developpable en serie entiere en tout point de M. 

Correction ▼ [004591] 


Exercice 4592 Theoreme de realisation de Borel 

Soit (a n ) une suite complexe donnee, on construit dans cet exercice une fonction / : M — > M de classe e tf°° telle 
que pour tout entier n on ait p n ’ (0) = n ! a n . 

Soit (p : M — > M une fonction de classe < io°° verifiant : V x G [— 1, 1], (p(x ) = 1 et V x ^ [—2,2], (p(x ) = 0 
(P existence de (p fait l’objet de la question 2.). On pose (p„(x ) =x n (p(x), M n = max(||<p' ||oo, . . . , ||<») 

et f[x) = Y^=o a n x " ( P(^" :x ) f) u (A„) est une suite de reels strictement positifs, tendant vers +°o et telle que 
Y, | a n \M n / converge. 

1. Montrer que / est bien definie, est de classe c €°° sur M et verifie /^"'(0) = n\a n . 

2. Construction de (p : a l’aide de fonctions du type x i — > exp(— I /x) construire une fonction t (/ de classe r: £™ 
sur [0,+oo[nulle sur [0, 1] U [2, +°o[ et strictement positive sur]l,2[. 

Verifier alors que (p(x ) = \f/(t)dt j y{t)dt convient. 

Correction ▼ [004592] 


78.3 Etude au bord 

Exercice 4593 Etude sur le cercle de convergence 
Pour x£lon pose f{x ) = Y7=\ x " sin 
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1. Determiner le rayon de convergence, R, de cette serie. 

2. Etudier la convergence de / pour * = ±R. 

3. Determiner lim r rR fix). 

Correction T [004593] 


Exercice 4594 Coefficients equivalents => series equivalentes 

Soit ( a n ) une suite de reels strictement positifs. On suppose que le rayon de convergence de la serie entiere 
A(x) = est 1 et <l ue l a serie diverge pour x = 1. 

1. Montrer que A (x) — >• +oo lorsque x — > l~. 

2. Soit ( b n ) une suite telle que b n ~ a n et B(x) = £“ =0 f? fJ x" . Montrer que B(x) ~ A(x) pour x — > 1~. 

Correction ▼ [004594] 


Exercice 4595 Produit de Cauchy 

Soit (c„) le produit de Cauchy de la suite (a n ) par la suite ( b n ). Montrer que si les trois series £ b n et 
convergent vers A,B,C, alors C = AB (considerer les series entieres Y. a nZ n . et £c„z"). 

Correction ▼ [004595] 


Exercice 4596 Produit de Cauchy 

Soit (c„) le produit de Cauchy de la suite ( a n ) par la suite ( b n ). On suppose que la serie A(z) = £“ =0 a nZ n a un 
rayon R > 0 et que b n /b n+ \ — > X lorsque n —t ca avec A < R. Montrer que c n /b n —z A( A) lorsque n —f oo. 

Correction ▼ [004596] 


78.4 Equations differentielles 

Exercice 4597 Equation differentielle 

Montrer que 1’ equation 3 xy' + (2 — 5a'))’ = a admet une solution developpable en serie entiere autour de 0. 
Calculery(l) a5.10~ 5 pres. 

Correction T [004597] 


Exercice 4598 DSE de tan 

1. En utilisant la relation : tan 7 = 1 +tan * 1 2 3 , exprimer tank'd en fonction de tan. .... tan (n — 1). En deduire 

que :Vx6 [0, n/2[, tan ( ") (x) ^ 0. 

2. Montrer que la serie de Taylor de tan en 0 converge sur ] — n /2,n /2[. 

3. Soit / la somme de la serie precedente. Montrer que f = 1 + f 2 et en deduire que / = tan. 

4. Prouver que le rayon de convergence est exactement n/ 2. 

Correction ▼ [004598] 


Exercice 4599 DSE de (arcsinx) 2 

On pose f(x) = »§. 

1. Montrer que / admet un developpement en serie entiere au voisinage de 0 et preciser le rayon de conver- 
gence. 

2. Chercher une equation differentielle d’ordre 1 verifiee par /. En deduire les coefficients du developpe- 
ment en serie entiere de /. 

3. Donner le developpement en serie entiere de arcsirr.r. 
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Correction ▼ 


[004599] 


Exercice 4600 £“ n — 

11 u nn 

n 

On pose f(x) = £“ =0 

^2n 

1. Determiner le rayon de convergence et montrer que / verifie l’equation : x(4 —x)y' — (x + 2)y = —2. 

2. Resoudre E equation precedente pour x > 0 (utiliser le DL de / en 0 a l’ordre 1 pour fixer la constante) et 
en deduire la somme de la serie TT n — . 

n u r'n 
U 2 n 

Correction T [004600] 


Exercice 4601 Calcul de somme 

On pose f(x) = E7 =0 ixQin+iy 

1. Determiner le rayon de convergence. 

2. Etudier la convergence aux bornes de l’intervalle de convergence. 

3. Calculer f(x). 

Correction ▼ [004601] 


Exercice 4602 Fonction generatrice du nombre de partitions 
On note T n le nombre de partitions d’un ensemble a n elements. 

1. Montrer que T n+] = £"_ 0 

2. Montrer que itt = e< ' ' ■ 

Correction T [004602] 


Exercice 4603 Suite recurrente 

Soit ( a n ) la suite reelle detinie par : ciq = 1 , 2a n+ \ = T!k=o^-n a k a n-k- On P ose f{x) = L,7=o 7r- T ”- 

1 . Montrer que le rayon de convergence est non nul. 

2. Calculer f(x). 

3. En deduire a n en fonction de n. 

Correction ▼ [004603] 


Exercice 4604 Fonction £ 

Pour \x\ < 1 on pose : Z(x) = £7=1 7(2 n)x n . 

Montrer que Z verifie l’equation differentielle : 2xZ’(x) — 2Z 2 (x) + Z(x) = 3x^(2) (ecrire Z(x) conime somme 
d’une serie double, intervertir les sommations, remplacer et . . . simplifier). 

En deduire la relation de recurrence : V n ^ 2, (n + \)t2,(2n) = Yj’p=\ 7 (2p)7(2n — 2 p). 

Correction ▼ [004604] 


Exercice 4605 DSE de tan 

On note 7 ;(n) = L7=o ( 2 A-+ 1 )' 1 et %( x ) = L7=t Q{2.n)x". En s’inspirant de l’exercice 4604 montrer que Z, verifie 
l’equation differentielle : 2 jcZ-(jc) — 2Zj(x) — Z,(x) = x’QiT). 

Determiner alors deux reels a et /3 tels que T (x) = Z, (x 2 ) /x soit egal a a tan fix sur ] — 1 , 1 [. 

Correction ▼ [004605] 


Exercice 4606 DSE de tan x 
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1. Pour ( 1,6 6 8 avec b ^ O(mod^), verifier Pidentite suivante : ( 1 +w) 1 _ t ’J 1 Ul] = 1 — tan ^ 2 ) • 

2. Pour a,b G (x 2 + 1) et n G N*, verifier Pidentite suivante : a" +b n = n^=o ( a — ^ e ‘ (2k ] ^ " )• 


3. Pour x G M et p G N*, verifier Pidentite suivante 


2 -n^o^ 1 Vtan 2pwi,j 


4. Demontrer alors : VxG ] — f , §[, ln(cosx) = IX=ol n (l _ (2k+i) 2 n 2 ) ‘ 

5. En deduire : V x G ] - § , f [, tan* = £* =0 (2t+1) ^_ 4j 3 • 

6. Pour n G N avec n ^ 2, verifier Pidentite suivante : £“ =0 = — — -C(n). 

7. Demontrer enfin : V x G ] — | , § [, tan* = £“ =1 £ ( 2n)x ln ~ 1 . 


[004606] 


78.5 Integrates 

Exercice 4607 / r ^ 0 t* r/t 


i ^ / i \n- 1 

1. A l’aide d’un developpement en serie entiere, montrer que f t= Qi dt = 1 — • 

2. Calculer la valeur commune des deux membres a 1 0 2 pres. 

Correction ▼ 


[004607] 


Exercice 4608 f/ =0 In (t ) In ( 1 — t ) dt 


On admet que £“=t ^ = T" Calculer / f ^ 0 ln(f)ln(l —t)dt. 

Correction T 

[004608] 

Exercice 4609 Centrale PSI 1997 

Etablir la convergence puis calculer la valeur de f/ =0 ln P )M* f 1 fa 

Correction ▼ 

[004609] 


Exercice 4610 f t x =0 ML_E c j t 

Montrer que pour * G ] — 1 , 1 [ : £“ =1 ^ = ~ ft=o ’’ dt. En deduire la valeur de f t l =0 lnM ; — dt. [ 004610 ] 


Exercice 4611 Integrate elliptique 


Montrer que la longueur d’une ellipse de demi-axes a,b est : L = 2 n 


a 2 +b 2 



2 P 


r^-Pr'P 

4 3 P(l-4p) • 


[004611] 


Exercice 4612 Norme L 2 

Soit f(z) = I“ =0 a " z " une serie de rayon R > 0. Montrer, pour 0 ^ r <R: £“ =0 |a„| 2 r 2ra = ^ f^ K 0 \ f(re‘ e )\ 2 d6 . 

[004612] 


78.6 Analycite 

Exercice 4613 Serie a valeurs reelles 

Soit f(z') = Y. a nZ" une serie de rayon R > 0 telle que pour tout z G /)((). R) on a f(z) G M. Montrer que / est 
constante. [004613] 
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Exercice 4614 Formules de Cauchy 

Soit U un ouvert de {x * 1 2 + 1) contenant 0 et / : U — > (x 2 4 + I ) analytique. On note £" =0 a n z n le developpement 
en serie entiere de / en 0, R son rayon et d la distance de 0 a fr(t/) ( d = +°° si U = (x 2 + 1 )). 

1. Montrer, pour 0 < r < min (AM/) et n £ N : a n = ^ f^ 0 d 0 . 

2. Montrer que l’application r h y /gf 0 —d0 est analytique sur [0,d[ (minorer le rayon de convergence 

du DSE de / en roe' 9 et majorer en module les coefficients lorsque 0 decrit [0, 2 k\ et ro est fixe dans [0, d [ 
a l’aide d’un recouvrement ouvert de [0, 2 n}). En deduire que l’egalite de la question 1. a lieu pour tout 
r £ [0 ,d[. 

3. Pour 0 < r < d et |z| < r on pose g(z) = fgZo Hie re ' 9 ^ ^ ■ Montrer que g est la somme d’une serie 
entiere de rayon superieur ou egal a r et que g coincide avec / sur D(0. r ). 

Applications : 

4 . R^d. 

5. Si U = (x 2 + 1) et / est bornee alors / est constante (theoreme de Liouville). 

6. Si P G (x 2 + l)lx] ne s’annule pas alors P est constant (theoreme de d’Alembert-Gauss). 

7. Si (/„) est une suite de fonctions analytiques convergeant uniformement sur U vers une fonction / alors 
/ est analytique sur U (theoreme de Weierstrass, comparer avec le cas reel). 

8. La composee de deux fonctions analytiques est analytique. 

Correction ▼ [004614] 


Exercice 4615 Formule des residus 


Soit P £ (x 2 + l)lx] ayant pour racines zi,.. ■ ,Zk de multiplicites mi,. . . , et r £ M + * \ {|zi|, . . . , | z* | } - 
Montrer : ^ fe=o T^) re ‘ 6 de = L| zj\<r m j- [0046i5] 


Exercice 4616 Croissance de / en fonction des coefficients 

Soit f(z) = Y.n-0 a nZ n une serie entiere de rayon de convergence infini. Montrer l’equivalence entre les proprie- 
tes : 

1 : Pour tout a > 0, la fonction z i-A f(z)e~ a ' z ' est bornee sur (x 2 + 1). 

2 : ^Jn\ \a n \ — > 0 lorsque n — > 

On utilisera les formules de Cauchy (cf. exercice 4614). 

Correction T [004616] 


Exercice 4617 Centrale MP 2000 

Soit (a„) une suite reelle avec cio = 0 et a\ = 1. On note f(z) = Y^=o a nZ n - On suppose que / est injective 
et que le rayon de convergence de la serie entiere vaut 1. On considere Q = {z £ (x 2 + 1) j Imz > 0} et 
D = {z £ (x 2 + 1) | \z\ < 1}. 

1. Montrer que, pour tout z £ D, f(z) £ M si et seulement si z £ M. 

2. Montrer que /(DflO + ) C G + . 

3. Montrer que, pour tout |r| < 1, a n = — Ja =0 lm(f(re l9 )) sin (nQ)d6. 

nr" 

4. Montrer que | sin(//6)j ^ n\ sin Oj. En deduire que | a„\ £5 n. 

Correction ▼ [004617] 


267 


78.7 Divers 


Exercice 4618 Anneau des series entieres 

Soit A F ensemble des suites (a„) de complexes telles que la serie entiere a un rayon non nul. On munit A 

de l'addition terme a terme et du produit de Cauchy note *. 

1. Verifier que A est un anneau integre. Quels sont les elements de A inversibles ? 

2. Soit 4 = {a = (a n ) £ A tel que ciq = ■ ■ ■ = ci^ = 0}. Montrer que les ideaux de A sont {0}, A et les 4, 
k£N. 


3. Soit f(x) = 2— - — — . Montrer que / est developpable en serie entiere sur ] — ^ [ et que si fix) = 

Y.n -0 u n x " alors la suite ( u n ) verifie la relation de recurrence : 2u n+ \ = 1 + J_" : _ , w^Wn+i-fc- 

4. Soit a = (a n ) £ A avec no = 1 et \a n \ ^ 1 pour tout n. Montrer qu’il existe une unique suite b = ( b n ) E A 
telle que bo = 1 et b * b = a. Pour prouver que le rayon de convergence de b est non nul on etablira par 
recurrence que \b n \ ^ u n . 

5. Pour a E A quelconque, etudier l’equation b*b = a d’inconnue b E A. 


[004618] 


Exercice 4619 Ulm MP* 2000 

Soitzi,... ,z p E (x 1 2 + l),pi,. .. ,p p EM + telsque Y!’_\ Pi =l,eto£l. Pour/i >ponposez„ = e ,m Y,'j=iZn-jPj- 
Etudier la suite (z„). 

Correction V [004619] 


Exercice 4620 X MP* 2001 

Soit D le disque ouvert de (x 2 + I ) de centre 0 et rayon 1 . 

1. Soit <p(z) = L«eri a nZ n une serie entiere de rayon 1 et r E ]0, 1 [. Montrer que 

1 r 2K 

a n = / (p(re i9 )e- ind dO . 

2 k r n J o=o T 

2. Soit E l’ensemble des fonctions de D dans (x 2 + 1) continues et dont la restriction a D est somme d’une 
serie entiere. Montrer que / 1 — > ||/|| = sup{ \f(z) \ , z £ D} definit une norme sur E et que pour cette norme 
E est complet. 

3. Montrer que l’ensemble des polynomes a coefficients complexes est dense dans E. 

Correction ▼ [004620] 


Exercice 4621 Centrale MP 2002 

1. Developper en serie entiere f : z*-> z{ 1 —z)~ 2 - Montrer que / est injective sur D( 0, 1). 

2. Soit f(z) = z + a " z " somme d’une serie entiere de rayon de convergence au moins 1 a coefficients 
reels. On suppose / injective sur D( 0, 1) et on veut prouver : V n ^ 1, \a n \ ^ n. 

(a) Montrer pour |z| < 1 que f(z) £ M z £ M et en deduire : Im(z) ^ 0 => Im(/(z)) ^ 0. 

(b) Pour 0 < r < 1 calculer / ( ” 0 \m(f(re lt )) sin ntdt. En deduire \a n \r n 4 n\ai\r et conclure. 

Correction ▼ [004621] 
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79 Series de Fourier 


79.1 Developpements 

Exercice 4622 Developpements 

Calculer le developpement des fonctions / 271-periodiques telles que : 

1. f(x) = n — \x\ sur ] — n, n[. 

2. f(x) = K — x sur]0,27r[. 

3. f(x) = x 2 sur ]0,2 jt[. 

4. f(x) = max(0,sinx). 

5. f(x) = | sin;t| 3 . 

Correction ▼ [004622] 


Exercice 4623 Chimie P’ 1996 

Etablir la convergence puis calculer dt. 

En deduire les coefficients de Fourier de / : /(f) = In | tan(f/2)|. 

Correction T [004623] 


Exercice 4624 Chimie P 1996 

Developper en serie de Fourier f : 1 1 — >■ avec 0 < a < %. Indication : on pourra utiliser une relation 

de recuiTence entre les coefficients a partir de (1 — cosacosf)/(f) = 1. 

Correction ▼ [004624] 


Exercice 4625 Mines MP 2002 
Soit a g ] — 1 , 1 [ et g : * ->• • 

1. Prouver : VrGl, g(x) = £“ =0 a" cos wc. 

2. Quel est le mode de convergence de la serie ? 

3. Soit / : M — > (jr + 1) continue par morceaux et 27T-periodique. Montrer que h : x ^ J t * 1 2 =o8(x-t)f(t)dt 
est somine d’une serie trigonometiique uniformement convergente. Que peut-on deduire pour li ? 

4. Soit A G M. Trouver toutes les fonctions / : M — > (x 2 + 1) continues par morceaux et 27T-periodiques telles 
que : V x £ M, f(x) = l f t %g(x-t)f(t)dt + I“ =1 

Correction T [004625] 


Exercice 4626 Usage d’une serie entiere 


1. Existe-t-il une fonction / : M — > M continue telle que les coefficients de Fourier soient : a n = 4r et b n = 0 ? 

2. Application : calculer f t *L 0 5 _f cosl ■ 

Correction ▼ [004626] 


Exercice 4627 l/(cosx + chfl) 

Soit a > 0. 

1. Developper en serie entiere : f(x) = t . 

2. En deduire le developpement en serie de Fourier de g(x) = cosv j)_ chf , - 
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Correction ▼ 


[004627] 


Exercice 4628 Decomposition en sin 2 


Montrer que : V x € M, | sinx = | £“ =1 • 

[004628] 


Exercice 4629 DSF de f*g. Mines PSI 1998 

Soient f,g : M — > (x 2 + 1) continues 27T-periodiques. On pose pour x € M : h(x) = ^ J, 2 = 0 f(x - t)g(t) dt. 

1. Montrer que h est 27T-periodique, continue, et calculer les coefficients de Fourier exponentiels de h en 
fonction de ceux de / et de g. 

2. Pour g fixee, determiner les valeurs et vecteurs propres de f t->h. 

Correction T [004629] 


Exercice 4630 DSF d’une serie 

On pose f{x) = Y,n =-°° e ~( x ~ 2n71 ' 1 Montrer que / est definie sur M, 27T-periodique et de classe 2? 1 . Determiner 
sa serie de Fourier. 

Correction T [004630] 


79.2 Calcul de series 

Exercice 4631 Calcul de series 

Soit / la fonction 2^-periodique telle que : VxG [— 7T, 7r[, f{x) = e x . 

1. Chercher le developpement en serie de Fourier de /. 

2. En deduire les sommes des series : S = £“ =1 j et S' = £“ =1 \ ■ 

Correction Y [004631] 


Exercice 4632 £“ =1 w2 ° g2 (Centrale MP 2003) 

1. Soit d£l. Developper en serie de Fourier la fonction 27T-periodique valant e ax sur ]0,2 n\. 

Soit d£l. On pose I {a) = sin(an) du. 

2. Exprimer I [a) sous forme d’une serie sans integrate. 

3. Calculer J m "Lq sin {au) du. 

4. Conclure. 

Correction ▼ [004632] 


Exercice 4633 £“ =1 nl a al (Centrale MP 2000) 

1. Donner le developpement en serie de Fourier de la fonction 27T-periodique definie sur ]0,2 jt[ par fix) = 
e ax avec a f 0. 

2. Calculer £ n>1 En deduire £ n>1 

3. Que vaut lim^+oo ? 

Correction Y [004633] 


Exercice 4634 Calcul de series, Matexo 

On considere la fonction 27T-periodique sur M definie par f(x) = xsin f si 0 ^ x < 2n. 
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1. Calculer les coefficients de Fourier de /. 

2. Quelle est la nature de la serie de Fourier 5/ de / ? 

3. En deduire la somrne de la serie £“ =1 . 

Correction ▼ [004634] 


Exercice 4635 sin(7Tn) / 7ta 
Soit flgR\Z. 

1. Developper en serie de Fourier la fonction definie sur [—7 r, n\ par : fix) = cos {ax). 

2. Soit g(t) = £“ =1 In ^1 — ^ . Justifier l’existence et la derivabilite de g et la calculer. 

Correction T [004635] 


Exercice 4636 £“ =1 = £“=i 

1. Developper en serie de Fourier la fonction /, 27T-periodique telle que f(x) = pour 0 ^ x < 2n. 

2. Donner les developpements en serie de Fourier de fix + 1 ) et fix — 1 ). 

3. Montrer que £“ =1 ^ = £“ =1 

Correction ▼ [004636] 


79.3 Coefficients de Fourier 
Exercice 4637 f(x + n) 

Soit / : M — y M 271-periodique continue par morceaux. Que peut-on dire des coefficients de Fourier de / si 
l’on a : 

1. V x £ M, f{x + ri) = f(x) ? 

2. V x 6 M, f(x + k) = —f(x) ? 

Correction T [004637] 


Exercice 4638 / est-elle 7r-pcriodique ? 

Soit / e S>. On note Ck les coefficients de Fourier exponentiels de /. Montrer que / est 71-periodique si et 
seulement si c* est nul pour tout k impair (noter que la serie de Fourier de / peut ne pas converger vers /). 

[004638] 


Exercice 4639 DSF de f 

Soit / : M — > M continue, 27T-periodique de classe 2? * 1 2 par morceaux. On note a k, bk les coefficients de Fourier 
de /. Calculer les coefficients de Fourier de f en fonction de ceux de /. En deduire que kcik — > 0 et kbk — > 0 
lorsque k — > 

Correction T [004639] 


Exercice 4640 DSF de f 

Soit / : [0, 2 tt] — > M de classe 'if 1 . On considere la fonction g, 2^-pcriodiquc coincidant avec / sur [0. 2n\. 
Soient a „ , b n les coefficients de Fourier de g. 

1. Montrer que a n = o (^) et b n = /(Q) ^ (27r) +o(^). 

2. Donner le developpement en serie de Fourier de g' . 
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Correction T 


[004640] 


Exercice 4641 DSF d’une primitive de / 

Soit / continue 27T-periodique, F(x) = ffL 0 f(t )dt, a n ,b n les coefficients de Fourier trigonometriques de / et 

c =h Jt 2 =o( n ~ 0/(0 dt - Montrer : 


Vxel, F{x) 


aox 

~Y 


oo 

+c+t 


n—l 


a n sin nx — b n cos nx 
n 


[004641] 


Exercice 4642 Concavite, ENS 

Soit / : M — > M continue 27T-periodique paire dont la restriction a [0, 2k est concave. Montrer que les coeffi- 
cients de Fourier trigonometriques de / verifient : iq U 0 pour k ^ 1. 

Correction ▼ [004642] 


79.4 Relation de Parseval 

Exercice 4643 ENS MP 2002 

Soit / : [0, 1] — > M de classe ff 2 telle que /( 0) = /( 1) = 0. 

1. Montrer que Ton peut prolonger / en une fonction impaire et 2-periodique. 

2. En deduire F existence de c > 0 independant de / tel que 11/11-^01/12. 

Correction T [004643] 


Exercice 4644 Inegalite de Wirtinger 

Soit / : [0,27 t] — > M de classe ^ telle que f 2 = 0 f(t)dt = 0 et /( 0) = f(2n). 

Montrer que f 2 = 0 f 2 (t) dt ^ f?=of' 2 (t) dt et determiner les cas d’egalite. 

Correction ▼ [004644] 


Exercice 4645 Inegalite isoperimetrique 


1. Soient f,g deux applications 27T-periodiques reelles de classe '6 A . Montrer que : 2 Q n fg' ^ [ ( 2k f ' 2 + 

Iq 71 s' 2 - 

2. Soit r un arc 1 , ferme, simple, de longueur 2k. Montrer que l’aire du domaine limite par F est inferieure 
ou egale a K. 


Correction T 


[004645] 


Exercice 4646 \f"\ ^ \f\ 

Trouver les fonctions / : M — > M 2^-periodiques de classe if 2 telles que $ 2 *of(t)dt = 0 et \f"\ ^ |/| . [004646] 


Exercice 4647 Calcul de (/ | g) 

Soient f,g : M — > (x 2 + 1) 27T-periodiques, continues par morceaux. On note c„(f) et c n (g) les coefficients de 
Fourier exponentiels de / et g. Montrer que : L, c n (f)c n (g) = ^ f,%f(t)g(t)dt. 

[004647] 


Exercice 4648 Une serie trigonometrique qui n’est pas une serie de Fourier 
Onpose/(x) = E: =1 ^. 
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1. Montrer que / est bien definie sur M, 2^-pcriodiquc et continue sur M \ 2 nTL. 

2. Calculer I i m a _, (l J l K _J l f(t)sm(pt)dt et en deduire que / n’a pas de developpement en serie de Fourier 
(et done n’est pas continue en 0). 

[004648] 


Exercice 4649 X MP* 2001 

Soit a > 0 et / continue sur [0, a] a valeurs reelles. On suppose que pour tout rgKona f t a _ 0 f(t) cos (xt)dt = 0. 
Montrer que / est nulle. 

Correction V [004649] 


79.5 Convergence 

Exercice 4650 Phenomene de Gibbs pour sin kx/k 

Soit/„(.r)=lL 1 ^. 

1. Calculer l’abscisse, x n , du premier maximum positif de /„. 

2. Determiner lim„_ >M f n (x n ) . 

Correction ▼ [004650] 


Exercice 4651 Convergence uniforme 

Soit L“ = i(a„cos?tr + b„svanx) une serie trigonometrique convergeant uniformement sur un intervalle [a,j8], 
Montrer que les suites (a n ) et (b„) tendent vers 0. 

Correction T [004651] 


Exercice 4652 Convergence uniforme 

Soit (a„) une suite decroissante de limite nulle. Montrer que la serie £" =1 a n sin nx converge uniformement sur 
M si et seulement si na n — > 0 lorsque n — > 

Pour le sens direct : utiliser le critere de convergence uniforme de Cauchy et l’inegalite : sinx ^ ^ sur [0, jt/2]. 

Correction T [004652] 


Exercice 4653 Fonction continue dont la serie de Fourier diverge en 0 

1. Soit/:M — > (x 2 + l) paire, 2n -periodique, telle que, pour tout x £ [0,7t],/(je) = £“ =1 sin^(2 p3 + 1)|V 
Verifier que / est definie et continue sur M. 

2. Soit Aq = ^ Jq f(t)dt, pour n £ N*, A n = 2 Jo f(t) cos(nt) dt. 

Pour v £ N, on pose ao y = I Jo sin ^(2v + 1)0 dt et a ny = Jq cos (nt) sin^(2v + 1)0 dt. 

Pour q £ N, on note s qy = Yfj=o a i,v- Montrer que si v est fixe, s ny — > 0 lorsque n — » °o. Calculer explici- 

tement les a n v . En deduire que, pour tout q, pour tout v, s qy > 0, et prouver que max(i 9iV ) = s v v . 

?gN 

3. Montrer qu’il existe B > 0 tel que, pour tout v ^ 1, s v . v ^ Blnv. 

4. Montrer que, pour tout n £ N, A n = 2 £“ =1 -Ka n qp s . 

5. Pour n £ N*, on pose T n = J Verifier que T n = jp s n 2P 3 - 1 ■ Montrer qu’il existe D > 0 tel 

que, pour tout p ^ 1> T op ,3_l ^ Dp, et constater que la serie de Fourier de / diverge au point 0. 

[004653] 


Exercice 4654 £“ = _ 00 /?(n)e"“, R = fraction rationnelle 

Soit R une fraction rationnelle a coefficients complexes, de degre strictement negatif, n’ayant pas de pole dans 
Z.Onpos ef{x) = l^ = _ oa R{n)e inx . 
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1. Etudier 1’ existence et la continuite de /. 

2. Montrer que / est de classe sur M \ 27tZ. 

Correction ▼ [004654] 


Exercice 4655 L“=i yffy, P = polynome 

1. Donner le developpement en serie de Fourier de la fonction / 2^-periodique telle que f(x) = {n — x) 2 
sur ]0, 2 tt[. 

2. Soit P un polynome de degre 2 sans racines dans N*. On pose g(x) = En=\ Montrer que g est de 
classe ‘i/ 1 par morceaux. 

Correction ▼ [004655] 


Exercice 4656 Noyau de Fejer 

Soit / : M — > (x 1 + I ) 27T-periodique continue, /„ sa 77 -eme somme de Fourier et g n = ^ + n+ ^" ■ 

1. Exprimer g n a l’aide d’un produit de convolution, g n = f *k„. 

2. Montrer que la suite (k n ) constitue une suite d’ approximations de la mesure de Dirac sur ] — n, n[. Ceci 
montre que la moyenne des sommes partielles de la serie de Fourier de / converge uniformement vers / 
pour toute f continue. 

Correction T [004656] 


79.6 Integrate de Fourier 

Exercice 4657 Formule sommatoire de Poisson 

Soit / : M —>■ (x 2 + 1) de classe < tf l . On suppose qu’il existe a > 1 tel que f(x) = 0(l/\x\ a ) et f(x) = 0(l/|jt| fl ) 
lorsque \x\ — > oo, et on pose F(x) = E,iezf( x + 2n7i). 

Montrer que F est bien definie, 2? 1 et 27T-pcriodiquc. En deduire la formule sommatoire de Poisson : 

L/(2«7T) = /' £/(«)• 

nez V27 Inez 


[004657] 


Exercice 4658 Formule d’echange 

Soient f,g : M — > (x 2 + 1) de classe 2? 1 telles que f,f',g,g' sont integrables. Montrer : 


/ f(t)g(t)dt = 

J t — — oo J t = — OO 


f{t)g(t)dt. 


[004658] 


79.7 Divers 

Exercice 4659 J t b =a f(t)\smnt\dt 

1. Developper en serie de Fourier la fonction : jc i — >• | sinx|. 

2. Application: Soit/: [a, b] M continue. Montrer que J t b =a f(t)\ sinnf| dt — > | j/i,, fit ) dt lorsque n -x 
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Correction ▼ 


[004659] 


Exercice 4660 Equation differentielle 

Montrer que E equation : +y" + y = | sinjc| admet une et une seule solution TT-periodique. 

Correction Y [004660] 


Exercice 4661 Equation differentielle 

Soit k € M. Resoudre l’equation differentielle y" + k 2 y = £“ =1 

Correction Y [004661] 


Exercice 4662 Equirepartition modulo 1 

1. Soit / : M — > M de classe 1-periodique, a € M \ Q et x G M. 

Montrer que ./ < A ) + A-*+«>+- " + f( x+na 'i J t l =0 f(t)dt lorsque n — > 

2. Montrer que le resultat est encore vrai en supposant seulement / continue. 

3. En deduire la nature de la serie 

Correction ▼ [004662] 


Exercice 4663 Cachan MP* 2000 

Soit un reel /3 > 1 et cik = /Jj 0 e 2ink ^ x ~ x 1 dxdx’ . Trouver un equivalent quand n tend vers l’infini de 

T,\k\>n ou \t\>n k et i etant des entiers relatifs. 

Correction Y [004663] 


Exercice 4664 Algebre de series trigonometriques 

Soit E 1’ ensemble des fonctions de M dans (x 2 + 1) de la forme : fix) = Y^=-™ c n elim ' x ou £ \c n \ converge. On 
pose pour f € E : ||/|| = |c„|. 

1. Justilier la definition de ||/|| et montrer que E est un espace vectoriel norme complet. 

2. Montrer que E est une (x 2 + l)-algebre et que ||/g|| ^ ||/|| ||g||. 

3. Soit <p : E — > (x 2 + 1) un morphisme d’algebres. 

(a) On suppose <p continu, montrer qu’il existe zo £ U tel que V/ € E, cp(f) = L,tT-°° c ;(Zo- 

(b) Verifier que la formule precedente definit effectivement un morphisme continu de E dans (x 2 + I ) . 


Correction Y [004664] 


Exercice 4665 Mines MP 2002 


Determiner la nature de la serie de terme general u n = (—l) n f t 1 =0 cos(nt 2 )dt. 

Correction Y 

[004665] 

Exercice 4666 Ens Lyon MP* 2003 



On note : E = {fonctions continues 27T-periodiques / : M — > (x 2 + 1)^ ; 
E l = {/ £ E de classe 'if 1 } ; 

E n = {/ € E tel que V k € [[— n,n]}, J^ 0 f(t)e~ lkt dt = 0} ; 

E t \ = E n nE l . 

On considere sur E la norme || || 2 (^ll/lb = \] 2 \ /l/P 

1 . Montrer que D : £q —y Eo,f 1 — f est une bijection. 

2. D est-elle continue ? 
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3. Montrer que D 1 est continue. 

4. Montrer que D~ l (E n ) = E ] n et calculer \\\D r l |[|. 

Correction T [004666] 


Exercice 4667 Quatre racines, ENS Cachan MP* 2005 


Soit / a valeurs reelles, de classe 7? 2 , 27T-periodique, de moyenne nulle. Montrer que g 
moins quatre fois sur [0,2 n[. 

= / + /" s’annule au 

Correction ▼ 

Dixieme partie 

Topologie 

80 Suites convergentes 

Exercice 4668 Limite de la partie entiere d’une suite 

[004667] 

Soit (u n ) une suite reelle convergeant vers i £ M. La suite ([«„]) est-elle convergente? 
Exercice 4669 Limites doubles differentes 

[004668] 

Comparer lim„^oo (lim^oo et lim^oo (lim,,^ 

Exercice 4670 Suites convergeant vers 0 

[004669] 

1. Soit (u n ) une suite reelle telle que ^ > 0. Montrer que u n > 0. 

i+W/7 n—>oo n —> °o 

f >0 

2. Meme question avec < + 

[ (u n ) est bornee. 

[004670] 

Exercice 4671 u n v n — > 1 

0 < a.. < 1 



\j u n ^ i 

Soient (u n ) et (v„) deux suites verifiant : 0 ^ v n ^ 1 Que pouvez-vous dire de ces suites ? 

li/jVn ^ 1 * 

. n— 

[004671] 


Exercice 4672 Serie alternee 


^ 96x(-l)' ! m 

un pose U n — (2„-3)(2n-l)(2n+l)(2»+3)(2n+5) et V,! — Ek = 0 u k- 

1. Etudier les suites (v 2 „) et (v 2 „-i i ) et montrer que la suite (v„) est convergente. 

2. Calculer 0. = lim^ooV,, a 10~ 5 pres. 

Correction T 

Exercice 4673 Croissance comparee 

[004672] 

2 

Montrer que l’ensemble des entiers n tels que 2" < (An ) ! est fini. 

[004673] 
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Exercice 4674 Limite de n 1 //,! 


Demontrer, sans utiliser la fonction In, que {fn y 1 . 

n— >oo 

Chercher lim„_ >00 

[004674] 


Exercice 4675 Croissance logarithmique comparee 

Soient (a„), ( b „ ) deux suites strictement positives telles que : V n G N, c ^ i± ^ 

Montrer que si b„ > 0, alors a n > 0. 

n—¥°° n— y°° 

[004675] 


Exercice 4676 Somme de parties entieres 
Soit x E M. Chercher lim,,-^ M+[ 2A ]+"'+[ fi - v l _ 

n z 

Correction T [004676] 


Exercice 4677 Divergence de cos(nf) et sin (/it) 

Soit 6 E M. Montrer que si 6 ^ 0(mod7r), les suites (cos (nd)) et (sin(«0)) sont toutes les deux divergentes 
(montrer que si l’une converge, alors 1’ autre aussi, puis obtenir une contradiction). 

[004677] 


Exercice 4678 Somme des 1 / /c 1 /2 

Soit u n = 1 + ^2 + "’ + ^- 

1. Chercher lim ,,-**^ n — u n ), puis lim 

2. Comparer ^=, \Jk + \ — \fk, et y/k — y/k — 1. En deduire que la suite (u n — 2y/n) est convergente. 

[004678] 


Exercice 4679 Limite de (1 + \/n) n 

1. On pose «» = q, + x[H b 

(a) Montrer que la suite (//„) est convergente. 

(b) Calculer le nombre e = lim„_. M «„ a 10 7 pres. 

2. On note v n = (l + ^) 1/ ". 

(a) Developper v n et montrer que v n K e. 

(b) On fixe p G N et £ > 0. Montrer que pour n suffisament grand, v n ^ L( = o b ~ e - 

(c) Que pouvez-vous en deduire ? 

[004679] 


Exercice 4680 Etude de C£,/4" 


Ix3x5x---x(2n— 1) 

On pose u n = 2x4x6x J x(2n) > ■ 

1. Exprimer u n a l’aide de factorielles. 

2. Montrer que la suite ( u n ) est convergente. 

3. Soit v n = (n + I )uj r Montrer que la suite (v„) converge. Que pouvez-vous en deduire pour lim„ 

4. On note a = lim„^ooV„. En etudiant la suite (mil), montrer que a > 0. 
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Correction ▼ 


[004680] 


Exercice 4681 S uite a n / n ( 1 + a* ) 


Soit a E (x 2 + 1 ) 'LL Etudier la suite de terme general : u n = ( 1+<))(1 “") ( \ u „y 

Correction T 

[004681] 

Exercice 4682 Lemme de Cesaro 



Soit (u n ) une suite reelle. On pose v n = . 


1 . Montrer que si u n > 0, alors v„ > 0. 

n— >■ oo n— >oo 

2. Montrer que si u n > L alors v„ > l. (t E M) 

n—^oo n-^ oo 

3. Donner un exemple oil ( v n ) converge mais («„) diverge. 

[004682] 


Exercice 4683 Lemme de Cesaro 


1. Soit (b n ) une suite reelle strictement croissante tendant vers +°o, et (a,,) une suite reelle telle que : 

1 > £ E M. Montrer que 4 > l. 

Dn Dn—\ n — yoo fi — yoo 

2. Application : Quelle est la limite de lA+2 ^'i ' + ” < (k E N) ? 

[004683] 


Exercice 4684 Cesaro generalise 

Soit (u n ) une suite reelle convergente, et S n = -4 Lp=o C,jM p . Etudier la suite (S„). 

Correction ▼ 

[004684] 

Exercice 4685 Produit de Cauchy 

Soient (a n ), (b n ) deux suites convergeant vers a.b. Montrer que a o b »+ a i b «i^ ha,lfc ° > ab. 

n—> co 

[004685] 


Exercice 4686 Xu ciXfi — \ y 0 


Soit (jt„) une suite reelle et a E ]0, 1 [. On pose 

{yo= *o 

\y n = X n - ax n - I pour n © 1 . 
Montrer que : (x n > 0) O (y„ > 0). 

12—^00 n — ^o° 

[004686] 

Exercice 4687 x n +X2 n /2 — > 1 


Soit (jt„) une suite bornee telle que x n + ^ > 1. Montrer que x„ > I. 

[004687] 

Exercice 4688 Approximation d’un irrationnel 



Soit x E M* et (r„ j une suite de rationnels convergeant vers x. On ecrit r n = ^ avec p n E Z, q n E N*. 
1. Montrer que si l’une des suites (/?„), (q n ) est bornee, alors l’autre Test aussi, et x E ©. 


2. En deduire que si jt E M \ Q, alors \p„ | > +°o et q n > +°o. 

w— » cxd n— 
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[004688] 


Exercice 4689 Somme des chiffres de n 

Pour n E N*, on note S(n) la somme des chiffres de l’ecriture decimale de n. 

1. Encadrer S(n + 1 ) en fonction de S(n). En deduire que la suite est bornee. 

2. Chercher inf j tq n E N* j, et sup j tq n E N* | . 

3. La suite j est-elle convergente ? 

Correction T [004689] 


Exercice 4690 Equation x n +x n 1 H hx — 1 = 0 

On considere 1’ equation : x n +x n ~ x H \-x — 1 =0. 

1. Prouver qu’il existe une unique racine positive, a n . 

2. Montrer que la suite (a„) est decroissante. 

3. Montrer que a„ ► A (calculer a" +1 — 1). 

n—¥ °° “ 

[004690] 


Exercice 4691 Suite n’ayant qu’une valeur d'adherence 

Soit (u n ) une suite reelle. On appelle valeur d' adherence toute limite d’une sous-suite convergente extraite 
de (u n ). 

1. Quelles sont les valeurs d’adherence d’une suite convergente ? 

2. Quelles sont les valeurs d’adherence de la suite (cos(/;7t/3)) ? 

3. Montrer que si la suite (u n ) est bornee et diverge, elle a au moins deux valeurs d'adherence. 

[004691] 


Exercice 4692 Limites sup et inf 


Soit (jc„) une suite bornee de reels. On pose : 


y n = sup{x p tq p ^ n} 
z n = M{x p tq p ^ n}. 


1. Montrer que les suites (y„) et (z n ) convergent. 

2. Montrer que (x n ) converge si et seulement si (y n ) et (z n ) ont meme limite. 


[004692] 


Exercice 4693 Convergence vers 0 et monotonie 

Soit (jc„) une suite de reels strictement positifs convergeant vers 0. 

1. Montrer qu’il existe une infinite d’indices n tels que x„ = max(x„,x, !+ i . . . ). 

2. Montrer qu’il existe une infinite d’indices n tels que x n = min(xo,xi .... ,x n ). 

Correction T [004693] 


Exercice 4694 Convergence vers 0 et monotonie 

Soit (u n ) une suite de reels strictement positifs convergeant vers 0. Montrer qu'il existe une bijection a : N — > N 
telle que la suite (u ff ^) converge vers 0 en decroissant. 

[004694] 
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Exercice 4695 Fonction N — > N injective 
Soit / : N — > N injective. Montrer que f(n) 


[004695] 


> +°°. 

72—>oo 


Exercice 4696 Fonction N — > N injective 

Soit / : N — > N injective. Montrer que H \- > +°o. 

L z n n—> oo 

Correction T 

Exercice 4697 Radio aux iteres 

Soit u n = \jn + \Jn — H b vT- 

F Montrer que la suite j est bornee. 

2. Determiner 

3. Determiner lim„_ >0 o(M„ — \/«). 

Correction ▼ 



[004696] 


[004697] 


Exercice 4698 Ensae MP* 2000 

Soit (a,,) une suite de reels superieurs ou egaux a 1 telle que pour tous n,m, a n+m ^ a n a m . On pose b n = 
Montrer que ( b n ) converge vers inf {b n \ n e N*}. 

Correction ▼ [004698] 


Exercice 4699 Polytechnique MP* 2000 

Soit h croissante de M + dans M + , tendant vers +°o en +°o, et telle que h(x+ I ) — h(x) tend vers 0 en +°o. Soit V 
l’ensemble des valeurs d’adherence de la suite de terme general e lhin> Montrer que V est exactement le cercle 
trigonometrique (i.e. {z € (x 2 + 1)’ |z| = 1}). 

Correction ▼ [004699] 


Exercice 4700 u 2 + u n — u n+ \ — >• 0 (X MP* 2000) 

Soit u n une suite reelle bornee. On suppose que u 2 + u n — u n+ \ > 0. Montrer que u n — > 0. 

n — >°o 

Correction T [004700] 


Exercice 4701 Point fixe (Ensae MP* 2003) 

Soit une fonction continue / de M dans M et xo £ M. On definit (x„)„ 6 n par la relation de recurrence : 
x n +\ = fU n ). Montrer que si la suite (x n ) admet une unique valeur d’adherence alors elle est convergente. 

Correction ▼ [004701] 


Exercice 4702 Suite recurente 

Soit uq £ N* et ( u„ ) la suite definie par la relation de recurrence : u „+ 1 = u 2 + 1. Montrer qu’il exitste a £ M tel 
que u„ = [a 2 "} pour tout n ou designe la partie entiere. 

Correction ▼ [004702] 


81 Suites 

Exercice 4703 Etude de suites 

Etudier la convergence de la suite ( u n ) definie par : 

1. u 0 = a > 1, u n+ 1 = \ (u n + . 
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2. 

0 < Uq < ; 2 1 , u n+ 1 = 

= 1 - «»■ 

3. 

^n+1 

_ 2 
Ufl lift . 


4. 

M0 = 

0, u n+ 1 = u 2 + a. 


5. 

Mn+1 

— 7/ — 1— 

“ m„ • 


6. 

Mo G 

1°’ *!• “"+> 

7. 

^n+1 

— V2 


8. 


= >/4 — 3 u n . 


9. 

^w+1 

u„-ln(l+u„) 

< ■ 


10. 

^/i+l 

3 

2u} t + 1 ‘ 


11. 

M0 > 

0, M„+l = W®. 


12. 

M0 > 

0, M„ + i = a“\ 



Correction T [004703] 


Exercice 4704 Convergence quadratique 

Soit k G (x 2 + 1) fixe. Etudier la convergence de la suite (a n ) definie par : uq G (x 2 + 1), a„ | = ka 2 . 

Correction T [004704] 


Exercice 4705 w„+i(l — u n ) > 1/4 

Soit (u„) une suite reelle telle que pour tout entier n : u n G [0, 1] et u n+ \ (1 — u n ) > 

Montrer que cette suite converge vers 

[004705] 


Exercice 4706 Radicaux iteres 

Trouver lim^oo \J 1 + \/I ~\ h aTT (n radicaux). 

Correction ▼ [004706] 


Exercice 4707 Radicaux iteres 

On considere la suite (w„) definie par : uq > 0, u n+ \ = \Ju§ H h u n . Montrer que u n > +°o. 

n— >oo 

Correction T [004707] 


Exercice 4708 Radicaux iteres 


On pose u n 



\j 2 + \J ■ ■ ■ + yj n — 1 + y/ii et v n 




\j h \J n — 1 + y/ln. 


1. Montrer que ces suites sont convergentes. 

2. On note A = lim,,^,^ u n . Montrer que A — u„ = 

Indication ▼ 


[004708] 


Exercice 4709 Suites homographiques 


Soient a, b G M*. On definit la suite ( u n ) par : < 

[u n+ i=a + ~. 

On suppose uo choisi de sorte que pour tout n G N, u n / 0. 

1. Quelles sont les limites possibles pour ( u „ ) ? 
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2. On suppose que 1’ equation * 2 = ax + b posscde deux racincs rccllcs a,f5 avec |a| > \P\- 
Etudier la suite (v„) = ( J et en deduire lim u„. 


[004709] 


Exercice 4710 Systeme d’ordre 1 


r rjj 

Soient 0 < xo < yo et (x n ), (y n ) les suites definies par : < " x "V’ n 

U«+t = xn+y n ■ 

Montrer qu’elles sont convergentes et calculer leurs limites. 

Correction T 

Exercice 4711 Systeme d’ordre 1 

[004710] 

Etudier la convergence des suites (x n ), (y n ) definies par : 0 < xq < yo et j 

Correction ▼ 

_ 2 x n +y„ 

•*71+1 3 

,. , _ 2 y„+x„ 

[y«+t — 3 • 

[004711] 

Exercice 4712 Systeme d'ordre 1 

Etudier la convergence des suites (x n ), ( y„ ) definies par : 0 < yo < xq ct j 

Correction ▼ 

\x n+ i = ++ 

fi"+> = 2;S- 

[004712] 

Exercice 4713 Systeme d'ordre 1 

Soient 0 < a < b et (x „ ) , (y„) les suites definies par : < 0 et < 

[Jo = b 

1. Montrer que ces suites convergent vers la meme limite. 

2. On pose a = b cos (p. Exprimer cette limite en fonction de b et <p . 

Correction ▼ 

f v , _ x n +y n 
| •*«+ 1 2 

|^n+l = y/Xn+iyn* 

[004713] 


Exercice 4714 Moyennes arithmetique, geometrique, harmonique 


1. Soient jc,y,z ^ 0. Montrer que x 3 +y 3 +z 3 — 3xyz ^ 0 (mettre x + y + z en facteur). 

2. Etudier la convergence des suites (a„), (/?„), (c„) definies par : 


0 < a 0 < bo < co, et < 

r_?_ = 2- + X + j, 

^n+1 &n bn Cn 

b n +\ — y/ d n b n Cn 



< = a n ~\~ b n + c n . 


Correction ▼ 


[004714] 

Exercice 4715 Centrale MP 2000 

| J/Iq £ IK.* 

On considere la fonction / : x H > In ( e ' r 1 ) et la suite definie par < Etudier la suite 

[ m«+ i — f (n /; ) . 

la serie £«„. 

(»„), puis 

Correction T 


[004715] 


Exercice 4716 u n+ \ — u n — > 0 

Soit / : [a,b\ — > [a,b\ continue et la suite ( u n ) definie par no e [a,b\ et u n+ \ = f{u n ). Montrer que si lim(n„ + i — 
u n ) =0 alors la suite («„) converge. 
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Correction ▼ 


[004716] 


82 Topologie de R 

Exercice 4717 Partie a un seul point d’ accumulation 

Soit A une partie bornee de M ayant un seul point d’ accumulation, a. 

1. Montrer que A est denombrable. 

2. On numerate les elements de A d’une maniere quelconque : A = {x\,X 2 , ■ ■ ■ ,x n ,. . .}. 

Montrer que x n > a. 

n— 

Correction T [004717] 


Exercice 4718 (sin(n)) est dense 

Soit aGM\QetA = {met + n tq m G Z, n £ N}. Montrer que A est dense dans R. 

Application : Montrer que tout reel de [—1, 1] est valeur d’adherence de la suite (sinn). [ 004718 ] 


Exercice 4719 yfm — y/n 

Montrer que V ensemble A = {y/m — y/n tq m, n E N} est dense dans R. 

Correction ▼ [004719] 


Exercice 4720 Unites quadratiques 

Soit A = {n + py / 2 tq n,p € N, n + py/2 > 0, n 2 — 2 p 2 = 1}. Montrer que A est un sous-groupe discret de M + *. 

Correction T [004720] 


Exercice 4721 Olympiades 1991 

Soit a > 1. Montrer qu’il existe une suite reelle bomee, ( x n ), telle que : V i R j, |x,- —xj\ ^ |.__R . 

Correction T [004721] 


Exercice 4722 u n + 1 — u n —> 0 

Soit (u n ) une suite reelle bornee telle que u n+ \ — u n > 0. Montrer que P ensemble des valeurs d’adherence 

n— 

de (u n ) est un intervalle. [004722] 


Exercice 4723 u n+ 1 — u n 0 

Soit / : [0, 1] — > [0, 1] continue, no £ [0, 1] et ( u n ) la suite des iterees de / en no. 

On suppose que n„+i — u n > 0. Montrer que la suite (u„ ) converge vers un point fixe de /. 

n — >00 

Correction T [004723] 


Exercice 4724 exp(/n„) 

Soit (n„) une suite reelle telle que la suite (exp(/n„)) converge et la suite (|n„+i — u n |) est majoree par a < K. 
Montrer que (n„) converge. 

[004724] 


Exercice 4725 exp(/n„) 

Soit (u n ) une suite reelle telle que n„ + i — u n > 0 et n„ > +°o. Demontrer que la suite (exp(/n„)) est dense 

n — «—^oo 

dans U. [004725] 


283 


Exercice 4726 exp (iu n ) 

Soit (x n ) une suite reelle bornee et u > 0. y > 0. On suppose que - ^ Q et que les suites (e ,ux ") et (e n ’ x ") 
convergent. Montrer que la suite (jc„) converge. [ 004726 ] 


Exercice 4727 u n+p / u„ + u p 

Soit ( u n ) une suite reelle positive telle que : V n.p G N. u n+p / + « p . Montrer que la suite (^) est conver- 

gente. 

Correction ▼ [004727] 


Exercice 4728 Fonctions periodiques (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003) 

1. Determiner toutes les fonctions / : M — > M continues, periodiques de periodes 1 et y/2. 

2. Determiner les fonctions / : M 2 — > M 2 continues telles que : 

pour tout X e M 2 , f(X) = f(X + (1 , 0)) = f(X + (0, 1)) = /(AX) oil A = ( J J ) . 

Correction ▼ [004728] 


83 Topologie dans les espaces metriques 

Exercice 4729 Ouverts disjoints 

Soient U, V deux ouverts disjoints d’un espace vectoriel norme. Montrer que U et V sont disjoints. 

Donner un contre-exemple lorsque U et V nc sont pas ouverts. 

Correction ▼ [004729] 


Exercice 4730 A ouvert disjoint de B 

Soient A,B deux parties d’un espace vectoriel norme disjointes. Si A est ouvert, montrer que A et B sont 
disjoints. 

[004730] 


Exercice 4731 U = U. 

Soit U un ouvert d’un espace vectoriel norme. Montrer que U = U. 

Correction T [004731] 


Exercice 4732 Frontiere d’un ouvert 

Soit U un ouvert d’un espace vectoriel norme. Montrer que la frontiere de U est d’interieur vide. 

Correction ▼ [004732] 


Exercice 4733 La distance est 1 -lipchitzienne 

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel norme E. Pour x G E, on pose d(x,A) = inf {d(x,ci) tq a GA}. 

1. Montrer que : Vx,y G E, \d(x,A) — d(y,A)\ ^ d(x,y). 

2. Montrer que l’application x i->- d(x,A ) est continue. 

[004733] 


Exercice 4734 Diametre de la frontiere 
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Soit A une partie non vide et bornee d’un evn E. On note 5(A) = sup {//(.*,>’) tq x,y £ A} ( diametre de A). 
Montrer que 5(A) = 5(Fr(A)). 

Correction Y [004734] 


Exercice 4735 Ensemble derive 

Soit A une partie d’un espace vectoriel norme E. Un point x £ E est dit point d’ accumulation de A si toute 
boule de centre x contient une infinite de points de A. On note A' F ensemble des points d’ accumulation de A 
(i ensemble derive de A). Montrer que A' est ferme, et comparer A! et A. 

[004735] 


Exercice 4736 Caracterisation des fonctions continues 
Soient E , F deux espaces vectoriels normes et / : E — > F. 

Montrer que / est continue si et seulement si : V A C E, /(A) C /(A) 
si et seulement si : V B C F, f~ * l (B) C f ~ l (. B)° . 

Correction T [004736] 


84 Topologie dans les espaces vectoriels normes 

84.1 Geometrie 

Exercice 4737 Unicite du centre et du rayon d’ une boule 

Soit E un evn non nul et a,a' £ E, r,/ > 0 tels que Bf(a, r) = Bf(a',r'). Montrer que a = a' et r = r 1 . [004737] 


Exercice 4738 x + y + z = 0 

Soient x,y, z trois vecteurs d’un evn E tels que x+y + z = 0. 

Montrer que : \\x-y || + ||y — ?|| + ||z — x|| ^ |(||x|| + ||_y || + ||?||). [ 004738 ] 


Exercice 4739 Une boule est convexe 

Soit E un evn, et a £ E, r > 0. On note B = B(a , r) et B = B(a, r). 

1. Montrer que B et B sont convexes. 

2. Si la norme est euclidienne, montrer que si u,v £ B avec u 7 ^ v, alors ]m,v[c B. 

(]n,v[= {(1 -t)u + tv tq t £ ] 0, 1 [}) 

3. En deduire que si la norme est euclidienne, toute partie A telle que B C A C B est convexe. 

4. Donner un contre-exemple avec une norme non euclidienne. 

[004739] 


Exercice 4740 Distance a un ensemble 

Soit E un evn et A C E une partie non vide. Pour x £ E on pose : d(x,A) = inf { 1 1 jc — a\\ tq a £ A}. 


1 . 

2 . 


Montrer que : V x,y £ E, 
ment chaque inegalite) 

Montrer que l’application x i-)- d (x. A ) est continue. 


d(x,A) —d(y,A) \\x — y ||. (Enlever la valeur absolue et demontrer separe- 


[004740] 


Exercice 4741 Distance a un ensemble (ENS Cachan MP 2002) 

Soit A une partie de M” non vide. On note pour x £ M' ! : d 2 \(x) = i n I { ||x — ,v| tqy GA}. 

1. Montrer que d,\ est continue. 
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2 . Soient deux parties de M" non vides A. B. Donner une condition equivalente a d,\ = dg. 

3 . On note p(A,B) = sup { | <:/,4 (y) — r/g(y)|. y E M”}, valant eventuellement +°o. 

Montrer que l’on a p(A.B) = max(supdg(x), supd^ (x 

'x<aA xe B 

Correction ▼ 


[004741] 


Exercice 4742 Distance entre un ferme et un compact 
Soient A, B deux parties compactes non vides de M”. 

Montrer qu’il existe a E A et Z? E B tels que \\a — b\\ = min{||x — y|| tqx E A, y E B}. 

Montrer que ceci est encore vrai si on suppose A compact et B ferme. [004742] 


Exercice 4743 Diametre 

Soit E un evn de dimension finie et A C E borne, ferme, non vide. Montrer qu’il existe a,b E A tels que 
||a — b\\ = max(||je — y || tq x,y£A). (Considerer l’ensemble A x A dans l’evn E x E) [004743] 


Exercice 4744 Diametres concourants (Ens Ulm MP* 2003 ) 

1 . Soit K un compact convexe de M 2 d’interieur non vide. Soit O G K. Montrer qu’il existe une fonction 
/ : M — > M + continue 27 T-periodique telle qu’en coordonnees polaires de centre O, K est defini par p ^ 

m. 

2 . Soit g : [ 0 , 1 ] — >• K. continue telle que fJL 0 g(x) cos(x) dx = fJL 0 g(x) sin(x) dx = 0 . Montrer que g s’annule 
au moins deux fois sur ] 0 , n[. 

3 . Soit G le centre de gravite de K. Montrer que G est le milieu d’au moins trois "diametres" de K (trois 
segments joignant deux points de la frontiere). 


Correction ▼ [004744] 


Exercice 4745 x/ max(l, ||jc|| ), Centrale MP 2005 


Soit / definie par f(x) = max n |mi). Montrer que / est 2 -lipschitzienne. 

Correction T 

[004745] 


84.2 Suites 

Exercice 4746 u n colin a v„ limw„ colin a limv n 

Soit E un evn de dimension finie et ( u n ), (y n ) deux suites de vecteurs telles que : 

V n E N, u n est colineaire a v n , u n > u, v n > v. 

n— n— >oo 

Montrer que u et v sont colineaires (raisonner par l’absurde et completer (u. v) en une base de E ). [004746] 


Exercice 4747 Suites de Cauchy 

Soient ( u „ ), (v„) deux suites d’un evn E telles que u n — v n > 0 et (u n ) est de Cauchy. Montrer que (v n ) est 

n— 

de Cauchy. [004747] 


Exercice 4748 Suite de Cauchy non convergente 

Soit E = M[X] muni de la norme : || Y* a kX k \\ = max(|fljfc|, k E N). On note P„ = 1 +X + ^ H f- Montrer 

que la suite (P n ) est de Cauchy, mais ne converge pas. [004748] 
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Exercice 4749 Mines PC 1998 

Soit B une matrice antisymetrique. On suppose que la suite (B“) converge vers une matrice C. Que peut-on dire 
de C ? [004749] 


Exercice 4750 Suite de matrices inversibles 

Soit (A„) une suite de matrices de ./^ P {R) verifiant les proprietes suivantes : 


1 . 

2 . 


1 : 

< 2 : 
3 : 

Montrer que A est inversible ct A * 1 
Peut-on retirer la propriete 3 ? 


A„ >A £ JZ P (R) 

pour tout n, A n est inversible 

A, ^ > B £ 

n— >oo 

= B. 


[004750] 


Exercice 4751 Suite de matrices inversibles 

Soit A 6 quelconque. Montrer qu’il existe une suite de matrices inversibles convergeant vers A. [004751] 


Exercice 4752 DSE de I —A 

Soit A £ ^p(R). On suppose que la suite de matrices : A„ = 7+A +A 2 H H A" converge vers une matrice 

B. Montrer que I — A est inversible, et B = (/ — A) -1 . 

Remarque : La reciproque est fausse, c’est a dire que la suite (A„) peut diverger meme si I — A est inversible. 
Chercher un contre-exemple. [004752] 


Exercice 4753 Ensam PSI 1998 

Soit A E ^#„((x 2 + I )* telle que la suite (A k ) converge vers une matrice P. Montrer que P est une matrice de 
projection. [004753] 


Exercice 4754 Suites de fonctions 

Soient E = 2? ([«,/?] — > M), (/„) une suite de fonctions de E et / E E. Comparer les enonces : 

/Hi >0 2 : ||/n — /|| 2 >0 3:|/,- fU ► 0. 

n— n— n— 

[004754] 


Exercice 4755 

On note E l’espace vectoriel des suites reelles (x n ) telles que la serie converge. On le munit du produit 
scalaire (x \ y) = £“ =0 x n y n - Soit (y' j une suite bornee d’elements de E. Montrer qu’on peut en extraire une 
sous-suite convergent faiblement, c’est-a-dire qu’il existe z telle que pour tout x de E on ait (x | y Sk ) )• (x \ z)- 

k—> 00 

Correction T [004755] 


Exercice 4756 ENS Lyon MP 2002 

Soit E un espace vectoriel norme sur lou (x 2 + I ) de dimension finie, et u £ J£(E) tel que pour tout x £ E la 
suite (n"(x))„ e N est bornee. 

1. Montrer que la suite (|||h' ! |||)„ 6 fj est bornee. 

2. Determiner la limite quand n — > °o de 0 u‘(x). 

Correction T [004756] 
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84.3 Normes 


Exercice 4757 Norme bizarre 

Montrer que (x,y) sup . A - n , est une norme sur M 2 ; dessiner la boule unite. [004757] 

teR 


Exercice 4758 Normes de polynomes 
Soit E = M[X]. Pour P = Ek=o a kX k , on pose : 

n 

ll^lli = £ M, 

k = 0 

||P||oo = max{|fl 0 |, ■ • • , |«n|}, 

||P||* = max{|P(f)| tq 0 ^ t ^ 1}. 


Montrer que ce sont des normes, et qu’elles sont deux a deux non equivalentes. (On considerera P N (t) = [t — 1)" 
et Qn(t) = 1 +t +t 2 H \~t") [004758] 


Exercice 4759 Norme de polynomes 


Soit E = M[X]. Pour P G E on pose P = sup(|P(f) — P'(t) \ tq t E [0, 1]). 
Montrer qu’on definit ainsi une norme sur E. 

[004759] 

Exercice 4760 Normes de polynomes 



Soit aGK. On pose pour P E M[X] : N a (P ) = |P(a)| + f/ =0 \P' (t)\dt. Montrer que. . . 


1. N a est une norme. 

2. Nq et N\ sont equivalentes. 

3. Si a,& £ [0, 1], alors N a et /V/ ; sont equivalentes. 

4. Soit P n = ( X /2) n . Determiner pour quelles normes N a la suite (P„) est convergente et quelle est sa limite. 

5. Si 0 ^ a < b et b > 1 alors aucune des normes N a , Nb n’est plus tine que l’autre. 

Correction T [004760] 


Exercice 4761 Normes sur les polynomes 

Soit (A„) une suite de reels strictement positifs. On lui associe la norme sur M[jc] : /V (X « ) = E h I a i 

i i 


Soient (A„) et (A,') deux suites et N, N' les normes associees. Montrer que N et N' sont equivalentes si et 
seulement si les suites et sontbornees. [004761] 


Exercice 4762 Centrale MP 2006 

E est P ensemble des fonctions / de classe sur [0, 1] telles que /( 0) = /'( 0) = 0. Pour / E E, on pose : 

N - (/)= SU P l/WI, 

*€[ 0 , 1 ] 

N{f)= sup \f(x)+f"{x)\, 

*€[ 0 , 1 ] 

N l (f)= sup \f'\x)\ + sup \f(x)\. 

*e[o,l] *e [0,1] 

1. Montrer que Noo, N et /V) sont des normes sur E. 

2. Montrer que Noo n’est equivalente ni a N\ ni a N. 

3. Montrer que N et N\ sont equivalentes (introduire l’equation differentielle y" + y = g). 
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Correction ▼ 


[004762] 


Exercice 4763 Norme de Frobenius 


Pour A E on pose A = y/r/AA). 

Montrer que c’ est une norme et que : VA,6E-#„(1), |AB ^ A x ||B |. 

Correction T 

[004763] 


Exercice 4764 Semi-norme 

Soit p une semi-norme sur ,'M n ( (x 2 + 1)) (ie. il manque juste l’axiome p(A) = 0 ^ A = 0). On suppose de plus 
que V (A,Z?) E (^ n ((x 2 + 1)^) 2 , p{AB) ^ p(A)p{B). Montrer que p = 0 ou p est en fait une norme. 

Correction ▼ [004764] 


Exercice 4765 Normes produit 

Soient E,F deux evn et G = E x F. On pose pour u = (x,y) E G : 

IMIi = ||x|U + ||?|| F , \\ u \\ 2 = \/\\x\\ 2 E + \\y\\ 2 F , ||m||= = max(||x|| £ ,||y||f). 

1. Montrer que ce sont des normes sur G et qu’elles sont deux a deux equivalentes (sans hypothese de 
dimension finie). 

2. On prend E = F . Montrer que pour chacune de ces normes, l’application G -X E. (x,y) t-x x+y est 
continue. 

[004765] 


Exercice 4766 Normes sur les suites 


Soit E l’ensenrble des suites u = (u n ) reelles bornees. On pose < 

[N{u) 

Montrer que ce sont des normes sur E et qu’elles sont equivalentes. 


sup(|n„| tq n E N) 

= sup(|«„| + \ii 2 n | tq n E N). 


[004766] 


Exercice 4767 Norme sur les suites 

Soit E l’ensemble des suites reelles u = (u n ) n y\ telles que la suite (\J\u n \ ) est bornee. Pour u E E , on pose 
||u|| = sup (-(/In,, | tq n E N*). Montrer que E est un M-ev et que || . || n’est pas une norme sur E. [004767] 


Exercice 4768 Fonctions lipschitziennes 


Soit E 1’ ensemble des fonctions ' 


lipschitziennes. Pour / E E, on pose : 

m-m 


= 1 /( 0 ) | + sup 
N(J) = |/( 0 ) | + sup 


x-y 

/W-/( 0) 


tqx^y 
tq x 7 ^ 0 


1. Montrer que E est un M-ev. 

2. Montrer que || . || et N sont des normes sur E. 

3. Sont-elles equivalentes ? 


[004768] 


Exercice 4769 Fonctions 2T 1 

Soit E l’ensemble des fonctions / : [0, 1] — > M de classe ^ 1 . Pour / E E, on pose : N\(f) = sup(|/| + | jf' | ) , 
N 2 (f) = sup |/| + sup \f'\. Montrer que N\ et N 2 sont deux normes equivalentes sur E. [004769] 
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Exercice 4770 Norme sur les fonctions continues 

E = C([0, 1],M). Soit g E E. Pour tout / E E on pose N(f) = sup {\f(x)g(x)\}. 

xt 0.1] 

1. Donner une condition necessaire et suffisante sur g pour que N soit une norme sur E. 

2. Si pour tout x E [0, 1], g(x) / 0, montrer qu’alors N et || |« sont des normes sur E equivalentes. 

3. Demontrer la reciproque de la proposition precedente. 

[004770] 


Exercice 4771 Comparaison de normes (ENS MP 2002) 

II 1 1 2 

1. Soit E un espace prehilbertien reel et des elements de E. Calculer Lct||Lt_i c(0 M q| °u c 

parcourt l’ensemble des fonctions de [[l,w]] dans {—1, 1}. 

2. On se place dans F ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans M. Montrer que la norme infinie n’est 
equivalente a aucune norme euclidienne. 

3. Meme question avec la norme I II /» P £ [lj + OO [\ {21- 

Correction Y [004771] 


Exercice 4772 Jauge 

Soit (E, || ||) un M-evn et K C E une partie convexe, bornee, symetrique par rapport a l’origine et telle que 
0 E K. 

Pour x E E, on pose n{x) = inf{|A| tq x E XK}. Montrer que n est une norme equivalente a || ||. [ 004772 ] 


Exercice 4773 Poly technique MP* 2006 

Soit E un espace vectoriel reel. On considere une application N : E — >• M + telle que : 

(i) VA,jc, N(Xx) = | A |2V(jc) ; 

00 V x, N(x) = 0 x = 0. 

1. Montrer que N est une norme si et seulement B = {x tq. N(x) ^ 1} est convexe. 

2. Montrer que si N verifie aussi 

(iii) V x,y, A^(x+y) * 1 2 3 < 2N (x) 2 + 2N (y) 2 

alors c’est une norme. 

Correction T [004773] 


84.4 Topologie 

Exercice 4774 Parties de M" 

Les parties suivantes sont-elles ouvertes ? fermees ? bornees ? 

1. A = {(x,y) E R 2 tqxy = 1}. 

2. B = {(x,y) E M 2 tqx 2 +xy+y 2 < 1}. 

3. C = {z £ (x 2 + 1) 
tq Re(z 2 ) ^ 1}. 
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[004774] 


Exercice 4775 Addition de parties 

Soient A,B deux parties non vides d’un evn E. On note A + B = {a + b tq a £ A, b G fi}. Montrer que . . . 

1. Si A ou B est ouvert, alors A +B est ouvert. 

2. Si A et B sont fermes, alors A + B n’est pas necessairement ferme. (Prendre A = { (x.y) G M 2 tq xy = 1} 
et B = {(x,0) tqx G M}) 

3. Si A et B sont compacts, alors A+B e st compact. 

[004775] 


Exercice 4776 Voisinage ferme d’un ferme 

Soit F un ferme de M' ! et r > 0. On pose F' = (JxeF r )- Montrer que F' est ferme. [004776] 


Exercice 4777 Ev engendre par un ouvert 

Soit & un ouvert non vide d’un ev norme E. Montrer que vect(^) = E. [004777] 


Exercice 4778 Adherence et interieur d’un sev 
Soit E un evn et F un sev de E. 

1. Montrer que F est un sev de E. 

2. Si E est de dimension finie, montrer que F = F. 

3. Dans le cas general, montrer que F = 0 ou F = E. 

[004778] 


Exercice 4779 Cone convexe engendre par un ensemble fini, ENS ULM-Lyon-Cachan MP* 2005 
E est un M-espace vectoriel norme et a\ , . . . , a n 6 E. On pose C = |l” = i A, ^ 0 j . 

1. Montrer que, pour tout* e E, il existe c G C tel que ||jc — c|| = inf { ||jc — a\\,a G C}. 

2. En deduire que C est ferme. 

Correction ▼ [004779] 


Exercice 4780 Partie convexe dense 

Soit E un evn de dimension finie et C C E convexe et dense. Montrer que C = E. 

Correction T [004780] 


Exercice 4781 L’ ensemble des projecteurs est ferme 

Soit E un evn de dimension finie et P ensemble des projecteurs de E. Montrer que ■+ est ferme dans Jz f(E). 

[004781] 


Exercice 4782 Adherence et interieur dans les fonctions continues 

1. Soit E = ( 0, 1],M) muni de la norme de la convergence uniforme. Soit P l’ensemble des fonctions de 

E positives ou nulles. Chercher P et P. 

2. Memes questions avec la norme : ||/|| = / f ^ 0 \f(t)\dt. 

Correction ▼ [004782] 


Exercice 4783 Mines MP 2000 
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On pose E = C([0, 1],M) et on le munit de lanorme N„. Soit F = { / G E |/(0) = /(l)}. Determiner l’adherence 
et l’interieur de F . 

Correction T [004783] 


Exercice 4784 Points isoles (Ens Ulm MP* 2003) 

Les solutions de l’equation u 2 = idu* pour u G 2z?(M") sont-elles isolees ? 

Correction T [004784] 


Exercice 4785 Adherence et interieur d’un convexe 
Soit A une partie convexe d’un evn E. 

1. Demontrer que A et A sont aussi convexes (pour A : faire un dessin). 

2. Montrer que 1’ application x i-g d(x,A ) est convexe (c.a.d. d(tx + (1 —t)y,A) ^ td(x,A ) + (1 — t)d(y,A)). 

[004785] 


Exercice 4786 Theoreme des fermes emboites 

Soit E un evn de dimension finie, et (B n = B(a n ,r n )) une suite de boules fermees, decroissante pour l’inclusion, 
tq r n > 0. 

n— >oo 

1. Montrer que la suite ( a n ) admet une sous-suite convergeant vers a G E. 

2. Montrer que a n a. 

n — 

3. Montrer que f] n€N B„ = {a}. 

[004786] 


Exercice 4787 X MP* 2001 

On considere l’espace .//F„ ( (x 2 + I )> muni d’une norme quelconque. 

1. Montrer que GL n ((x 2 + I ')' est ouvert dense de ( (x 2 + I ) ! . 

2. Soit D„((x 2 + I ) ! l’ensemble des matrices diagonalisables de { (x 2 + 1 ) ^. Montrer que D n ( (x 2 + I ) ^ est 

dense dans + 1)^. 

3. Quel est l’interieur de D n ((x 2 + 1)^ ? 

Correction ▼ [004787] 


Exercice 4788 Matrices nilpotentes, ENS Ulm-Lyon-Cachan MP* 2006 

Soit N G ^ n {{x 2 + I Montrer que N est nilpotente si et seulement si la matrice nulle est adherente a l’en- 
semble [P-'NP : P G GL„((x 2 + 1))}. 

Correction ▼ [004788] 


Exercice 4789 Polynomes scindes (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003) 

Soit n G N* et a G R". On note P a = X" - + ••• + (- 1)"" * 1 + (-1 ) n a n . 

Soit Q = {(TG M" tq P a est a racines reelles, distinctes}. 

1 . Q. est-il ouvert ? ferme ? 

2. Notons f : <y i — ^ P a . Determiner 

Correction ▼ [004789] 
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84.5 Fonctions continues 


Exercice 4790 (f(x) — f(y))/ (x — y) 


f ( x v ) /(*)-/(?) si x ± v 

Soit / : M — > M une fonction de classe et g : M 2 — > M < ’ x y 

\(*,*) f(x) 

Montrer que g est continue. (Attention : pour une fonction definie par cas, se placer au voisinage d’un point 
(jcq, Vo) et determiner si un seul ou plusieurs cas sont a considerer dans ce voisinage) [004790] 


Exercice 4791 sup(/(jt, y)) 

Soit / : M 2 — > M continue. On pose g(x) = sup(/(jc,y) tq y G [0, 1]). Montrer que g est continue. 

Correction T [004791] 


Exercice 4792 Fonction tendant vers +°° a 1’ in fini 

Soit E un evn de dimension finie et / : E — > M continue. On suppose que f(x) > +°°, c’est a dire : 

VAgK, 3i?GMtqV.xG£', ||x|| ^ B =>■ f(x) ^ A. 

1. On prend A = /( 0) et B le nombre correspondant. 

Montrer que inf{/(3f) tq x € E} = inf{/(x) tq ||jc || B}. 

2. En deduire que / admet un minimum. 

3. Exemple : soit E = M„[X] et / : [a,b\ — » M bomee. 

Montrer qu’il existe P G E tq \\f — P\\ a „ = sup{|/(t) — P(t)| tq t G [a,b]} soit minimal (P est appele : un 
polynome de meilleure approximation de / sur a.b\). 

[004792] 


Exercice 4793 Fonctions homogenes 

On note Q, = M 2 \ {(0,0)} et D = {(jc,y) G M 2 tq 0 < .r 2 +y 2 ^1}. Soit / : Q, — > M. On dit que / est positivement 
homogene de degre <X si : 


V (x,y) G Q, W > 0, f(tx,ty ) = t a f(x,y). 

1. Donner des exemples de telles fonctions pour a = 1,0, —2, 

2. Soit / continue, positivement homogene de degre a. Montrer que si a ^ 0, / est bornee sur D et que si 
a > 0, / admet une limite finie en (0, 0). Examiner les cas a = 0, a < 0. 

[004793] 


Exercice 4794 Fonction partiellement continue dans toutes les directions 


Trouver une fonction / : M 2 — » M discontinue en (0,0) mais telle que pour tous a,/3 gK, f (at, fit) 

[004794] 


>- 0 . 

r-> 0 


Exercice 4795 Continuite du polynome caracteristique 

Soit E = F = M„[X], et (p : E — > F,A Pa (polynome caracteristique). Montrer que (p est continue. 

[004795] 


Exercice 4796 Ouverts et non ouverts 


Soit E = M[X], Pour P G E, on pose 


'iVi(P) = sup(|P(f)|tqO<f<l) 
< iV 2 (P) = sup(|P(f)|tql<l<2) 

M p ) = p ( o). 
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1. Verifier que N i et AO sont des normes. 

2. Montrer que (p est continue pour /V| . 

3. Montrer que (p est discontinue pour AO. (Considerer P n {t) = (1 —t/2) n ) 

4. /V| et N 2 sont-elles equivalentes ? 

5. Soit & = {P E E tq P(0) 7^ 0}. Montrer que 6 est ouvert pour N\ mais pas pour AO. 

[004796] 


Exercice 4797 Thm du point fixe 

Soit E un evn de dimension finie et / : E — > E une fonction Ulipchitzienne avec k < 1. On choisit uq E E 
arbitrairement, et on considere la suite ( u n ) telle que pour tout n : u n+ 1 = f{u n ). 

1. Montrer que ||n„+i — u n \\ ^ k n \\ili — wo||- 

2. En deduire que la suite (u„) est de Cauchy. 

3. Soit l = lim(i7„). Montrer que l est l’unique solution dans E de l’equation f(x ) = x. 

[004797] 


Exercice 4798 Points fixes, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005 

1. Montrer que les points fixes de /, continue sur [0,1], a valeurs dans [0,1], foment un ensemble ferme 
non vide. 

2. Montrer que tout ferme de [0, 1] non vide est l’ensemble des points fixes d’une fonction continue de [0, 1] 
dans [0, 1]. 

Correction ▼ [004798] 


Exercice 4799 Racines de polynomes X MP* 2004 

Soit E = (x 2 + 1 )<*[*] norme par ||P|| = L |a,-|, P G E de degre d a racines simples et P n une suite de polynomes 
de E convergeant vers P. 

Soit z& (x 2 + 1) tel que P(z) = 0 et 8 > 0. 

1. Montrer que pour n assez grand, P„ a au moins un zero dans B(z. 8). 

2. Montrer qu’il existe So > 0 tel que pour tout S e ]0, 8q] P n a exactement une racine dans B(z, 8) si n est 
assez grand. 

3. Que peut-on dire si les zeros de P ne sont plus supposes simples ? 

Correction T [004799] 


Exercice 4800 Une application polynomial est fermee, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005 

Soit / une fonction polynomial sur (x 2 + 1). Montrer que l’image par / de tout ferme est un ferme. 

Correction T [004800] 


Exercice 4801 Principe du maximum, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005 

Soit P € {x 2 + l)lx] et U un ouvert de (x 2 + l) borne. Montrer que sup(|P(x)|, x 6 U) = sup(|P(x)|, x € Lr(U)). 

Correction T [004801] 


Exercice 4802 Lonction presque additive, Centrale MP 2001 

Soient E,F deux M-espaces vectoriels normes, F etant complet. Soit / une application continue de E dans F 
telle qu’il existe M E M + verifiant : 

Vx,yE£, \\f(x+y)-f{x)-f(y)\\^M. 
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1. Dans le cas M = 0 montrer que / est lineaire. Ce resultat subsiste-t-il si E et F sont des (x * 1 2 + l)-ev ? 

2. On suppose M > 0. Soit pour x G E et n G N : f„(x) = 2~ n f(2 n x). Montrer que la suite (/„) converge 
simplement sur E. 

3. On note g = lim „_><*, /«. Montrer que g est une application lineaire continue et que c’est 1’ unique applica- 
tion lineaire telle que f — g soit bornee. 

Correction T [004802] 


Exercice 4803 / uc => /(borne) est borne 

Soit A C E une partie non vide bornee et / : A — > F uniformement continue. Montrer que / est bornee dans les 
cas suivants : 

1 . A est convexe. 

2. A est connexe par arcs. 

3. A est quelconque et E est de dimension finie. 

[004803] 


84.6 Applications lineaires continues 

Exercice 4804 Applications lineaires continues 

Soit E un M-ev de dimension finie et u G _Sf(£). On pose |||u||| = sup(||w(x)|| tq ||x|| = 1). 

1. Montrer que |||n||| existe et que c’est un maximum. 

2. Montrer que ||| . ||| est une norme sur 2z f(E) (appelee : nonne lineaire associee a |j . ||). 

3. Montrer que : V x G E, ||n(ic)|| ^ |||n||| X ||x||. 

4. En deduire que : V u,v G J Sf(E), |||nov||| ^ |||u||| x |||v|||. 

[004804] 


Exercice 4805 Centrale MP 2006 

E est 1’ ensemble des fonctions de M dans M continues et bornees sur M. 

Pour p G HI et / G E on pose : N p (j) = sup{|t p e _ l f l/(t)|, t G M}. 

1. Montrer que N p est une norme sur E. 

2. Soit c G M et P c : E — > M,/ 1 — > f(c). Etudier la continuite de P c sur ( E,N P ). 

3. Montrer que, pour p et q distincts dans 1 1 1 , les normes N p et N q ne sont pas equivalentes. 

Correction T [004805] 


Exercice 4806 Applications lineaires continues 

Soient E.F deux evn de dimensions finies cl (p : E F lineaire. Montrer que (p est continue. 

En deduire que tout sev de E est ferme. [ 0048 O 6 ] 


Exercice 4807 Continuite du polynome de Lagrange 

Soient x \ , . . . ,x n G M distincts. A (yi , . . . ,y„) G M" on fait con'espondre le polynome P G M„_i [X] tel que pour 
tout i : P(xj) = y,. 

1. Montrer que l’application (yi , . . . ,y„) > P est continue. 

2. Montrer que P application reciproque est aussi continue. 
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[004807] 


Exercice 4808 Ensi PSI 1998 

Soit ^(M) 1’ ensemble des suites reelles convergentes muni de la norme \\u\\ = sup{|n ;! |,n G |||}. 

Soit L : 2? (M) — >■ M, u l = lim„ _>.<*, u n . Montrer que L est une application lineaire continue et calculer sa norme. 

[004808] 


Exercice 4809 Iteration d’un endomorphisme 


Soit E un evn de dimension finie et u G «2?( E ). On choisit xq G E, et on considere la suite (x n ) definie par la 
relation de recurrence : x n+ \ = n u i*"\u . 

1 1 W ) 1 1 

On suppose que la suite ( x n ) converge. Montrer que la limite est un vecteur propre de u. 


Exemples : 1) E = M 3 , mat(w) = ^4 5 6 J . 2) £ = i 


matin) = 


0 o 1 

1 o o 
o l o 


[004809] 


Exercice 4810 Puissances de u 

Soit E un evn de dimension finie et «Gif(£) tel que ||u|| ^ 1. Montrer que la suite (u n ) contient une sous-suite 
simplement convergente. 

Correction T [004810] 


Exercice 4811 id — u est bicontinu 

Soit E un (x 2 + l)-evn et u G ^f c (E) tel que id^ — u est bicontinu. Montrer que pour tout entier n, id/.- — u" est 
bicontinu et comparer son inverse a Yll=o (i^£ — e 2lk7l /"u) 

Indication ▼ Correction T [004811] 


Exercice 4812 Norme lineaire sur M = norme lineaire sur (x 2 + I ) 

Soit A G ^„(R) et / G Jf(R n ), g G ( (x 2 + 1)") les endomorphismes canoniquement associes a A. Montrer 

que si on munit M" et (x 2 + 1)" des normes euclidiennes usuelles, alors ||/|| = ||g||. 

Correction ▼ [004812] 


Exercice 4813 Applications lineaires sur les polynomes 
Soit E = M[jc] muni de la norme : || = L |a/|. 

i i 

1. Est-ce que (p : P P(x + 1) est continue ? 

2. Est-ce que \ff\P\-} AP est continue ? (A G E fixe) 

3. Reprendre les questions precedentes avec la norme : j P | = sup{<? ^ * l \P(t)\, t G M}. 

Correction ▼ [004813] 


Exercice 4814 uv — vu = id 

Soit E un espace vectoriel norme et w, v G Jzf (E) tels que u o v — v o u = id^. 

1. Calculer uov n — v n o u pour n G |||*. 

2. Montrer que «ouv est discontinu. 

Correction T [004814] 


Exercice 4815 La derivation peut-elle etre continue ? 

On note E = ^“([O, et D P endomorphisme de E de derivation : D(f) = f. 

1. Montrer qu’il n’existe aucune norme sur E pour laquelle D soit continu (considerer x i — > e ax ). 
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2. Soit F le sous-ev de E constitue des fonctions polynomiales. Trouver une norme sur F pour laquelle D \ F 
est continu. 

Correction T [004815] 


Exercice 4816 Mines MP 2002 

On munit £/ = Mr[X] de la norme ||P||* = Yli=o l^*(OI- Calculer |||<jp||| avec (p : E 2 E 2 ,P ^ X 2 P' . 

Correction Y [004816] 


Exercice 4817 Normes sur les suites bornees 

Soit E l’ensemble des suites reelles u = (u n ) bornees et F le sev des suites telles que la serie de terme general 
\u„\ converge. Pour u G E, on pose ||w||oo = sup \u n \ et pour u G F : ||u||i = £ \u n \. 

n n 

Soit a G E et / : E — ?> E, m h- >■ an = ( a„u n ). 

1. Montrer que / est une application lineaire continue de E dans E et calculer sa norme. 

2. Montrer que F est stable par / et calculer la norme de / F quand on prend la norme || || i sur F. 

[004817] 


Exercice 4818 Thm de P hyperplan ferme 
Soit E un M-evn et / G E*. 

1 . Montrer que / est continue si et seulement si Ker / est ferme (pour la reciproque : supposer Ker / ferme, 
montrer que {x tq f(x) > 0} est ouvert, puis etudier {x tq — 1 </(*) < !})• 

2. On suppose / continue. Soit iG£. Montrer que |/(jt)| = ||/||d(x,Ker/). 

Correction T [004818] 


Exercice 4819 Theoreme de Hahn-Banach (Polytechnique MP* 2003) 

Soit E un espace vectoriel norme de dimension finie et F un hyperplan de E. Soit e G E tel que Me soit 
supplemental de F. Soit / une forme lineaire sur F. 

1. Montrer que : V*i,x 2 € F, f(x i)- |||/||| ||xi -e|| ^ |||/||| ||x 2 + e|| -f(x 2 ). 

2. Montrer qu’il existe a G M tel que : V x\,x 2 G F, f(x i) — |||/||| ||xj — e|| ^ a ^ |||/||| \\x 2 + e|| — f(x 2 ). 

3. On definit (p : E — > M par <p| F = / et <p(e) = a. Montrer que |||<p||| = |||/|||. 

4. On considere E = {u = (u n ) ne m G M.1 1 1 tq L, !e ||| \u n \ < +°o} avec la norme definie par : |u|| = Y,ne\\\ \ u n\- 

Montrer que E est complet pour cette norme. 

5. Donner une famille denombrable de sev de E de dimensions finies dont la reunion est dense dans E. 

6. Soit F un sev de E de dimension finie et / une forme lineaire sur F. Montrer qu’il existe une forme 
lineaire <p surE telle que <P| F = /et |||<p||| = |||/|||. 

Correction ▼ [004819] 


Exercice 4820 Rayon spectral 

Soit E un evn de dimension finie et uGi?(£). On pose x„ = \\u n \\. 

1. Montrer que p = i n f { ^Jx n . n G 1 1 1 } est independant de la norme choisie sur E. 

2. En utilisant l’inegalite : x p+q / x p x q , montrer que la suite ( ^/x n ) converge vers p. 

[004820] 


Exercice 4821 Rayon spectral (Centrale MP 2001) 

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie. On considere un endomorphisme / de E et on note 
P(f) = s li p { | A | tq A G Sp(/)} (rayon spectral de /). Soit v une norme sur 2z?(£). 
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1. Montrer que p (/) ^ linq, /a3 (y(f r> ) * l 2 3 ^ p ). On pou rra pour commencer supposer que v est la norme subor- 
donnee a une norme sur E. 

2. Montrer que si / est diagonalisable l’inegalite precedente est une egalite. 

3. Etudier le cas general. 

Correction T [004821] 


Exercice 4822 Polytechnique MP* 2000 

Soit u une application lineaire de M" dans M m . Prouver que u est surjective si et seulement si elle transforme 
tout ouvert de M" en ouvert de M"'. 

Correction ▼ [004822] 


84.7 Connexite 


Exercice 4823 Connexite d’un evn 

Soit E un evn et A C E. On suppose que A est a la fois ouvert et ferme. 

1. Exemples de telles parties ? 

{ x 1 si x E A. 
x 0 si x ^ A 

(a) Montrer que / est continue. 

(b) On prend a E A et b ^ A. Montrer que : [0, 1] — >• M,f i — >• f(ta + (1 —t)b) est continue, 

(c) Conclure. 


[004823] 


Exercice 4824 A / E et A ^ 0 => Fr(A) ^ 0 

Soit E un evn et A une partie de E ni vide, ni egale a E. Montrer que Fr(A) / 0. [004824] 


Exercice 4825 AUB ferme => AUB = E. 

Soit E un evn de dimension superieure ou egale a 2 et A , B deux parties de E telles que A est ouvert non vide, 
B est fini et A U B est ferme. Montrer que AUB = E. 

Correction T [004825] 


Exercice 4826 Complementaire d’un hyperplan (Ens Ulm MP* 2005) 

Soit E un evn reel et El un hyperplan de E. Montrer que E \ H est connexe par arcs si et seulement si H n ’est 
pas ferme. 

Correction ▼ [004826] 


85 Compacite 

Exercice 4827 Graphe ferme 

Soient E,F deux espaces vectoriels normes et / : E — > F. On note Gr(f ) = {(x,y) E E x F tq y = f(x)}. 

1. Montrer que si / est continue, alors Gr{f) est ferme dans E x F. 

2. Prouver la reciproque lorsque f(E) est inclus dans un compact de F. 

3. Donner un contre-exemple si f(E ) n’est pas inclus dans un compact. 
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[004827] 


Exercice 4828 Application presque contractante 

Soit A une partie compacte d’un evn E et / : A — > A telle que : VijGA, x^y=>d(f(x),f(y)) <d(x,y). 

1 . Montrer que / admet un point fixe unique, a. 

2. Soit (x n ) une suite d’elements de A telle que x n +\ = Montrer qu’elle converge vers a. 

Correction T [004828] 


Exercice 4829 Application presque contractante (Mines MP 2003) 

Soit C un compact convexe d’un evn E. Soit / : C — > C, 1-lipschitzienne. Montrer que / admet un point fixe. 
On pourra utiliser la fonction f n - ^ j/(x) avec a £ C. 

Correction ▼ [004829] 


Exercice 4830 Fonction bicontinue sur un compact 

Soit A une partie compacte d’un evn E et / : A — > F une fonction continue et injective (F = evn). 

1. Montrer que f~ l : /(A) -» A est aussi continue. 

2. Donner un exemple oil A n’est pas compact et f~ l n’est pas continue. 

[004830] 


Exercice 4831 Isometries d’un compact 

Soit A une partie compacte d’un evn E et / : A — > A telle que : V x,y G A, d(f(x),f(y))^d(x,y). 

1. Soit a G A et (a n ) la suite definie par : a o = a, a n+ 1 = f{a n ). Montrer que a est valeur d’ adherence de la 
suite (a n ). 

2. Soient a,b E A. Montier que d(f(a), f(b)) = d(a,b). 

3. Montrer que /(A) = A. 

[004831] 


Exercice 4832 Partie dense dans un compact 

Soit A une partie compacte d’un evn E. Montrer qu’il existe une suite (a*) d’elements de A qui est dense dans 
A. [004832] 


Exercice 4833 Intersection emboitee 

Soit E un espace vectoriel norme, (K„) une suite decroissante de compacts non vides de E et K = (~} n K n . 

1. Montrer que K / 0. 

2. Soit U un ouvert contenant K. Montrer qu’il existe n tel que K n C U. 

3. Montrer que S(K) = lim„ /00 8(K„) ( 8 est le diametre). 

Correction ▼ [004833] 


Exercice 4834 Image d’une intersection 

Soient E, F deux espaces vectoriels normes etf:E—>F continue. Soit ( K n ) une suite decroissante de compacts 
de E. Montrer que f{f\K n ) = fj n f(K n ). 

n 

[004834] 


Exercice 4835 Recouvrement ouvert 
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Soit A une partie compacte d’un evn E et (0,) ig / un recouvrement ouvert de A. Mon tier qu’il existe r > 0 tel 
que toute partie de A de diametre inferieur ou egal a r soit incluse dans l’un des Oj. 

Correction Y [004835] 


Exercice 4836 Ensemble compact de suites 

Soit E = ^(|||,R) = {suites u = (u n ) bornees}. On munit E de la norme : ||u|| = £" =0 ^r- Montrer que A = 
{« € £ tq Vn € HI, 0 < m,, < 1} est compact. 

Correction Y [004836] 


Exercice 4837 Boule unite non compacte 

Soit E = ^([0,2n]) muni de la norme ||.|| 2 . Pour n G |||, on pose f„(x) = cos (nx). 

1. Calculer ||/„ — / p ||2 pour n,p e |||. 

2. En deduire que B( 0, 1) n’est pas compacte. 

[004837] 


Exercice 4838 Plus petite boule contenant une partie 

Soit || . || une norme sur M 2 , A C M 2 une partie bornee contenant au moins deux points. 

1. Montrer qu’il existe une boule fermee de rayon minimum contenant A. 

2. Montrer que cette boule n’est pas necessairement unique (on prendra ||.| = ||.||oo). 

3. Montrer que si || . || est une norme euclidienne, alors la boule precedente est unique. 

[004838] 


Exercice 4839 Polytechnique MP* 2000 

Soit E un espace vectoriel norme, K un compact convexe de E, f une application de K dans K, 1-lipchitzienne. 
Montrer que / a un point fixe. 

Correction ▼ [004839] 


Exercice 4840 Thm. de Riesz, Stival 2003 
Soit E un evn de dimension infinie. 

1. Soit F un sev de dimension finie et a E E \ F. 

(a) Montrer qu’il existe b G F tel que ||a — b\\ =d(a,F). 

(b) En deduire qu’il existe c E E tel que ||c|| = 1 = d(c,F). 

2. Montrer que la boule unite de E n’est pas compacte. 

[004840] 


86 Connexite 

Exercice 4841 Frontiere connexe 

Soit E un espace vectoriel norme etAc£ ferme. Montrer que si Fr(A) est connexe, alors A est connexe. 

Correction T [004841] 


Exercice 4842 HJ et M ne sont pas homeomorphes 

Soit HJ le cercle unite de (x 2 + 1) et / : U — > M continue. Montrer que / n’est pas injective. [004842] 
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Exercice 4843 u n+ \ — u„ —? 0 

Soit E un evn de dimension finie et ( u n ) une suite bornee d’elements de E telle que u n+ \ — u n 0. Montrer 

n— >oo 

que 1’ ensemble des valeurs d’adherence de la suite est connexe. 

Correction T [004843] 


Exercice 4844 Complementaire d’une partie etoilee 

Soit Cl une partie bornee etoilee d’un evn reel de dimension superieure ou egale a 2. Montrer que le comple- 
mentaire de Cl est connexe. 

[004844] 


Exercice 4845 Complementaire d’un sev 

Soit E un M-evn de dimension finie et F un sev propre de E. Montrer que E \ F est connexe si et seulement si 
codim(F) ^ 2. Que peut-on dire dans un (x 2 + l)-ev ? [004845] 


87 Espaces complets 


Exercice 4846 Norme pour les fonctions lipschitziennes 


Soit E = {fonctions lipchitziennes / : M — y M}. Pour / S E, on pose / = /( 0) +sup 
Montrer que E est complet. 

f(x)-f(y) 

x-y 

[004846] 

Exercice 4847 Image d’une intersection de fermes 

Soit E un espace vectoriel norme complet, F un espace vectoriel norme quelconque, / : t 

— > F une application 

continue et (E n ) une suite decroissante de fermes de E dont le diametre tend vers 0. 
Montrer que f(nE„) = f] n f(E n ). 

n 


[004847] 

Exercice 4848 Intersection de boules 

Soit E un evn complet et ( B n (a n ,r n )) une suite decroissante de boules fermees dont le rayon ne tend pas vers 

0. Montrer que f]„B n est une boule fermee. 

Correction ▼ 


[004848] 

Exercice 4849 Intersection vide 




Soit E = ^(HIjM) = {suites u = (w„) bornees}. On munit E de la norme : ||u|| = sup{|w„|, n E 1 1 1 }. 

1 . Montrer que E est complet. 

2. Soit Fk = {«££ tq | // 1 = I et uq = ■ ■■ = u k = 0}. Verifier que les F k forment une suite de fermes bornes 


emboites dont rintersection est vide. 


[004849] 


Exercice 4850 Theoreme de Baire 

Soit E un espace vectoriel norme complet et ( F n ) une suite de fermes de E d’interieurs vides. On pose 
F = U n F n . Montrer que F = 0. 

Correction ▼ [004850] 


Exercice 4851 / o / est contractante 

Soit E un espace vectoriel norme complet et / : E — > E telle que f of est contractante. Montrer que / admet 
un unique point fixe. 
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Correction T 


[004851] 


Exercice 4852 Centrale MP 2001 

Montrer qu’un plan euclidien n’est pas reunion de cercles disjoints non reduits a un point. 

Indication T Correction ▼ [004852] 


88 Fonctions vectorielles 

Exercice 4853 Centre de gravite d’une courbe parametree 

Soit (p : [a, b] — > M ,f M t une courbe parametree de classe if * 1 de longueur non nulle. Le centre de gravite de 
la courbe est le point G tel que J t b =a GM t \\M'(t) || dt = 0. 

1. Montrer l’existence et l’unicite de G. 

2. Determiner le centre de gravite d’un demi-cercle. (On admet que G est independant du parametrage) 

3. Montrer que G appartient a l’enveloppe convexe de la courbe. 

4. Montrer que si la courbe admet un axe de symetrie, A, alors G £ A. (Si a est la symetrie associee, 
considerer la courbe decrite par N t = <j(M t )) 

5. Soit : M 2 — > M 2 une isometrie affine. Montrer que si G est le centre de gravite de 'if, alors <f>(G) est le 
centre de gravite de <t>(' r <f j. 

Correction T [004853] 


Exercice 4854 Derivee d’une base orthonormee 

Soient ?i,? 2,?3 : / C M — > M 3 de classe telles que pour tout t G I, SB t = (?i(0>^2(0)^3(0) est une base 
orthonormee de M 3 (base orthonormee mobile). 

1. Soit M t la matrice dans SB t des vecteurs derives e\ '(t),e 2 '(t),ej'(t). Montrer que M t est antisymetrique. 

2. En deduire qu’il existe un vecteur Q(t) tel que = Q(t) /\ej(t), i = 1,2,3. 

3. Si ?i,? 2,?3 sont de classe . montrer que O est de classe r £ x et calculer e/' en fonction de O, O' et e,. 

Correction ▼ [004854] 


Exercice 4855 f est colineaire a / 

Soit / une fonction de classe 'if 1 telle que : 

V t G 7, f(t) / 0 et la famille (f(t),f'(t)) est liee. 

On pose g(t) = |||^. 

1. Montrer que g est de classe 'if 1 et que g'{t) est a la fois orthogonal et colineaire a g{t). 

2. En deduire que f(t ) garde une direction constante. 

3. Chercher un contre-exemple lorsqu’on retire la propriete : VfG/, f(t) + 0. 

[004855] 


Exercice 4856 /" est colineaire a / 

Soit/:/ CK->K 3 une fonction de classe if 2 telle que pour tout t G /, f"(t) est colineaire a f(t). ( mouvement 
d acceleration centrale) On note c>(t) = f(t) A f'(t). 

1. Montrer que a{t) est un vecteur constant. 

2. S’il existe to £ / tel que { f(to),f'{to )) est libre, montrer que /(/) est inclus dans un plan. 
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[004856] 


Exercice 4857 / et g colineaires 

Soient /,^:/cK->£ deux fonctions vectorielles de classe ( S l . 

1. On suppose : V t G /, f(t) et g(t) sont colineaires. Est-ce que f(t) et g'(t) sont colineaires ? 

2. On suppose : V t G /, f'(t ) et g'(t) sont colineaires. Existe-t-il c G E tel que / — c et g soient colineaires ? 

Correction T [004857] 


Exercice 4858 M 2 \ une droite n’est pas connexe 

Soit / : I C M — > M 2 une fonction continue, D une droite de M 2 et P + , P les demi -plans delimites par D. 
Montrer que s’il existe a.b G / tels que f(a) G P et f(b) G P , alors il existe c compris entre a et b tel que 
f(c) G D. Generaliser en dimension n. [004858] 


Onzieme partie 

Geometrie 

89 Sous-espaces affines 

Exercice 4859 Ensi Physique P 94 

Soient I,J,K trois points du plan. Montrer l’equivalence entre les trois proprietes : 

a) /, J, K sont alignes. 

b) II existe M tel que det(M/,M7) +det(MJ,MK) +det{MK,MI) = 0. 

c) Pour tout point M , on a det + det (MJ,MK) + det (MK,MI) = 0. 

Correction T [004859] 


Exercice 4860 Faisceau de plans 

On considere deux plans non paralleles de ^3 ayant pour equation dans un repere 8 % = (O.i. j.k) : 

J P : ax + by + cz + d = 0 

| P' : a'x + b'y + c'z + d! = 0. 

Soit D = PHP' . Montrer qu’un plan Q contient D si et seulement s’il a pour equation dans 8 ?- : 

a (ax + by + cz + d) + P (ax + b'y + c'z + d') = 0 
avec a,j 8 gR non tous deux nuls. 

Correction T [004860] 


Exercice 4861 Equation d’un plan 


Dans S 3 muni d’un repere ( 0,i,j,k ), on donne : A : ^- 1 ^ et D : 
Donner P equation cartesienne du plan passant par A et D. 

Correction T 


x — 3y + 2z= 1 
2x + y — 3z = — 1. 


[004861] 


Exercice 4862 Droites coplanaires 


Dans S 3 muni d’un repere (OJ. j.k), on donne : D : 


x — 2 z= 1 
y — z = 2 


et D' : 


x + y + z = 1 
x— 2 y + 2 z = a. 
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1. Pour quelles valeurs de a, D et D' sont-elles coplanaires ? 

2. Donner alors l’equation du plan contenant D et D' . 

Correction ▼ [004862] 


Exercice 4863 Droites non coplanaires 

Soit S un espace affine de dimension 3, et D,D',D " trois droites paralleles a un meme plan mais deux a 
deux non coplanaires. 

1. Montrer que par tout point A de D, il passe une unique droite A^ rencontrant D' et D" . 

2. Montrer que les droites A^ sont toutes paralleles a un meme plan £1. 

Correction ▼ [004863] 


Exercice 4864 Droites concourantes 


Dans Si muni d’un repere ( 0,i,j ), on considere les trois droites : < 


Montrer que D,D' ,D" sont paralleles ou concourantes si et seulement si 


D : ax + by = c 

D' : a’x + b’y = c’ 

D" : a”x + b”y = c”. 

a b c 
a' b' c' = 0. 
a" b" c" 


[004864] 


Exercice 4865 Droites concourantes 

Soit ABCD un parallelogramme, et M € (ABC). On note /, J les projections de M sur (AB) et (CD) parallelement 
a (AD), et K.L les projections de M sur (AD) et (BC) parallelement a (AB). 

Montrer que les droites (IK), (JL), (BD) sont paralleles ou concourantes. 

Correction T [004865] 


Exercice 4866 Equation d’une droite variable 

Soit (O, i, j) un repere de Si, et A : ( q ) , B : (®),C : ( °) . 

Pour m e M, on construit les droites D : y = mx et D' :y = —mx, puis M C DC (AB), et M' CD' C (AC) (si 
possible). 

Montrer que la droite (MM') passe par un point fixe (= independant de m). 

Correction T [004866] 


Exercice 4867 Dimensions 

Soient & , <£ , deux sous-espaces affines de dimension finie d’un espace affine S . On note le sous-espace 
affine engendre par IJ ( /L Determiner dim (<%?). 

Correction ▼ [004867] 


Exercice 4868 Dimensions 

Soient <$ , deux sous-espaces affines disjoints de dimensions f,g d’un espace affine S avec / ^ g. 

Montrer que & j j ( /j si ct seulement s’il existe un sous-espace affine , : /C de dimension g + I contenant & et 

IS . [004868] 


Exercice 4869 Centrale PSI 1997 
Soit la famille de droites : 


(Dx) 


x = A + X 2 z 
y = A 2 + Xz- 
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1. En ecrivant leurs equations sous la forme < ' montrer qu’il existe deux droites Ai et A? 

| ux + vy + h = 0 

horizontales coupant toutes les droites D- k . 

2. Trouver les equations des plans passant par M(A , A 2 , 0) et contenant respectivement Ai et A 2 . 

3. Retrouver 1’ ensemble (D k ). 

Correction ▼ [004869] 


90 Applications affines 

Exercice 4870 f p = id => / a un point fixe 

Soit / : £ — y $ affine telle qu’il existe p £ 1 1|* tel que f p = id^. Montrer que / admet au moins un point fixe. 

[004870] 


Exercice 4871 1 non valeur propre => un pt fixe unique 

Soit § un espace affine de dimension finie et / : $ — > § affine. Montrer que / admet un unique point fixe si et 
seulement si 1 n’est pas valeur propre de /. [004871] 


Exercice 4872 Expressions analytiques 

On fixe un repere M = (0.e\ .X 2 k .e k ) d’un espace affine de dimension 3. Determiner les expressions analytiques 
des applications suivantes : 


1. Symetrie de base le plan d’equationx + 2y + z = 1 et de direction vect(?i +<22 4-ej). 

( x+y + 1=0 

2. Symetrie de base la droite d’equations < 

\2y + z + 2 = 0, 

de direction le plan vectoriel d’equation 3x + 3y — 2z = 0. 


Correction T 


[004872] 


Exercice 4873 Expression analytique 

On fixe un repere = (0.e\ d’un espace affine de dimension 3. Reconaitre 1’ application ayant l’ex- 
pression analytique suivante : 

x' = 3x + 4y + 2z — 4 
< y = -2x-3y-2z + 4 
y = 4x + Sy + 5z-S. 

(chercher les points fixes de / et etudier MM') 

Correction ▼ [004873] 


Exercice 4874 Permutation circulaire de 4 points 

Dans un espace affine <§ , on considere quatre points A.B.C.D. Etudier l’existence d’une application affine / 
telle que /(A) = B, f(B) = C, f(C) = D, f(D) = A. 

Correction ▼ [004874] 


Exercice 4875 / 3 = id 

Soit & un plan, et / : & — > & une application affine telle que / 3 = id, avec / y id. 
1. Montrer que si A / /(A), alors A, /(A),/ 2 (A) sont non alignes. 


305 


2. En deduire que / est le produit de deux symetries. 


[004875] 


Exercice 4876 Produit d’ affinites 

Soit 33 un plan, 33 une droite de 33, et f,g deux affinites de base de directions A, A' et de rapports A, fx. 
Etudier la nature de fog. 

Correction ▼ [004876] 


Exercice 4877 Barycentre de projections 

Soient n, if deux projections dans un espace affine S ayant meme direction .ffi . 

Pour 1 G 1, on note itx 1’ application : M \ — > Bar(7T (M) : 3,n' (M) : 1 — A). 

Montrer que est encore une projection de direction [004877] 


Exercice 4878 Symetrie-translation 

Soit / : S — >• A affine. On dit que / est une symetrie-translation s’il existe une symetrie s et une translation t 
telles que / = sot = t os. 

1. Soient s une symetrie de base 38 de direction & , et t une translation de vecteur u. 

Montrer que sot = t os u E 38. 

2. Soit / une symetrie-translation. Montrer que le couple (s,t) tel que f = sot = t o s est unique. 

3. Soit / affine quelconque. Montrer que / est une symetrie-translation si et seulement si / o / est une 
translation. 

4. En deduire que le produit d’ une symetrie par une translation quelconques est une symetrie-translation. 

5. AN : decomposer l’application / d’expression analytique dans un repere 38 = (0,e i,e 2 ,ef) : 

x! = (x — 2 y — 2z -E 1 ) / 3 
< y = (— 2x+y — 2z + 2)/3 
= (— 2x- 2y+z - l)/3. 


Correction ▼ 


[004878] 


Exercice 4879 Transitivite des homotheties-translations 

Dans un espace affine £ on donne quatre points P. Q. P' , Q' avec P f Q. Existe-t-il une homothetie-translation 
/ telle que /(P)=P'et f(Q) = Q'2 

Correction ▼ [004879] 


Exercice 4880 Usage d’ applications affines 

On considere dans 1’ espace deux plans paralleles distincts 3P, 3?' , A,B,C E O £ 3?, et on construit les 
points suivants : 

-A’.BfC’ : les intersections avec 33' des droites (04), (OB), ( OC ). 

- a,/5,y : les milieux des segments [B,C], [C,A], [A, B\. 

Montrer que les droites (A! a), (Bff), (C'y) sont paralleles ou concourantes. 

Correction ▼ [004880] 


Exercice 4881 Usage d’ applications affines 
Soient A \ , . . . ,A„ n points de S’. 

Etudier l’existence de points B \ , . . . ,B n tels que A, = mil(B,,B, + i) (A„ = mil(fi„,5i)). [oo488i] 


Exercice 4882 Projection stereographique 
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Dans l’espace, on considere un point O et un plan & ne passant pas par O. On definit 1’ application / : M i — > M' 
oil M' est le point intersection de S? et ( OM ). (Projection stereographique sur & de pole O) 

1. Est-ce que / est affine ? 

2. Etudier l’image par / d’une droite, d’un plan, d’une partie convexe. 

[004882] 


Exercice 4883 Caracterisation des produits de symetries 
Soit £ un espace affine de dimension finie et / : £ — > £ affine. 

Montrer que / est un produit de symetries si et seulement si det(/) = ± 1. [004883] 


91 Barycentres 


Exercice 4884 Equation barycentrique d’une droite 


Soit (A,B,C) une base affine de £ 2 , et trois points de coordonnees barycentriques (a,j3, y), (ex' ,f¥ . / ), 

(■ ). 


Montrer que M .M' .M" sont alignes si et seulement si 


a 

a' 

a" 


P 

P' 

P" 


7 

i 

i' 


= 0. 


[004884] 


Exercice 4885 Points dans l’espace 

Dans l’espace, les droites (AA'), (BB r ), (CC') sont concourantes en 0,0 £ (ABC) et A.B.C non alignes. Soient 
G, G' les isobarycentres des triangles ABC, A'B'C' . CNS pour que O , G, G' soient alignes ? 

Correction T [004885] 


Exercice 4886 Polygone des milieux 

Soit P = A\A 2 ■ ■ -A n un polygone a n sommets : on lui associe le polygone P' = A\A' 2 . . .A' n _ x A' n oil A- est le 
milieu de A, et A (+ i (A„ + i = A i ). 

{ p _ p 

Pk+l ' ^ / ' ■ 

Montrer que chaque so mm et de P^ converge vers le centre de gravite de Pq lorsque k tend vers l’infini. 

(Ecrire un sommet de Pj- comme barycentre de Ai , . . . ,A„) 

Correction T [004886] 


Exercice 4887 Isobarycentre de tous les points sauf un 

Soit P = A 1 A 2 . . .A n un polygone a n sommets : on lui associe le polygone P' = AjA^ . . .A' n oil A- est 1’ isobary- 
centre de tous les sommets sauf A,-. 

\Po=P 

On definit alors une suite de polygones par recurrence : < t 

( Bk+\ = (Pk) ■ 

Montrer que chaque sommet de P \ converge vers le centre de gravite de Po lorsque k tend vers l’infini. 

Correction T [004887] 


Exercice 4888 Suite recurente 

Soient Ao,Ai,A 2 trois points donnes. On considere la suite (A/J de points verifiant la relation de recurrence : 

V k ^ 3, Ak = Bar(Afc_i : 1 , A*_ 2 , 1 , A *— 3 : 2). 

Etudier la convergence de cette suite. 
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Correction ▼ 


[004888] 


92 Proprietes des triangles 

Exercice 4889 Theoreme de Mcnclaus 

Soit ABC un triangle et trois points P G (. AB ), Q G (BC), R G (CA), distincts de A,B,C. 

1. Montrer que P, Q.R sont alignes si et seulement s i|?| x g§ x §§ = l- 

2. Dans ce cas, montrer que P' = mil (P.C), Q' = mil(<2,A), et R' = mil(B,B) sont aussi alignes. 

[004889] 


Exercice 4890 Theoreme de Ceva 

Soit ABC un triangle et trois points P G (AB), Q G (BC), R G (CA), distincts de A,B,C. Demontrer que les 
droites ( AQ ), (BB), (CP) sont paralleles ou concourantes si et seulement si x £= x == = —1. [004890] 


Exercice 4891 Droites paralleles 

Soient ABC et A'B'C' deux triangles tels que les paralleles a (AB), (BC), (CA) passant respectivement par 
C\A' ,B' soient concourantes. 

Montrer qu’il en est de meme pour les paralleles a (A'B'), ( B'C '), ( C'A ’) passant par C,A,B. 

[004891] 


Exercice 4892 Points aux tiers des cotes 

Soit ABC un triangle, A\ = Bar(B : 2,C : 1), B\ = Bar(C : 2, A : 1) et Ci = Bar(A : 2 ,B : 1). 

On note A 2 ,B 2 ,C 2 les points d’ intersection des droites (AAi), (BBi), et (CCi). 

1. Montrer que A 2 est le milieu de [B,B 2 ]. 

2. Comparer les surfaces des triangles ABC et A 2 B 2 C 2 . 

Correction T [004892] 


Exercice 4893 Symetriques d’un point par rapport aux milieux des cotes 

Soit un triangle ABC, A ' les milieux des cotes, et M un point du plan (ABC) de coordonnees barycen- 
triques (a ,j3,y). 

1. Chercher les coordonnees barycentriques de P, Q. R symetriques de M par rapport aux points A\B',C'. 

2. Montrer que les droites (AP), (BQ), (CR) sont concourantes en un point N. 

3. Montrer que N est le milieu de [A,P], [B, Q], [C,P]. 

4. Reconnaitre T application M i-g N. 

Correction T [004893] 


Exercice 4894 Parallelogrammes 
Dans le plan, on considere : 

- trois points non alignes A, B, C. 

- trois points alignes P, Q,R avec P G (AB), Q G (AC), R G (BC). 

On construit les points I .J . K de sorte que BP/P, APJQ , CQKR soient des parallelogrammes. 

Montrer que I,J,K sont alignes. 

Correction ▼ [004894] 


Exercice 4895 Projections en cascade 
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Soient A,B,C trois points non alignes et M\ £ ( AB ). On constant les points Mi . Mi, . M 4 de la maniere suivante : 
-Mi est le projete de M\ sur (BC) parallelement a (AC). 

-M3 est le projete de M2 sur (AC) parallelement a {AB). 

-M4 est le projete de M3 sur (AB) parallelement a {BC). 

On recommence ensuite les memes constructions a partir de M4, ce qui donne les points M3.M5.M7. 

Montrer que M7 = Mi . 

Correction ▼ [004895] 


Exercice 4896 Caracterisation du barycentre par les surfaces 

Soit ABC un triangle, et MG {ABC). On note cx.fi.y les aires des triangles MBC, MCA, MAB. 

1. On suppose que M est dans l’enveloppe convexe de {A,B,C}. 

Montrer que : (a = j3 = y) •<=>■ M = Bar(A : 1, B : 1, C : 1). 

2. Quels sont tous les points du plan {ABC) tels que a = /3 = y? 

Correction ▼ [004896] 


Exercice 4897 Coord, barycentriques du centre du cercle circonscrit 

Soit ABC un triangle. On note : a = BC, b = CA, c = AB, a = {AB,AC), /3 = {BC,BA), y = (CA,CB). 

1. Montrer que pour tout point M du cercle (ABC), on a : 

a cos aMA 2 + ft cos /3 MB 2 + c cos yMC 2 = 

2. En deduire les coordonnees barycentriques du centre du cercle {ABC). 

[004897] 


Exercice 4898 Cercle inscrit 

Soit ABC un triangle. On note : a = BC, b = CA, c = AB, 

1. Soit A' le pied de la bissectrice interieure issue de A. Montrer que = jj. 

2. En deduire les coordonnees barycentriques de I, centre du cercle inscrit. 

Correction ▼ [004898] 


Exercice 4899 Orthocentre 

Soit ABC un triangle. On note : a = {AB,AC), /3 = {BC,BA), y= ( CA,CB ). 

1. Soit A ' le pied de la hauteur issue de A. Calculer =. 

2. En deduire les coordonnees barycentriques de l’orthocentre H. 

Correction ▼ [004899] 


93 Coniques 

Exercice 4900 Equations du second degre 

Determiner la nature et les elements de la courbe d’equation dans un repere ( 0,i,j ) orthonorme : 

1 . 16.r 2 - 24xy + 9y 2 + 35x - 20y = 0. 

2. 5x 2 + 7r + 2xy^3-(10 + 2 v / 3)x-(14 + 2v / 3)y-4 + 2 v / 3 = 0. 

3. x 2 +xy + y 2 = 1. 
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4. x 2 + 2y 2 + 4xyV3+x + yy/3+l = 0. 

5. mx 2 + 4mx + (m — 1 )y 2 + 2 = 0 (»? £ M). 

Correction T [004900] 


Exercice 4901 Courbe parametree 


Montrer que le support de la courbe parametree 

Correction T 


X = COS t 

y = cost + sinf 


est une ellipse, et en preciser les elements. 

[004901] 


Exercice 4902 Points alignes avec le foyer 

Soit une conique de foyer F, directrice D, excentricite e. On considere deux points de +, M + M' alignes 
avec F. Montrer que les tangentes a + cn M ct M' se coupent sur D ou sont paralleles. 

Correction T [004902] 


93.1 Parabole 

Exercice 4903 Orthoptique d’une parabole 

Soit P une parabole de foyer F et de directrice D. Soit M G P, et M' le point de P tel que les tangentes en M et 
M' sont orthogonales. 

1. Montrer que ces tangentes se coupent au milieu de [H .H']. 

2. Montrer que M,F,M' sont alignes. 

En deduire dans un repere (O.i. j) donne, toutes les paraboles tangentes aux axes de coordonnees. 

Correction T [004903] 


Exercice 4904 Cercle circonscrit 

Soit ^ un cercle de centre O, et A,B deux points distincts de +'. Soit A le diametre parallele a (AB). 

Pour M G If, on note P. Q les intersections de ( MA ) et (MB) avec A. Chercher le lieu du centre du cercle 
circonscrit a MPQ. 

Correction ▼ [004904] 


Exercice 4905 Projection sur le diametre d’un cercle 

On donne un cercle de centre O et A 6 . Pour M 6 +', on construit le projete N sur le diametre perpendicu- 

laire a ( OA ) , et /, le point d’ intersection de (OM) et (AN). Quel est le lieu de I ? 

Correction ▼ [004905] 


Exercice 4906 MF + MH = 2 a 

Soit F un point, D une droite ne passant pas par F, et a > \d(F,D). 

Trouver l’ensemble des points M tels que MF + d(M,D) = 2a. 

Correction ▼ [004906] 


Exercice 4907 Paraboles passant par un point 
Soient D une droite et F G D. 

Montrer que pour tout point M ^ D. il passe exactement deux paraboles de foyer F et d’axe D. 

Montrer que les tangentes a ces paraboles en M sont orthogonales. [004907] 


Exercice 4908 Longueur minimale d’ une corde normale, Ensi Physique 93 
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Soit & une parabole de parametre p et A G Soit B le point ou la normale a AP end recoupe AAP . Determiner 
la longueur minimale de AB. 

Correction Y [004908] 


Exercice 4909 Cordes perpendiculaires, Centrale P’ 1996 
On considere une parabole dans le plan euclidien. 

1. Exprimer P equation d’une droite passant par deux points A et B de la parabole a l’aide d’un determinant 
d’ordre 3. 

2. A,B,C etant trois points sur la parabole, exprimer le fait que (AB) et (AC) sont perpendiculaires. 

3. On fixe A sur la parabole, B et C sont deux points de la parabole variables tels que (AB) et (AC) sont 
perpendiculaires. Montrer que (BC) passe par un point fixe M. 

4. Quel est le lieu de M quand A varie ? 

Correction Y [004909] 


Exercice 4910 Normales concourantes, Centrale P’ 1996 
Soit FP la parabole d’equation y * 1 2 = 2 px et Mo = (xo,yo) £ 2? ■ 

1. Discuter l’existence et le nombre de points M 6 '42 distincts de Mo tels que la normale a AS en M passe 
par Mo- 

2. Dans le cas ou il y a deux solutions, M\ et Mi, trouver le lieu geometrique du centre de gravite du triangle 
MoM\Mi. 

Correction Y [004910] 


Exercice 4911 Croisillons sur une parabole, Centrale MP 2000 

Pour p > 0 on donne la courbe F d’equation y 2 = 2 px. Soit un carte ,4 BCD tel que B. Del' et A,C appartiennent 
a l’axe de symetrie de f. 

1 . Quelle relation lie les abscisses de A et C ? 

2. On construit une suite (M n ) de points de Ox, M n d’abscisse x n , telle que x n+ \ > x n et M n M n +\ est la 
diagonale d’un cane dont les deux autres sommets appartiennent a I . Determiner un equivalent de x n 
quand n — > 

Correction ▼ [004911] 


93.2 Ellipse 

Exercice 4912 Orthoptique d’une ellipse 

Soit S une ellipse de foyers F, F' , de centre O, de dimensions a et b. 

Soient M.M' G S tels que les tangentes a S sont perpendiculaires en un point T . 

Montrer que TF 2 + T F' 2 = 4a 2 . Quel est le lieu de T quand M et M' varient ? 

Correction ▼ [004912] 


Exercice 4913 Tangentes a une ellipse 

Soient S \ -^ + ^ = \,&t S' \ + ^ = \. 

1. CNS sur u, v, w pour que la droite d’equation ux + vy + w = 0 soit tangente a S' 1 

2. Soient (MP), ( MQ ) deux tangentes a S' avec M,P,Q £ S. Montrer que (PQ) est aussi tangente a S. 
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Correction T 


[004913] 


Exercice 4914 Points mobiles avec PQ = constante 

Soient P un point mobile sur Ox, et Q un point mobile sur Oy tels que PQ reste constante. 

1. Pour asK, determiner le lieu, ( S a , de Bar(P : 1 — a, Q : a). 

2. Soit R le quatrieme point du rectangle OPQR. Demontrer que la tangente a ( S a en un point M est perpen- 
diculaire a ( RM ). 


Correction ▼ 

[004914] 

Exercice 4915 FMT est rectangle en F 



Soit S une ellipse de foyer F, directrice D. Soit M E S hors de l’axe focal, et T le point d’intersection de la 
tangente en M et de la directrice D. Montrer que FMT est rectangle en F. 


Correction ▼ 

[004915] 

Exercice 4916 1 / OM 2 + 1 / OP 2 



Soit S un ellipse de centre O et de dimensions a, b. Soient M,P E S tels que OMP soit rectangle en O. 


1. Montrer que ^ ^ = 4 + ^. 

2. En deduire que (MP) reste tangente a un cercle fixe de centre O. 

[004916] 


Exercice 4917 Cercle sur une tangente 

Soit S une ellipse de sommets A, A', et M E S . La tangente en M coupe les tangentes en A, A’ en P,P' . Montrer 
que le cercle de diametre \P. P'\ passe par les foyers de S. [ 004917 ] 


93.3 Hyperbole 

Exercice 4918 Projection non orthogonale 

Soient F un point, D une droite ne passant pas par F, et A une direction ni egale ni perpendiculaire a D. 
Pour M E PS , on note H le projete de M sur D parallelement a A. Quel est l’ensemble des points M tels que 
MF = MH ? 

Correction ▼ [004918] 


Exercice 4919 Triangle rectangle sur une hyperbole 

Soit .yp une hyperbole equilatere de dimension a. On se place dans un ROND ( 0 ,i,j ) construit sur les asymp- 
totes de JS. 

1. Determiner l’equation de /S dans ce repere. 

2. Soit ABC un triangle rectangle en A dont les trois sommets sont sur SS. Montrer que la tangente en A est 
orthogonale a (BC). 

3. Soit ABC un triangle quelconque dont les sommets sont sur Montrer que l’orthocentre y est aussi. 

Correction T [004919] 


Exercice 4920 Cercle sur une tangente 

Soit J'S une hyperbole de sommets A, A', et M E La tangente en M coupe les tangentes en A, A' en P,P' . 
Montrer que le cercle de diametre [P, P'\ passe par les foyers de ,/S. [ 004920 ] 
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Exercice 4921 Triangle equilateral 

Soient A,F deux points distincts, D leur mediatrice, M' Thyperbole de foyer F, directrice D, excentricite 2, et 
if un cercle passant par A et F, de centre 7. 

1. Pour M G if , montrer que M € 4=> 3(IM,D ) = ( FF,D ) [2k]. 

2. En deduire que si 7 ^ (. AF ), if coupe M J aux sommets d’un triangle equilateral. 

Correction T [004921] 


Exercice 4922 (CM, OM) = 2 (AM, AO) 

Soient O, A deux points distincts du plan. Trouver les points M tels que (CM, OM) = 2 (AM, AO). 

Correction T [004922] 


Exercice 4923 Lieu geometrique 

Soient A, A' deux points distincts et if le cercle de diametre [A, A']. Pour P £ if, on construit : P' le symetrique 
de P par rapport a ( AA ' ), et M le point d’ intersection de (AP) et (A 7 ,7 y ). Quel est le lieu de M ? 

Correction Y [004923] 


Exercice 4924 Triangle sur une hyperbole, Ensi P 9 1 

Soit M 1 une hyperbole equilatere et ABC un triangle dont les sommets appartiennent a ■/C. Montrer que T or- 
thocentre, 77, du triangle appartient aussi a JP. Comparer 77 et le point Q ou le cercle circonscrit a ABC recoupe 

Correction T [004924] 


94 Quadriques 

Exercice 4925 Etude d’ equations 
Determiner les natures des surfaces d’equation : 

1. x 2 +y 2 -\-z 2 -2xy + 2xz + 3x — y + z+l = 0. 

2 - {x-y)(y-z) + (y-z){z-x) + (z-x){x-y) + (x-y) =0. 

3. x 2 + 9 y 2 + 4z 2 — 6xy — 12 yz + 4 zx + 4 = 0. 

4. x 2 — 2y 2 — z 2 + 2xz — 4yz + 3 = 0. 

5. 2x 2 +2y 2 +z 2 +2xz — 2yz + 4x — 2y — z + 3 = 0. 

6. xy + xz + yz + 1=0. 

7. 2x 2 + 2y 2 — z 2 + 5xy — yz+xz = 0. 

8. xy+yz = 1. 

9. x 2 + 4y 2 + 5z 2 - 4 xy — 2x + 4v = 0. 

On fera le minimum de calculs necessaires pour pouvoir conclure. 

Correction T [004925] 


Exercice 4926 Repere non orthonorme 

Soit une surface d’equation ax 2 + by 2 + cz 2 + 2dxy + 2 exz + 2 fyz + 2 gx + 2 hy + 2 iz + j = 0 dans un repere 
non orthonorme. Montrer que c’est quand meme une quadrique. [ 004926 ] 
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Exercice 4927 Centre de symetrie 

Soit y une quadrique d’equation f(x,y,z ) = 0. On note q la forme quadratique associee a /. 

1. Montrer que, pour tout point A et tout vecteur h, on a : f(A + h ) = /(A) + (V/(A) | h) + q(h). 

2. On suppose que y n’est pas incluse dans un plan. Montrer qu’un point O est centre de symetrie de y si 
et seulement si V/(£2) = 0. 

3. En deduire que si 0 n’est pas valeur propre de la matrice de q, alors y admet un centre unique. 

[004927] 


Exercice 4928 Cone s’appuyant sur une ellipse 

( 4 + 4=1 

Soit S 1’ ellipse d’ equations : < a ' 1,2 et O = (xo . \’o , zo ) avec zo / 0- On note 2? le cone de sommet O 

[z = 0 

engendre par S . 

1. Chercher une equation cartesienne de 2f. 

2. Quels sont les points O tels que Cl Oyz soit un cercle ? 

Correction ▼ [004928] 


Exercice 4929 Sections circulaires 

1. On considere la forme quadratique q(x,y,z ) = ax 2 + by 2 + cz 2 avec a G [b,c\. 

(a) Montrer qu’il existe y,z G M tels que y 2 + z 2 = I et by 2 +cz 2 = a. 

(b) En deduire qu’il existe une base orthonormee de M 3 dans laquelle la matrice de q est de la forme : 

fa 0 * 

M = | 0 a * 

\* * * 

2. Soit S un ellipsoide de centre O. Montrer qu’il existe un plan P qui coupe S selon un cercle de centre O. 
Montrer que les sections de S par des plans paralleles a P sont des cercles. 

3. Peut-on generaliser a une quadrique quelconque ? 

Correction T [004929] 



Exercice 4930 Rotation d’ une droite 

fy = 1 

1. Soit D la droite d’equations < ou A est un reel non nul fixe. Determiner une equation carte- 

I x = Xz 

sienne et la nature de la surface y engendree par la rotation de D autour de Oz. 

2. En deduire que tout hyperboloide de revolution a une nappe est reunion d’une famille de droites ( surface 
re glee). 

3. Generaliser a un hyperboloide a une nappe quelconque. 

Correction T [004930] 


Exercice 4931 Droites sur un paraboloide hyperbolique 

Soit SS le paraboloide d’equation z = xy. Montrer que par tout point M G il passe deux droites et deux 
seulement incluses dans y. [ 004931 ] 


Exercice 4932 Hyperbole en rotation 


Soit ^ la courbe d’equations : 


\ x 2 —y 2 — 
x + z = 1. 


4.t + 2 = 0 
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1. Determiner la nature et les elements remarquables de 2f. 

2. Chercher une equation cartesienne de la surface 5? engendree par la rotation de Ff autour de Oz et 
reconnaitre 5?. 

Correction T [004932] 


Exercice 4933 Volume d’un ellipsoide 

Soit 5? la surface d'equation x 2 + \ ^ +xz = 1. Montrer que 6? est un ellipsoide et en calculer le volume 

interieur. 

Correction T [004933] 


Exercice 4934 

Equation d’un cone 

Determiner les reels A tels que la surface d’equation : jc(A —y) + y(A —z) +z(A — x) = A soit un cone. Preciser 
alors le sonimet et la nature du cone. 

Correction Y [004934] 


Exercice 4935 Plan tangent a un ellipsoide 

9 2 2 

Soit § un ellipsoide d’equation j + 72 + ^ = letPun plan d’equation ux + vy + wz = 1. Montrer que P est 
tangent a E si et seulement si a 2 u 2 + b 2 v 2 + c 2 w 2 = 1 . [004935] 


Exercice 4936 Normale a un ellipsoide 

2 2 2 

Soit £ un ellipsoide d’equation j + ^ + ^ = l,Mun point de £, et P, Q,R les intersections de la normale en 
M a £ avec les plans Oyz, Oxz, Oxy. Montrer que MP, MQ, MR sont dans un rapport constant (independant de 
M). 

Correction T [004936] 


Exercice 4937 Points equidistants de deux droites 

Soient D,D' deux droites non coplanaires et 5? P ensemble des points equidistants de D et D' . Montrer que 5? 
est un paraboloide hyperbolique. (Utiliser un repere judicieux) [004937] 


Exercice 4938 MF = eMH 

On considere un point F, un plan P ne passant pas par F et un reel e > 0. Montrer que F ensemble, 5? , des points 
M tels que MF = ed(M,P) est une quadrique de revolution. Preciser les differents cas possibles. [004938] 


Exercice 4939 MF = ed(M,D ) 

Dans l’espace, on considere un point F, une droite D ne passant pas par F et un reel e > 0. Montrer que 
F ensemble, 5P, des points M tels que MF = ed{M,D) est une quadrique. Preciser les differents cas possibles. 

Correction T [004939] 


Exercice 4940 d(M,P ) 2 + d{M,D) 2 = cste 

On considere unplanP et une droite D secants. Determiner le lieu des points M tels que d(M,P ) 2 +d(M,D ) 2 = 
a (constante fixee). 

Correction T [004940] 


Exercice 4941 Points equidistants d’un plan et d’une droite 
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Dans l’espace, soit P le plan d'equation z = 0 et D la droite d'equations 
Quel est le lieu des points M tels que d(M,P) = d(M,D) ? 

Correction Y 

Exercice 4942 Spheres equidistantes d’une sphere et d’un plan 
Dans l’espace, on considere un plan P et une sphere S. Quel est le lieu des centres des spheres tangentes a S' et 
aP? 

Correction V [004942] 


T = 0 

xcosO — zsinS =0. 

[004941] 


Exercice 4943 Appellations incontrolees 

La liste des quadriques semble comporter des oublis : parabololde parabolique, cone hyperbolique,. . .Dresser 
la liste de toutes les surfaces oubliees et constater qu’elles sont connues sous d’autres appellations. [004943] 


95 Torseurs 

Formulaire def : f(M) = f(O) + MO AS, S = somme, f(0) = moment en O. ppte : (^f(B) — /(A)^ AB = 0. 

(champ equiprojectif) invariant scalaire : i = f(0) ■ S. comoment de deux torseurs : c = \ ( f(0 ) • S' + f (O) ■ S) . 
couple = torseur constant, glisseur = torseur s’annulant en un point avec S / 0. CNS : S 7^ 0, i = 0. axe central : 
D = {M tq f(M) est colineake aS} = H + RS avec HO = module : ||/(M)|| 2 = \\f(H)\\ 2 + \\MH A S\\ 2 . 

lignes de champ d’un torseur = helices d’axe D. glisseur associe a A,B : f(M) = MA A AB. couple = somme de 
deux glisseurs de vecteurs opposes. 

Somme de glisseurs : concourants — > 0 ou un glisseur, coplanaires — > 0 ou un couple ou un glisseur, paralleles 
—> idem. 

Exercice 4944 Moment parallele a un plan 

Soient t? un torseur et & un plan. Determiner le lieu des points M£^ tels que SP (M) E 

Correction ▼ [004944] 


Exercice 4945 Torseurs de sommes orthogonales 

Soient ^ deux torseurs de sommes non nulles, orthogonales. Montrer que le comoment de '7 et '7' est 
nul si et seulement si les axes centraux sont concourants. [004945] 


Exercice 4946 Somme de glisseurs 

Soit S7, = (O . /, j.k) un repere orthonorme direct de Tespace. On considere les glisseurs : 


d’axe 


y = mx 
z = 1 


et de vecteur u = i + mj. 


d’axe 


y = — mx 

v Z = 

Determiner l’axe cential de 


et de vecteur v = i — m j. 
1 


[004946] 


Exercice 4947 Glisseurs associes a un tetraedre 

Soit ABCD un tetraedre non aplati de l’espace. Pour A, Y E {A.B.C.D} distincts, on note 7xy le glisseur d’axe 
la droite (AT) et de vecteur XT. 

Montrer que (7a b- 7ac ; ^4 d ■ 7rc ■ 7b d ■ 7cr> ) est une base de Tespace des torseurs. 

Correction ▼ [004947] 
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Exercice 4948 Produit vectoriel de torseurs 


Soient 87 \ , F7 2 deux torseurs de sommes R\ . R 2 . On definit le champ .7 par : 

£T(M)=R l A£F 2 (M) + £r l (M)AR 2 . 

1. Montrer que .7 est un torseur de somme R\ AR 2 (produit vectoriel de !7\ et ■%_)■ 

2. Si R\ A R 2 7 ^ 0. montrer que l’axe central de .7 est la perpendiculaire commune des axes centraux de 77\ 
et F7 2 . 


[004948] 


96 Geometrie euclidienne en dimension 2 

Exercice 4949 Fonction numerique de Leibniz 
Soit ABC un triangle equilateral de cote a. 

Quels sont les points M du plan (ABC) tels que MA 2 + a 2 = 2 (MB 2 + MC 2 ) ? 

Correction ▼ [004949] 


Exercice 4950 Cercle circonscrit a un triangle 

Soit ABC un triangle et 7' son cercle circonscrit. Soit M un point du plan de coordonnees barycentriques (x.y.z) 
dans le repere affine (ABC). 

Montrer que \ M A 7' <=> xAM 2 +yBM 2 + zCM 2 = 0 A3 xyAB 2 +xzAC 2 +yzBC 2 = 0. 

Correction ▼ [004950] 


Exercice 4951 Cercle stable par une application affine 

Soit 7 = 7(0,r) un cercle du plan et / une application affine telle que f(7) = 7. Montter que / est une 
isometrie de point fixe O. [ 004951 ] 


Exercice 4952 Point equidistant d’une famille de droites 

Pour A Glon considere la droite D 2 d’equation cartesienne : (1 — 7 2 )x + 2Ay = 4A + 2. 

Montrer qu’il existe un point Mo equidistant de toutes les droites D- A . 

Indication T Correction ▼ Video ■ [004952] 


Exercice 4953 Bissectrice de deux droites 
Soient D,D' deux droites distinctes secantes en O. 

On note 37 = {M tq d(M,D) = d(M,D')}. 

1. Montrer que 37 est la reunion de deux droites perpendiculaires. (appelees bissectrices de (D. D')) 

2. Soit s une symetrie orthogonale telle que s(D) = D' . Montrer que l’axe de s est Pune des droites de 37 

3. Soit 7 un cercle du plan tangent a D. Montrer que 7 est tangent a D et a D' si et seulement si son centre 
appartient a 37. 


[004953] 


Exercice 4954 Trois figures isometriques 

Trois figures Fi.F 2 . F 2 se deduisent 1 ’ une de 1 ’ autre par rotations. Montrer qu ’ il existe une figure F dont F\.F 2 . F 3 
se deduisent par symetries axiales. 

Correction ▼ [004954] 


Exercice 4955 Produit de 3 rotations 
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Soit ABC un triangle d’angles cc,(3,y. 

On note p,p' ,p" les rotations autour de A.B.C d’angles a. [3. y, orientes suivant le dessin : 

A 



Qu’est-ce que p o p' o p" ? 

Correction ▼ [004955] 


Exercice 4956 Sous-groupes finis de deplacements 

1. Soit G un sous-groupe tini de deplacements du plan. 

(a) Montrer que G est constitue uniquement de rotations. 

(b) Soient f,gCG. Montrer que / et g ont meme centre (etudier /ogo/’ 1 og' 1 ). 

(c) Prouver enfin que G est cyclique. 

2. Soit G un sous groupe fini d’ordre p d’isometries du plan, non toutes positives. 

(a) Montrer que G contient autant d’isometries positives que negatives. 

(b) Montrer que G est un groupe diedral (groupe d’isotropie d’un polygone regulier). 

[004956] 


Exercice 4957 Centrale MP 2000 

Soit E un plan affine euclidien muni d’un repere orthonorme d’origine O. Soit A le point de coordonnees (a.O). 
Pour tout point M, on definit M' = f(M) de la maniere suivante : A.M.M 1 sont alignes et (MO) est orthogonale 
a (M'O). Expliciter / en fonction des coordonnees (x.y) de M. Donner son domaine de definition. Montrer 
que / realise une bijection entre le demi-disque superieur de diametre [AO] et le quart de plan d’equations 

x < 0,y > 0. 

Correction ▼ [004957] 


97 Geometrie euclidienne en dimension 3 

Exercice 4958 Equation au produit vectoriel 
Soient A, B , C trois points distincts de l’espace. 

Determiner le lieu des points M tels que MA A MB + MB A MC = 2MC AM A. 

Correction T [004958] 


Exercice 4959 \\MA + 2MB + kMC\\ = \\MD + ME\\ 

Soient A, B,C,D,E cinq points de l’espace et k e M. 

Determiner le lieu des points M de l’espace tels que \\MA + 2MB + kMC\\ = \\MD + ME\\. 

Correction ▼ [004959] 


Exercice 4960 Ensi Chimie P 93 


Trouver les coordonnees des projetes du point C(3,4, 


n ■ x—5 

D i ■ ~W ~ 

n . x— 2 

- • TT — 


y-l 

6 

1 


z+3 

— -4 ‘ 
z— 3 

— -4 ' 


- 2 ) 


sur les droites definies par les equations : 
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Correction T 


[004960] 


Exercice 4961 Projections sur 4 plans 


Dans un rond on donne les plans < 


et le point A : ( 1 , 1 , A ) . 


P x+y= 1 
Q y + z=l 
R x + z = 1 
S x + 3y + z = 0 

Donner une CNS sur A pour que les projections de A sur les quatre plans soient coplanaires. 

Correction ▼ 


[004961] 


Exercice 4962 Calculs de points et plans 

Dans un rond on donne les points A : (1,2,3), B : (2,3, 1), C : (3,1,2 ), D : (1,0, —1). 

1 . Chercher le centre et le rayon de la sphere circonscrite a ABCD. 

2. Chercher les equations cartesiennes des plans (ABC), (ABD), ( ACD ), (BCD). 

3. Chercher le centre et le rayon de la sphere inscrite dans le tetraedre ABCD. 

Correction T [004962] 


Exercice 4963 Perpendiculaire commune a deux droites 


Dans un rond on donne les droites D : 


et D 


\x + 2y + z = 0 


{ x-y + z = -1 
2x + y-z = 0 

Chercher la perpendiculaire commune, A, a D et D' (On donnera les points H G D n A et K e D' n A). 

Correction ▼ [004963] 


x-y-z= 


2 - 


Exercice 4964 Perpendiculaire commune a deux droites 


Dans un rond on donne les droites D : 
Calculer d(D,D'). 

Correction T 


x + 2 y — z= 1 
2x—y + 2 z = 2 


x+y+z = 3 
x — y + 2z = 0. 


[004964] 


Exercice 4965 Tetraedre dont les faces ont meme aire 

Soit ABCD un tetraedre dont les quatre faces ont meme aire. Montrer que les cotes non coplanaires ont deux a 
deux memes longueurs. 

Correction ▼ [004965] 


Exercice 4966 Distance entre les cotes d’ un tetraedre 

Soit ABCD un tetraedre regulier de cote a. Chercher la distance entre deux cotes non coplanaires. 

Correction T [004966] 


Exercice 4967 Distance d’un point a une droite 


Dans un rond on donne la droite D : 

Correction ▼ 


x + 2y — z = -3 
x — y + 2z = —4 


et M(x,y,z). Calculer d(M,D). 


[004967] 


Exercice 4968 Projection orthogonale 

Dans un rond on donne le plan P : x + 2y + 3z = 4. Determiner l’expression analytique de la projection ortho- 
gonale sur P. 
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Correction T 


[004968] 


Exercice 4969 Projection orthogonale 

Dans un rond on donne les points A : (1,0, — 1), B : (—1, 1, 1), C : (2,-1, 1), D : (1,2, —2), E : (—2, —2,0). 
Determiner, par un point et un vecteur directeur, la projection de (DE) sur le plan (ABC). 

Correction ▼ [004969] 


Exercice 4970 Symetrique d’un plan 

Dans un rond on donne les plans P \x + y + z = 1 et Q : 2.x — y + z= 1- Chercher une equation cartesienne du 
plan Q' symetrique de Q par rapport a P. 

Correction ▼ [004970] 


Exercice 4971 Reperes orthonormes 

Soient ( O , OA, OB , OC ) et ( O , OA! , OB' , OC') deux reperes orthonormes directs de l’espace. 

Montrer que AA ' , BB' . CC sont coplanaires. [ 004971 ] 


Exercice 4972 Angle d’un plan et d’une droite 

Soient P un plan, D une droite tels que (P,D) = 0 (mod 7 r). 

Montrer que pour toute droite A C P, on a cos(D, A) ^ cos 8. Quand y a-t-il egalite ? [ 004972 ] 


Exercice 4973 Angle entre deux faces d’un dodecaedre 

Quel est 1’ angle entre deux faces d’un dodecaedre regulier ? (on donne : 4 sin | = v/ 10 — 2 

Correction T [004973] 


Exercice 4974 Ensi P 90 


Determiner l’equation de la sphere contenant les cercles d’equations 

Correction T 


X 2 +y 2 = 9 

z = 0 


et 


x 2 +y 2 = 25 
z = 2. 

[004974] 


Exercice 4975 Sphere definie par ses intersections 

Soit S une partie de l’espace contenant au moins deux points et telle que pour tout plan P. P IAS est un cercle, 
un singleton ou vide. Montrer que S est une sphere. 

Correction T [004975] 


Exercice 4976 CNS pour que deux vissages commutent 

Soient f,g deux vissages d’ angles / n. Trouver une CNS pour que fog = go f. (On etudiera / o g o 1 ) 

Correction ▼ [004976] 


Exercice 4977 Composee de 3 demi-tours 

Soient Di,D 2 ,D 3 , trois droites, et Ci, < 72,03 les 2-tours conespondants. 

Demontrer que 01 o 020 03 est un ^-tour si et seulement si D\ . Oi-O} ont une perpendiculaire commune ou 
sont paralleles. 

Correction T [004977] 


Exercice 4978 Composee de demi-tours par rapport aux aretes d’un tetraedre 

Soit ABCD un tetraedre regulier, et les 2-tours autour des droites (AB) , (AC) , (AD) . Simplifier 

/ = d^B ° dAC ° dAD- 
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Correction ▼ 


[004978] 


Exercice 4979 Isometries transformant un triangle en un triangle donne 

Soient ABC et A'B'C' deux triangles tels que AB = A'B', AC = A'C' , BC = B'C . Combien y a-t-il d’isometries 
transformant ABC en A'B'C' ? 

Indication : si / et g sont deux telles isometries, alors fog * 1 est une isometrie conservant ABC. 

Correction T [004979] 


Exercice 4980 Groupes d'isotropie 
Determiner toutes les isometries 

1. d’un tetraedre regulier. 

2. d’un cube. 

3. de deux droites non coplanaires. 

Correction ▼ [004980] 


Exercice 4981 Composee de projections 

Soient D\, D 2, D3 trois droites de l’espace non toutes paralleles. Pour Mi £ D\ on construit : Mi, projete de Mi 
sur D 2 , Mi,, projete de Mi sur £>3, M4, projete de M3 sur D\. 

Montrer qu’il existe un unique point Mi 6 Di tel que M4 = Mi . 

Correction T [004981] 


98 Courbes parametrees 

Exercice 4982 Rebroussements 

Etudier les points stationnaires des courbes parametrees suivantes : 

1. x = sin t, y = (Bicorne) 

2. x = (1 +cos 2 f)sint, y = sin 2 1 cost. 

3. x = (1 +cosf) sin2f, y = cos2f. 

4. x = 2t 3 4 + 3t 2 , y = 3t 2 + 6i. 

5. x = t 3 — 3t, y = t 3 —t 2 — t + 1. 

[004982] 


Exercice 4983 Branches infinies 

Etudier les branches infinies des courbes parametrees suivantes : 

1. x = t 5 -t 3 + £, y = j^r v 

2. x = 2cos 2 t + ln | sin f | , y = sin2t. 

3. x = J y = tx. L’aire comprise entre la courbe et ses asymptotes est-elle finie ? 

4. x = y = tx. 


5. 



+ 


t+v 


y = 


i I i 
t ^ (r+l) 2 ' 


6 - x = i + ih' y=i 

7 - x= ijj, y = tx. 


l 

t+v 


8. x 


v = — 

t+v y t+\- 
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9. x = 2t 3 + 3t 2 , y = 3t 2 + 6t. 

10. x = t 3 — 3t, y = t 3 — t 2 — t + 1. 
H. x=^- v y=£- v 


[004983] 


Exercice 4984 Inflexions 


Determiner les points d’inflexion des courbes parametrees suivantes : 

1. x = sint, >’ = • (Bicorne) 

2. x = sin >’ = tant. 

3. x=j, y = te t . 

4. x = sintcos2t, y = cosfsin2f. 

Correction ▼ 

[004984] 

Exercice 4985 Matexo 

Soit i'f la courbe d’equations parametriques : x(t) = ] ,y(t) = 21 } . 



1. Montrer que les points de parametres t,u,v (distincts) sont alignes si et seulement si tuv = t + u + v+ 1 


2. Prouver que admet exactement trois points d’inflexion et qu’ils sont alignes. 

Correction ▼ 

Exercice 4986 Construction 

[004985] 

Construire la courbe d’equations parametriques : x = y = 

Determiner les coordonnees du point double et verifier que les tangentes en ce 

Exercice 4987 Construction 

[004986] 

Dessiner la courbe d’equation cartesienne : x 3 +y 3 = 3 xy (folium de Descartes) On prendra t = 
parametre. 

Exercice 4988 Construction 

= - comme 

[004987] 

Construire les courbes d’equation polaire : 

i n — cos(0/2) 

" 1 +sin 0 ‘ 

2. p = c ° o s s 2 g . (Strophoide, calculer l’aire limitee par la boucle) 

3. p = -, c s 'sd-\ • Verifier que la courbe traverse ses asymptotes au point double. 

P cos0+sin20’ 

5. p = COS0 + — rn . 

~ cos 6 

/r n cos2 6 

y — 2cos 0-1 • 

7. p = COS f . 

8. p = 1 +sin30. 

9 -P = 70- 

10. p = ln0. 

[004988] 

Exercice 4989 Strophoide 

Soit r un cercle de centre O et de rayon 1, A E T, et D le diametre de T perpendiculaire a ( OA ) . 
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Pour M E r\ {A}, on construit le point N intersection de D et (AM), puis le point P tel que AP = MN. 

[004989] 


Exercice 4990 Cochleoide 

1. Tracer la courbe ^ d’equation polaire p = (cochleoide) 

2. Une droite passant par O coupe ^ en un certain nombre de points. Montrer que les tangentes a r £ en ces 
points sont concourantes. 

Correction ▼ [004990] 


Exercice 4991 Chimie P 91 

Soient O et A deux points distincts dans un plan & . Determiner le lieu des points tels que (OA,AM) = 

3(OA,OM)(modn). 

Correction ▼ [004991] 


Exercice 4992 Ensi Chimie P’ 93 

Determiner les points doubles de la courbe d’equation polaire p = grzj- 

Correction T [004992] 


99 Courbes en polaires 


Exercice 4993 Courbes en polaires 


Construire les courbes en polaires suivantes : 
cos 0/2 


1. p 

2. p 

3. p 

4. p 


1 + sin 0 

cos 2 0 
0 


cos 

sin0 

2cos 0 — 1 

1 


cos0 + sin20 


5. p = 

6. p = 

7. p = 

8. p = 

9- P = 

10. p = 

11. p = 

Correction 


COS0 + — 0 
COS 

cos 20 
2cos 0 — 1 

0 

cos — 

3 

1 +sin30 
1 

W 

ln0 

sin 0 

e 

▼ 


[004993] 
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100 Courbes definies par une condition 


Exercice 4994 Sous-tangente, sous-normale 

Soit 'S? une courbe du plan. A un point M un point de C S', on associe les points H, T et N selon le dessin : 



Determiner les courbes d’ equation y = f(x) verifiant la condition suivante : 

1. HT = cste. 

2. HN = cste. 

3. MN = cste. 

4. MT = cste. 

5. AN = MN ou A est le point de coordonnees (0 ,«). 

Correction T [004994] 


Exercice 4995 Sous-tangente, sous-normale 

Soit 'S' une courbe du plan. A un point M un point de 'S', on associe les points T et N selon le dessin : 



Determiner les courbes verifiant la condition suivante : 

1. OT = cste. 

2. ON = cste. 

Correction ▼ [004995] 


Exercice 4996 Milieu fixe 

Soit D une droite du plan et 'S' une courbe parametree. Pour M G 'S' on note T et N les points d’ intersection de 
D avec la tangente et la normale a 'S’ cn M. Determiner 'S' telle que le milieu de [T,N] reste fixe. 

^On parametrera 'S' par l = S j 

Correction ▼ [004996] 


Exercice 4997 Distance T N constante 

Soit D une droite du plan et 'S' une courbe parametree. Pour M G 'S' on note T et /V les points d’ intersection de 
D avec la tangente et la normale a "S' cn M. Determiner 'S' telle que la distance T N reste constante. 

^On parametrera 'S' par t = S'j 

Correction ▼ [004997] 
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Exercice 4998 Ensi Chimie P’ 93 



Trouver les courbes ^ telles que MN = ON. 

Correction T [004998] 


Exercice 4999 Ensi Physique P 94 

Trouver les arcs bireguliers du plan dont le cercle osculateur est en tout point tangent a une droite fixe. 

Correction T [004999] 


Exercice 5000 L’ homo the tique du cercle osculateur reste tangent a Ox 

Determiner les courbes planes telles que l’image du cercle osculateur en un point M par l’homothetie de centre 
M et de rapport 2 reste tangente a Ox. 

On prendra <p comme parametre et on cherchera une equation differentielle sur le rayon de courbure R. 

Correction T [005000] 


Exercice 5001 Ensi P 91 

On se place dans un plan affine euclidien rapporte a un repere orthonorme. Donner 1’ ensemble des trajectoires 
orthogonales de la famille des cercles de rayon constant a (a > 0) centres sur Ox. 

Correction T [005001] 


Exercice 5002 Equations intrinseques 

Soit / : M — > M une fonction continue. On etudie les courbes planes parametrees par une abscisse curviligne, s, 
telles que la courbure au point M s soit c = f(s). 

1. Montrer que si Ton impose la position de Mo et la tangente en ce point, le probleme admet une solution 
unique. 

2. Dans le cas general, demontrer que les courbes solutions se deduisent d’une courbe particuliere en appli- 
quant un deplacement du plan arbitraire. 

3. Etudier les equations : c = cste, c = | (spirale logarithmique). 

[005002] 


Exercice 5003 Equations intrinseques 

Chercher les courbes planes verifiant l’equation intrinseque : 


1. R = s. 

2. Rs = 1. 

3. R * 1 2 3 4 5 = las, a > 0 donne. 

4. R= l+s 2 . 

5. R 2 + s 2 =a 2 . 
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Correction ▼ 


[005003] 


Exercice 5004 / reste sur un cercle 

Trouver les courbes planes 'ti telles que le centre de courbure reste sur un cercle %'((), r) fixe. (On prendra (p 
comme parametre) 

Correction T [005004] 


Exercice 5005 M — s/2M' reste sur Ox 

Soit ‘rf une courbe plane et s une abscisse curviligne sur c tf. A chaque point d’abscisse curviligne s, on 

associe le point N = M — § T . Trouver ^ telle que N reste sur Ox. 

Correction ▼ [005005] 


Exercice 5006 MC = kMN 

Trouver les courbes T du plan ayant la propriete suivante : Soit M G I C le centre de courbure de T en M et N 
le projete de O sur la normale a F cn M. Alors MC = kMN oil k est un reel fixe. 

Etudier les cas particuliers : k = 1 , k = k = 2, k = ^ et k = — 1. 

Correction V [005006] 


101 Branches infinies 

Exercice 5007 Branches infinies 


Determiner les branches infinies pour les courbes parametrees suivantes : 

1. x = 4t 5 — 4? 3 -\-t,y = 

2. x = 2cos * 1 2 t + ln | sinf|, y = sin2f 


3. x = 

4. x = 


C-2 


y = tx 


t 4 -l 

y = tx 


0-t 
2t — l 


c 11 11 

x -l + TTi’ y ~l + J7TW 

r . t 

6. x = sin v = tanf 
2 

1 1 11 

7- v = - + r, y = 


x = 


t t + 1 
3 1 

7 , y = tx 

l+O J 


t t - 1-1 


9. x = 


t+ l’ y t + 1 

10. x = 2 1 3 + 3 1 2 , y = 3t 2 + 6 1 

11. x = t 3 -3t,y = t 3 -t 2 -t + l 

1? f f2 

12. x = ^ — t, y = 


t 2 -l 

Correction ▼ 


t- 1 


[005007] 
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102 Points de rebroussement 


Exercice 5008 Rebroussements 


1 . x = 2? 3 + 3? * 1 2 , y = 3? 2 + 6? 

2. x = ? 3 — 3?, y = ? 3 — ? 2 — t + 1 


3. x = sin?, y = 


cos 2 ? 


2 — cos? 

4. x = (1 +cos 2 ?) sin?, y = sin 2 ? cos? 

5. x = (1+cos?) sin2?, y = cos2? 

Correction T 


[005008] 


103 Enveloppes 

Exercice 5009 Esem 9 1 

Soit ^ le cercle : A' 2 + v 2 = 1 . Soit M un point de %' d’ angle polaire 6 et Dq la droite passant par M d’ angle 
polaire 26. Trouver l’enveloppe des droites Dq. 

Correction T [005009] 


Exercice 5010 Ensi Physique 93 

Soit *€ un cercle de centre O et de rayon R, et S un point du plan different de O. Donner l’enveloppe des 
normales en M a ( SM ) lorsque M decrit ^ . 

Correction ▼ [005010] 


Exercice 5011 Cordes sur une parabole 

Soit & la parabole d’equationy 2 = 2 px. Chercher l’enveloppe des cordes [A, B\ de P/* de hauteur h > 0 donnee. 

Correction ▼ [005011] 


Exercice 5012 Cordes sur une parabole 

Soit & la parabole d’cquation y 2 = 2 px. Pour A, B G & distincts, on note C le point d’ intersection des tangentes 
en A et B. Trouver l’enveloppe des droites (AB) lorsque l’aire du triangle ABC reste constante. 

Correction T [005012] 


Exercice 5013 Cordes sur une parabole 

Soient M, M' deux points d’une parabole & tels que ( MM ') passe par le foyer F. Quels sont : 

1. L’enveloppe des droites (MM') ? 

2. Le lieu des milieux des segments [ M,M' ] ? 

3. L’enveloppe des mediatrices de ? 

Correction T [005013] 


Exercice 5014 Rayons reflechis sur une parabole 

Soit & la parabole d’equation y 2 = 2 px. 

1. Un rayon incident arrive suivant une parallele a Ox et se reflechit a “l’interieur” de P/ > avec le meme 
angle. Trouver Tenveloppe des rayons reflechis. 

2. Meme question, mais le rayon incident est parallele a Oy. 
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Correction T 


[005014] 


Exercice 5015 Cercle osculateur a une parabole 

Soit & une parabole, M e & ct 2? le cercle osculateur a^enM. Montrer que, sauf cas particulier, 2f recoupe 
& en un deuxieme point P. Determiner l’enveloppe des droites ( MP ). 

Correction T [005015] 


Exercice 5016 Cordes d’une hyperbole 

Soit Jf' une hyperbole de foyer F. Trouver l’enveloppe des cordes \P. Q] de P/F vues depuis F sous un angle 
droit. 

Correction T [005016] 


Exercice 5017 Cardioide 

Pour 6 e M, on note Ag = (cos0,sin0). Chercher l’enveloppe des droites Dg = ( Ag Aje). 

Correction Y [005017] 


Exercice 5018 Cycloide 

Chercher l’enveloppe d’un diametre A d’un cercle 2? roulant sans glisser sur une droite D. Comparer le point 
caracteristique a la projection orthogonale du point de contact I sur A. 

Correction Y [005018] 


Exercice 5019 Hypocyclolde 

Soit un cercle passant par O centre sur Ox. Pour M 6 2?, on note Dm la droite symetrique de ( OM ) par 
rapport a l’horizontale passant par M. Determiner l’enveloppe des droites Dm et la construire. 

Correction ▼ [005019] 


Exercice 5020 Cordes de p = a/ cos(3 0) 

Tracer la courbe d’equation polaire p = co ° 3e , a > 0. Chercher l’enveloppe des cordes vues de O sous un angle 
droit. 

Correction ▼ [005020] 


Exercice 5021 Perpendiculaire a OM sur une ellipse 

Soit $ une ellipse de centre O, de parametres a et b. Pour M £ S’, soit D la perpendiculaire en M a (OM). 

1. Donner les equations parametriques de l’enveloppe des droites D. 

2. Tracer les enveloppes sur ordinateur pour differentes valeurs de a/ b. 

3. Etudier les points stationnaires de l’enveloppe quand il y en a. 

Correction ▼ [005021] 


Exercice 5022 AM _L D 

Soit D une droite du plan et A un point non element de D. Soit M un point variable sur D. Trouver Tenveloppe 
de la normale en M a (AM). 

Correction ▼ [005022] 


Exercice 5023 Concavite 


Soient u,v,w de classe D t la droite d’equation : u(t)x + v(t)y + w(t) = 0, et T Tenveloppe des droites D t . 



U V 

u' v' 


u 

V 

w 

On note : 8 = 

,A = 

u' 

v' 

w’ 


i.rr 






U 

V 

w 


et on suppose pour tout t : 8Aw(t) / 0. 
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Montrer que F tourne sa concavite vers O si et settlement si pour tout t : SAw(t) > 0. 


[005023] 


104 Rectification, courbure 

Exercice 5024 Calcul de longueur 


Determiner la longueur d’un arc ou M^Mq pour les courbes : 

1. x = t — chtsht, y = 2cht 

2. p = th |. 


Correction ▼ 

[005024] 

Exercice 5025 Calcul de longueur 


Soit la courbe parametree par : x = 2 1 3 + 3/ 2 5 , 
de rebroussement. 

v = 3t * 1 2 + 6f. Calculer la longueur de Pare AO oil A est le point 

Correction T 

[005025] 

Exercice 5026 Calcul de longueur 



Calculer la longueur totale des courbes suivantes : 

1. x = (1 + cos 2 t)sint, y = sin 2 tcost. 

2. p = sin 2 f . 


Correction ▼ [005026] 


Exercice 5027 TPE MP 2003 

Nature, construction et longueur de la courbe d’equation \/x + ^/y = 1- 

Correction T [005027] 


Exercice 5028 Comparaison de longueurs (ENS MP 2002) 

Soit / : [a,b\ -» M continue concave, ( S A par morceaux, L\ la courbe parametree x (x. f(x)) et L 2 un chemin 
continu C S A par morceaux joignant les extremites de L\ et situe au-dessus de L\. Montrer que la longueur de Li 
est superieure ou egale a celle de L\ . 

Correction T [005028] 


Exercice 5029 Centre de courbure 

Determiner les coordonnees du centre de courbure au point M pour les courbes suivantes : 

1. x = 3 1 —t 3 , y = 3 1 2 . 

2. x = 2cosf +cos2t, y = 2sint — sin2t. 

3. x = t — sint, y = 1 — cost. (Cycloide, indiquer une relation geometrique simple entre la courbe decrite 
par M et celle decrite par I) 

4. x = acos 3 t, y = a sin 3 /. (Astroide) Construire le courbe r: 6' et sa developpee, puis prouver par le calcul 
qu’elles sont semblables. 

5. Hyperbole d’equation xy = 1. 

J2 2 

6. Ellipse d’equation ^ + p = 1. 

7. p = e 6 7 8 . (Spirale logarithmique) 

8. p = 1 +cos0. (Cardioide) 
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Correction T 


[005029] 


Exercice 5030 Points sur une hyperbole (Ensi P 91) 

Soit la courbe F definie par : xy = a 1 , (a > 0). Pour chaque point M on definit le point Q. par : 2 Q.M = MN, oil 
N est le point ou F recoupe sa normale en M. Montrer que D. est le centre de courbure de F en M. 

Correction ▼ [005030] 


Exercice 5031 Cercle circonscrit a trois points 

Soit '(S une courbe plane parametree par une abscisse curviligne s. Soit so fixe. 

1. Donner le DL a l’ordre 2 de M s pour s —> so dans le repere de Frenet en M So . 

2. On suppose c(so) / 0- Montrer que pour h assez petit, les points M So _/,, M So , M So+ h ne sont pas alignes. 

3. Soit T/j le cercle circonscrit a ces trois points, et R/, son rayon. Chercher 1 i m /, .qP/,. 

[005031] 


Exercice 5032 Proprietes de la cycloide 

\x = a(t — sint) 

Soit la courbe d’equations parametriques < pour t € JO, 2tt[ (arche de cycloide). On note 

ly = a(l— cost) 

S le point de parametre n, et D la tangente a ^ en S. 

Soit M£^\ {S'}, I le point d’ intersection de la normale a ^ en M et de Ox, et J le point d’ intersection de la 
tangente en M avec D. 

1. Faire un dessin. 

2. Montrer que I et / ont meme abscisse. 

3. On prend S comme origine des abscisses curvilignes. Trouver une relation entre s et MJ . 

[005032] 


Exercice 5033 Normales a une cardioide 

On considere la courbe d’equation polaire p = 1 +cos 0 (cardioide). 

1. Dessiner ^ . 

2. Une droite D passant par O coupe ^ en deux points M\ et Mi- Soient Ai, A 2 les normales a ^ en ces 
points et P le point d’ intersection de Ai et A?. Quelle est la courbe decrite par P lorsque D tourne autour 
de 0 2 

Correction ▼ [005033] 


Exercice 5034 Calcul de courbure par TFI 

Determiner le rayon de courbure de la courbe ^ d’equation : 2x 2 +y 2 = 1 aux points intersection de C S J et des 
axes Ox et Oy. 

Correction T [005034] 


Exercice 5035 Calcul de courbure par TFI 

Soit la courbe d’equation cartesienne x 4 +y 4 +x 3 +y 3 = 2. En utilisant le theoreme des fonctions implicites, 
calculer la courbure de)^enA = (— 1,1). 

Correction ▼ [005035] 


Exercice 5036 Calcul de courbure (Chimie P’ 90) 

Determiner l’ensemble des centres de courbure en O aux courbes integrates de T equation differentielle (1 — 
x 2 )y" — xy 1 — 2 y = 1 telles que v(0) = 0. 


330 


Correction T 


[005036] 


Exercice 5037 Courbe parallele a une parabole 

Soit if : 1 H > M t une courbe plane parametree sans point stationnaire. Les courbes paralleles a if sont les courbes 
de la forme : 1 H > M t + XN, ou N est le vecteur normal en M t et X est constant. 

1. Montrer que le parallelisme est une relation d’equivalence entre arcs sans points stationnaires. 

2. Construire les paralleles a la parabole d’equation y = x 2 pour X = ±2. 

[005037] 


Exercice 5038 Points equidistants sur la tangente 

Soit ^ une courbe parametree, (Mj. n) le repere de Frenet en un point M de if. Soit a > 0 fixe et Pi = M + at, 
Pi = M — at. On note if et les courbes decrites par Pi et P 2 quand M decrit if et ci, C 2 les courbures 
correspondantes. Soit C le centre de courbure a^enAf. 

Montrer que ci +C 2 = et que les trois normales sont concourantes. 

Correction T [005038] 


Exercice 5039 Paraboles de cercle osculateur donne 

Soit ^ le cercle d’equation x * 1 +y 2 — 2 Rx = 0 et A une droite variable passant par O. 

1. Chercher 1’ equation de la parabole 3? d’axe parallele a A, passant par O, dont 2? est le cercle osculateur 
en O. 

2. Quelle est l’enveloppe des paraboles precedentes ? 

Correction T [005039] 


Exercice 5040 Developpante 

1. Construire la courbe d’equations parametriques : x = 3 1 — t 3 , y = 3 1 2 . 

2. Chercher les equations parametriques des developpantes de 

3. Tracer la developpante qui rencontre ^ a Torigine. 

Correction T [005040] 


Exercice 5041 Developpante 

Determiner la developpante de la chainette ^ d’equation y = «ch (xj a) qui rencontre pour x = 0. (Tractrice) 
Dessiner les deux courbes. 

Correction ▼ [005041] 


105 Courbes dans l’espace 

Exercice 5042 Ensi P 90 

4 3 2 

On considere la courbe if definie par : x(t) = -^ 2 , y(t) = j—p_, z(t) = 

A quelle condition M\, Mi, M 3 , M 4 quatre points de 2? de parametres respectifs 0 ■ ^ 2 • C • U sont-ils coplanaires ? 

Correction ▼ [005042] 


Exercice 5043 Courbure de M cste =$■ courbure de I cste 

Soit ^ une courbe de l’espace, et I la courbe decrite par le centre de courbure, /, en un point M de if. On 
suppose que la courbure de if est constante et sa torsion non nulle. 

1. Montrer que la courbure de F est aussi constante. 
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2. Chercher la torsion de F cn / en fonction de la courbure et la torsion de 2? en M. 


Correction Y 


[005043] 


Exercice 5044 Elements de courbure de T 

Soit s H > M s une courbe de l’espace de classe 2? 3 parametree par une abscisse curviligne, et P le point tel que 
OP = ~t ~ . Chercher les elements de courbure de la trajectoire de P. 

Correction Y [005044] 


Exercice 5045 Enveloppe de normales 

Soit s H > M s une courbe de l’espace de classe ^ 3 parametree par une abscisse curviligne. Pour tout s on choisit 
une normale a la courbe en M s : A s . A quelle condition les droites A s admettent-elles une enveloppe ? 

Correction Y [005045] 


Exercice 5046 Equations intrinseques en dimension 3 

Trouver les courbes de l’espace verifiant les equations intrinseques : c = X = — 

Correction ▼ [005046] 


106 Surfaces parametrees 

Exercice 5047 Chimie P 9 1 


Equation de la surface de revolution engendree par la rotation de F autour de Oz ou F est la courbe d’ equations 

„3 , 


parametriques : < 


Correction T 


X = A COS U 
y = a sin 1 u 
z = a cos 2n. 


(i a > 0) 


[005047] 


Exercice 5048 Ensi Physique 93 
Soit la courbe d’ equations dans M 3 : 


f x 2 —y 2 — 4x + 2 =0 

1 j \ x + z =1. 

Determiner la surface engendree par la rotation de (r) autour de Oz- 

Correction ▼ [005048] 


Exercice 5049 Le plan tangent coupe Oz en un point fixe 


On considere la surface 5? d’equations parametriques 


x = p cos 0 
< y = p sin 6 

z = f(p,e) 


oil / est une fonction de classe < ^’ 1 . 


1. Donner l’equation du plan tangent a y en un point M(p,6). 

2. Determiner / de sorte que, le long d’une ligne 6 = cste, le plan tangent coupe Oz en un point fixe. 

3. Exemple : /(p , 0) = 6. Dessiner la surface 5? . 


Correction ▼ 


[005049] 


Exercice 5050 Pseudo-sphere 
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Dessiner la surface 2/ d’equations parametriques : < 


x = acosu/ chv 

y = a sin u/ chv ou a est un reel strictement positif 

z = a(v — thv) 


(pseudo-sphere). 

Correction T [005050] 


Exercice 5051 Les normales coupent Oz 22 revolution 


Soit 2? une surface d’equation z = f(x,y)- Montrer que 2? est de revolution si et seulement si en tout point M, 

la normale a 2/ en M est parallele ou secante a Oz- 

Correction ▼ 

[005051] 

Exercice 5052 

Que dire d’une surface 2/ telle que toutes les normales sont concourantes ? (cf ex.5051) 

[005052] 

Exercice 5053 Contour apparent 



Soit 2/ la surface d’equation cartesienne z 2 — x 2 — y 2 = 1 . 

1. Reconnaitre 222 . 

2. Soit D la droite d’equations : 2x+ y = 0, z = 0. Determiner les points M de 222 tels que le plan tangent a 


YenM est parallele a D. (Contour apparent de 222 dans la direction de D ) 

Correction T [005053] 


Exercice 5054 Cylindre circonscrit 


Soit 2/ la surface d’equations parametriques 


x = u/ (u 2 + v 2 ) 

< y = v/{u 2 W) 
z = i HU- + Z-). 


1 . Donner une equation cartesienne de 5? . 

2. Determiner 1’ ensemble ^ des points de 5? ou le plan tangent est parallele a la droite D d’equations : 

x = y = z. 

3. Determiner 1’ equation cartesienne du cylindre de generatrices paralle les a D s’appuyant sur 2?. (Cylindre 
circonscrit a =5^) 


Correction T 


[005054] 


Exercice 5055 Equation de cone 

Soit ^ le cercle intersection de la sphere d’equation x 2 +y 2 +z 2 = 1 et du plan d’equation x + y = 1, et S = 
(1,1, 1). Determiner l’equation cartesienne du cone de somrnet S s'appuyant sur '0, . 

Correction T [005055] 


Exercice 5056 Cone = cylindre ? 

Soit S? la surface d’equation cartesienne : < x _ y y + = (yrrp ■ 

1. Montrer que 2/ est a la fois un cylindre et un cone. 

2. Comment est-ce possible ? 

[005056] 


Exercice 5057 Position d’une surface de revolution par rapport au plan tangent 
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Soit y une surface d’ tquation cartesienne z = f(p) oa p = \Jx 2 +y 2 et / est une fonction de classe c £ 2 . 
Montrer que la position de y par rapport a son plan tangent est donnte par le signe de f' (p)f" (p). Interpreter 
geometriquement ce fait. [005057] 


Exercice 5058 Intersection de deux cylindres 

Soient .5*2 les surfaces d’equations x 2 + y 2 +xy = 1 et y 1 + z 2 +yz = 1, et = i/\ (4.5*2. 

1 . Donner en tout point de 5f le vecteur tangent a 5f. 

2. Montrer que ^ est la reunion de deux courbes planes. 

3. Quelle est la projection de r £ sur Oxz ? 

Correction ▼ [005058] 


Exercice 5059 Conoide 

Soit y la sphere de centre A = (a, 0,0) et de rayon r (0 < r < a ) et y' la surface constitute des droites 
horizontales tangentes a y et secantes a Oz. Determiner l’equation cartesienne de . 

Correction ▼ [005059] 


Exercice 5060 Surface cerclee 

Soit A = (0, 1,0) et y la surface constitute des cercles verticaux de diametre [A, B] oil B est un point variable 
sur Ox. Chercher une tquation carttsienne de y. 

Correction T [005060] 


Exercice 5061 Chimie P’ 91 

On considere la droite A d’tquations : x = a, z = 0. P est un point dtcrivant A et 'ip le cercle tangent a Oz cn O 
et passant par P. Faire un schtma et paramttrer la surface engendrte par les cercles 'i'p quand P dtcrit A. 

Correction ▼ [005061] 


Exercice 5062 Ensi Chimie P’ 93 


' x(t) = acos(t) / ch(mt) 
Soit (r) : < y(t) = nsin(f)/ch(mt) 
z(t) = ath(mt). 


1. Montrer que (T) est tracte sur une surface (£) simple. Montrer que (£) est de revolution autour de Oz et 
donner son tquation. 

2. Montrer que (r) coupe les mtridiennes de (£) suivant un angle constant (loxodromie). 

3. Rtciproquement, dtterminer toutes les loxodromies de (E). 

4. Dessiner la projection de (r) sur xOy. 

Correction ▼ [005062] 
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Indication pour l’exercice 2918 ▲ 

Si {jei , . . . ,x p } est une telle partie avec x\ < xi < ■ ■ ■ < x p , considerer l’ensemble {x\ — 1 , . . . ,x p — p}. 


Indication pour l’exercice 2985 ▲ 

Utiliser la formule de Bezout. 


Indication pour l’exercice 2988 ▲ 

Montrer que l’ensemble des xtqx 2 ^ e est de cardinal pair. 


Indication pour l’exercice 3151 ▲ 


1 . 

2. 6 2 = -i. 


Indication pour l’exercice 3253 ▲ 

Si X p — a = PQ avec P,Q e K X] unitaires non constants, factoriser P dans (x 2 + I ) et considerer P(0). 


Indication pour l’exercice 3380 ▲ 

M antisymetrique signifie 'M = —M. 

1. Si Y est un vecteur alors l YY = ||7 1| 2 est un reel positif ou nul. 

2. I — M et (7 + M) -1 commutent. 


Indication pour l’exercice 3424 ▲ 

Ecrire les polynomes sous la forme P(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d. Calculer / 2 4 P(x) dx d’une part et aP(2) + 
/3P(3) + yP(4) d’autre part. L' identification conduit a un systeme lineaire a quatre equations, d’inconnues 
a,i 3,7- 


Indication pour l’exercice 4045 ▲ 

Identifier les dl de cos* et en * = 0. 


Indication pour l’exercice 4708 ▲ 


1 . 

2. y/a — Vb 


a-b 

da+Vb 


Indication pour l’exercice 4811 ▲ 

Decomposer en elements simples la fraction 


Indication pour l’exercice 4852 ▲ 

Considerer les disques fermes associee a un recouvrement « circulaire » du plan et mettre en evidence une suite 
de disques emboites dont les rayons tendent vers zero. 


Indication pour l’exercice 4952 ▲ 
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La distance d’ un point Mo (xq , yo) a une droite D d’equation ax+by+c = 0 est donnee par la formule d (Mo , D) = 

|ax 0 +fcyo+c 0 | 

V a 2 +b 2 
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Correction de l’exercice 2900 ▲ 


LUkC k n = nT 


yn CH _ 2 I1+1 — 1 
Lk= 0 k+\ n+1 ‘ 


Correction de l’exercice 2901 ▲ 

1. 

2. 0 si p < n, ( — 1)" si p = n. 

3. 


Correction de l’exercice 2902 ▲ 

(-Ki- 


Correction de l’exercice 2903 ▲ 

n2"- 1 ,n4"- 1 ,3n4"- 1 . 


Correction de l’exercice 2904 ▲ 

n(n 2 — 1 ) n(n 2 — 1 )( 3« 2 — 12 ) 

6 ’ 360 ‘ 


Correction de l’exercice 2905 ▲ 


i r° = i r 1 = n r 2 

X. x n 1. n U, 1. n 

2 . 

3. 


n(n+ 1 ) Y^ n 

2 ’ 1 2 — 


n + 1. 


Correction de 1’exercice 2907 


P = 


H+l 

L 2 J 


▲ 


Correction de l’exercice 2912 ▲ 

1. (6!) 2 

2. 4! x 8! 

3. 2!2!4!4! 

4. 6 6 x 12 6 , 4 4 x 12 8 , 2 2 x 4 2 x 6 4 x 12 4 . 


Correction de l’exercice 2913 ▲ 

1 . ( 2 «)!. 

2 . 2 («!) 2 . 

3. 2” +1 x 7i!. 

4. 4 x n\. 


Correction de l’exercice 2914 ▲ 


2. «"(" +1 )/ 2 . 

3. nx^-') 2 . 
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4 . n xn'^-'V 2 . 


Correction de I’exercice 2915 ▲ 


1. 

2 . 


3- (a) LU(-i) k C>-ky. 

<w el i 


Correction de I’exercice 2916 ▲ 


1. 

2. Recurrence. Egalite pour n ^ 2 ou les A; 3 a 3 disjoints. 


Correction de l’exercice 2917 ▲ 


3". 


Correction de I’exercice 2918 ▲ 


1. Comme {x\ — 1, . . . ,x p — p} est une partie quelconque de {0, . . . ,n — p}, on a IV = +1 . 

2 . (a) 

(b) 32951280099. 


Correction de l’exercice 2919 ▲ 


1 . Rn = L'LlA-t R k avee /? 0 = 1 . 

2. 1,1,2,5,15,52,203. 


Correction de l’exercice 2923 ▲ 
1. 1,2,5. 

2 - t n = t^tn—k- 


Correction de l’exercice 2924 ▲ 

1 . \u + v| + \u — v| ^ 2|m| et \u + v| + \u — v| ^ 2 |v|. II y a egalite ssi u = ±v. 

2. \zi | + |z2 1 + |z3| + M ^ |zi + Z2 1 + |<4 ~ Zi\ + |^3 + <4| + |Z3 ~~ Zt|, 

|zi — Z2I + |Z3 — Z4I ^ |zi — Z2 H-Z3 — Z4| + |zi — Z2 — Z3 +Z4I ^ |zt +Z3I + |Z2 +Z4I + |zi +Z4I + |Z2 +Z3|. 


Correction de l’exercice 2925 A 
1 . 

2 . si \a\ 7 ^ \b\ : une solution unique, 
si \a\ = \b\ : une droite ou 0. 


Correction de l’exercice 2926 ▲ 
1. 
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2. U \ { 1 }, iR, R\ {1}. 


Correction de l’exercice 2927 ▲ 

u = —u. 


Correction de l’exercice 2929 ▲ 

Les diagonales se coupent en leurs milieux, ont meme longueur, et sont perpendiculaires =$■ carre. 


Correction de l’exercice 2930 A 

1. z G R ou z G — \ + iR. 

2. z € — 1 + iK ou z € iR ou |z + ^ | = 5 

3. z G iM ou I z — i| = \fl. 


Correction de l’exercice 2931 ▲ 

(0 ,a,a + b,a + b + c = 1) forme un losange done l’un des nombres vaut 1 et les deux autres sont opposes 
=> {a,b,c} = {l,i, — i}. 


Correction de l’exercice 2933 A 

z = x + iy =>■ cercles (± i, y/2) (laborieux). 


Correction de l’exercice 2934 ▲ 

j {b—a)z+ab—ab 

z ~ b^a ‘ 


Correction de l’exercice 2935 A 

d = orthocentre de abc. 


Correction de l’exercice 2937 ▲ 

a(cc— bb)+b(aa— cc)+c(bb— ad) 

a(c—b)+b(d—c)-\-c(b—a) 


Correction de l’exercice 2938 ▲ 

1. zGi«-3a:sltq« = av. 

G M. 4^ cc — j^p ■t = /' u — - . 

2 . 

3. II manque seulement les deux poles. 


Correction de l’exercice 2939 ▲ 

1. z = — icotan^. 

2. 6 | n =$■ z = j ou j 2 . Sinon, pas de solution. 

3. z = exp k = 0, 1,3,4. 

4. z = — 1 ou z = exp 1 < k < n. 

5. x = tan ( a+ ^ k7C )- 

6 . 
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7. z = ±i, ±i(2± \/3). 


Correction de l’exercice 2940 ▲ 

1. Developper. S = 2n. 

2 1 — (1+0))" l+( 2 cos(jr/n))" 

' l-a>-co 2 — 1-ffl-a) 2 


Correction de l’exercice 2941 ▲ 

1. £ = n si p ^ 0(mod7j), 0 sinon. 

v— P(x) 

z. — LxeU„ 


Correction de l’exercice 2942 ▲ 

n impair => |Z| 2 = n, 
n pair |Z| 2 = n(\ + (— l)"/ 2 ). 


Correction de l’exercice 2943 ▲ 

1. u + v = — 1, u 2 = u + 2v = — 2 — u. 

2. E = Im(w) = 


Correction de l’exercice 2944 A 

2(;r+»+l) 

3«(«+l) 


Correction de l’exercice 2945 A 

Cercle circonscrit => ssi |z| = 1. 


Correction de l’exercice 2946 ▲ 

z\ = —Z 2 = 3 - 2 i, Z 3 = —Z4 = 1 — i. 


Correction de l’exercice 2947 ▲ 

z = 1 ± 2/, z = -4 ± 2i. 


Correction de l’exercice 2948 ▲ 

m = 2/. 


Correction de l’exercice 2949 ▲ 

1. 

2. a = 0 ou /3 = m 2 , f ^ 


Correction de l’exercice 2950 ▲ 

1. 

2. Elever au carre : |a| 2 + |j8 1 2 + 2 |aj3| = |m — )J,\ 2 + |m + /i| 2 +2 |m 2 — ju 2 |. 

'-V-' ' v ' ' v ' 

\n\ 2 2|m| 2 +2|ju| 2 |a-/3| 2 /4 
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Correction de l’exercice 2951 ▲ 

1. 

2"+2cos(;!7r/3) 

3 


2. 

2” cos(n7T /3). 


3. 

(2 cos | )"cos 

n0 

2 ■ 

4. 

(2 cos f )" sin 

(n+2)0 
2 ‘ 

5. 

(2 COS 1)" cos 

(<■+$)• 


Correction de I’exercice 2952 ▲ 


1. 


2 . 


(2/1+1 )0 
2 


^ sin ® — s 


2 sin 2 ® 


si 0 ^ 0(mod27r). 


3 sin(«0/2) sin ((«+ 1)0/2^ sin(3n0/2) sin (3 (n+ 1)0/2^ 


4sin(0/2) 


4sin(30/2) 


Correction de l’exercice 2953 ▲ 

x = — y = ±=^(mod27r). 


Correction de l’exercice 2954 ▲ 

1. =3/2. 

2. 32cos 6 (0) = cos60 + 6cos40 + 15cos20 + 10 =>■ £ = 

3 v - 

■2- ■ 


Correction de l’exercice 2955 ▲ 

x = O(mod^), x ^ f (mod7i). 


Correction de l’exercice 2956 ▲ 

\ [{x + e ia ) n + (x + <? _ '“)"^ = 0 = cotan ^ (2A '+ 1 ) ?r j sin a — cos a. 


Correction de l’exercice 2957 ▲ 


£ u—u 1 | u—u 1 


u — u 
-1 

~-2 + 


-2 + ,A 

u—u 


u—u 

-1 


+ ■■• + 


, 2 "_ 


-3 -1 

-U J | U—U 

-u~ 4 ' i/8 — — 8 


, c_ _ sin ((2" — l)©) 

h 2 "-w- 2" “ sin(2"0) 


I 


Correction de l’exercice 2958 ▲ 


tan(n3f) 


C, 1 , tanx— C 3 tan 3 x ■ • ■ ■ 
CjJ—C 2 tan 2 ;«:+■■■ 


Correction de l’exercice 2959 ▲ 

z = =>■ n = tan f pour 0 ^ 7r(mod27z;). 
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Correction de l’exercice 2960 ▲ 

1. Commutative, associative, 0 = elt neutre, tout elt / 1 est regulier, seul 0 est symetrisable. 

2. Tout elt est symetrisable et x~ x = ^ry. 


Correction de l’exercice 2961 ▲ 

3b£Etqa*b*a = a. Alors b * a est neutre a droite et a*b est neutre a gauche. 


Correction de l’exercice 2962 ▲ 

1. Associative, commutative, {e} = element neutre, A est symetrisable <^=^- A = {a} avec a symetrisable. 

2. Oui. 


Correction de l’exercice 2963 ▲ 

1. Non commutative, associative, (1,0) = elt neutre, 
(a,b) est regulier -<=> a ^ 0. 

(a,b) est inversible a = ±1. 

2 . 

3. 

4. 


Correction de l’exercice 2966 ▲ 

1. Non, a n’est pas regulier. 

2. Oui, G « Z/3Z. 

3. Non, il n’y a pas d’element neutre. 


Correction de l’exercice 2981 ▲ 

1 . x i — y ax, 

2. x ' y 0. 

3. x i->- 1. 


Correction de l’exercice 2996 ▲ 

1 . 

2. Soit x £ G : 3 u,v € Ztq ua + vb = !=>.* = (x lia )(x vb ). 


Correction de l’exercice 3003 A 

Soir {e\,. . . . e p } une partie generatrice de cardinal minimal. Alors les 2 P elements e"' ] . . . e", 1 ' avec a,- e {0,1} 
sont distincts (sinon un des e\ appartient au groupe engendre par les autres) done n ^ 2 P . 


Correction de l’exercice 3004 ▲ 

Si a € G est d’ordre infini alors il engendre un sous-groupe isomorphe a Z, qui a une infinite de sous-groupes ; 
e’est exclu. Done tous les sous-groupes monogenes de G sont finis, et G est la reunion de ces sous-groupes. 


Correction de l’exercice 3007 ▲ 
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1 . 


2. A est integre car {0} est premier et si a G A \ {0} alors axoG ( a 2 ) qui est premier done a 2 divise a d’oii 
a est inversible. 


Correction de l’exercice 3010 A 

1 . 

2 . 1 . 

3. x + y = {x +y) 2 = x 2 + y 2 +xy +yx = x + y+xy +yx => xy + yx = 0. 
Pour y = 1:jc + jc = 0=>1 = — 1. 

Pour y quelconque : xy = — yx = yx. 

4. Antisymetrie : si x = ay, alors xy = ay 2 = ay = x. 

Done (x < y) et (y ^ x) => xy = x = y. 


Correction de 1’exercice 3012 ▲ 

Si (1 —ab)c = 1 = c(l — ab ) alors abc = c— 1 = cab done babca = bca — ba = bcaba soit ba{ 1 +bca) = bca = 
(1 + bca)ba done 1 + bca est inverse de 1 — ba. 


Correction de 1’exercice 3013 A 

1 . 

2 . 

3. Remarque : la reciproque fausse : A = Z[X], I = ( X ), J = (X +4). 

4. 114Z. 


Correction de 1’exercice 3022 ▲ 

f(x i,...,x n ) =a 1 x 1 -l \-a n x n . 

f est multiplicative sur la base canonique =>- a,aj = 0 pour i ^ j. 
/( 1, . . . , 1) = 1 =£■ un des a,- vaut 1, et les autres 0. 
conclusion : / = fct coordonnee. 


Correction de 1’exercice 3023 A 

1 . 

2. idem 3022 : les projections + la valeur de stationnement. 

3. 


Correction de 1’exercice 3024 ▲ 

1. ±l,±i. 

2. On a : 1 +i = 0 X 2 + (1 + i) = 1 x 2 + (j — 1). 

3. 


Correction de 1’exercice 3026 A 

K = {0, l,a,b} et { 1 , Z?} est un groupe multiplicatif b = a 2 , a 3 = 1. 
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1 

0 
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a 

a 

n 

n 2 

1 

a 

a 

a 2 

0 

1 

a 2 

a 2 

1 

a 

a 2 

n 2 

<2 

1 

0 






Correction de l’exercice 3042 ▲ 

Soit A non vide et minoree, et B = {minorants de A}. 

B n’est pas vide et est majoree par A done /J = sup(Z?) existe. 
Soit a£A:Vb£B,b^a done /3 ^ a. 

Par consequent, /3 minore A, done /3 = max(Z?). 


Correction de l’exercice 3043 A 

1 . 

2 . 

3. 

4. Si (a,b) majore A, alors (a,b) S> (±^, done (ci,b) (0, x/2). 

Reciproque : si x 2 +y 2 < 1, alors ( x+y ) 2 + (x — y) 2 < 2, done y±x ^ y/l, et (x,y) <C (0, a/2). 
Finalement, sup(A) = (0,v^2)- 


Correction de l’exercice 3057 ▲ 

1. a = 33, b = -200. 

2 . 


Correction de l’exercice 3060 A 

1 . Recurrence sur n. 

2. Si a > n, alors a = b + 1 avec b > n, done f(b) ^ n, done f(f(b)) ^ /(a). Contradiction. 

3. 


Correction de l’exercice 3065 ▲ 

1. a = bq + r =>'£ = < 7 + <?H h^+(^+l)H P (<? + 1) = + r = a. 

' ' ' v ' 

b—r r 

2 . 


Correction de l’exercice 3066 A 

Supposons d’abord | r — x/^| ^ • Celaimplique |r| ^ -y/a + 1. 

Majorons r 2 — a| : 

| r 2 — tar | = \r — v^l X |r + ^ | r — x (M + V^) ^ |r — a/«| X (2\/a + l) 

Minorons |r 2 — a\, en posant r = a = 



La derniere inegalite provient que le numerateur /?/; 2 


mq 2 n’est pas nul (sinon serait rationnel). 
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On deduit de ces deux majorations : 


1 

nq 2 


^ \r 2 — a\ ^ \r — y/a\ X (2y/a + l) 


Et done : 

„ 1 1 

K— V«l > 7X r , 

n(2y/a + 1 ) q- 

Cette inegalite est aussi clairement verifier si r — ^/a > 

La constante C = i- , , , convient. 

n(2y/a+ 1) 


Correction de l’exercice 3067 A 

\k + y/y = \fa + \/b x+y + 2^/xy = a + Z? + 4xy — 4v / 5xy = (x + y — a) 2 . 

=> : toy = r 2 => Vb{\ - y) =x+y-a => r = | et.r+y = a =>■ (.r-y) 2 = a 2 -b. 
<= : a 2 -b = u 2 . On prendx = ^ et y = ^ =>• x+y + 2^xy = a + y/b. 


Correction de l’exercice 3068 A 

1. u n = \((a + 2b)+2(a-b)(-\) n ). 

2 . 

3. v n = A x juki)". 

4. 


Correction de l’exercice 3069 ▲ 

1. «„ = ^-n + |(l-(-l)"). 

2. n„ = + a j" + ^ 7 2 "- 


Correction de l’exercice 3070 A 

2 u„ = n 0 + v 0 + (-5)” (m 0 -v 0 ), 2v„ = n 0 + v 0 - (-5)" («o - v 0 ). 


Correction de l’exercice 3071 ▲ 

1- uP =Z k p=0 C p k (-l) k - p u n+p . 

2 . 


Correction de l’exercice 3072 ▲ 


1. 

2. 6r„ = (3 + x/6)(5 + 2x/6) M +(3-x/6)(5-2k6)". 


Correction de l’exercice 3076 A 

1 . (ab)o(cd). 

2 . 


Correction de l’exercice 3077 ▲ 
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1. (1 2) o (i j). 

2 . 


Correction de l’exercice 3078 A 

e(<y) = ( -i) n + c +f . 


Correction de l’exercice 3082 A 

Compter les inversions ou recurrence : e(a) = (— 


Correction de l’exercice 3084 A 

Les puissances de a. 


Correction de l’exercice 3085 ▲ 

Conjugaison : T = (1 2 3 4 5) x o (67 89 10)^, 

ou t = (1 6) o (2 7) o (3 8) o (4 9) o (5 10) o (1 2 3 4 5) x o (6 7 8 9 10)L 

=>- 50 elements. 


Correction de l’exercice 3087 A 
30. 


Correction de l’exercice 3089 ▲ 


C| 6 x 


2 C| 3 x 


2 ! 


2Co n s 5!C? 2 x5!C£ 
— ^ x4!Cf 7 x ^ ^ 


10372722765 601 996 800000. 


Correction de 1’exercice 3095 ▲ 


7 7 7 7 7 7 7 7? 

7 4 = l(mod 10), 7 2 = l(nrod4) et 7 ?7 est impair done 7 ?7 = 7 = 3(mod4) et 7 7? = 7 3 = 3(mod 10). 


Correction de l’exercice 3096 ▲ 
1 . 

2. x = 1 , y = 1 ou x = 2, y = 3. 


Correction de l’exercice 3098 A 

reste= 2. 


Correction de l’exercice 3102 ▲ 

n 2 + 3n + 5 = (n — 59) 2 — 88(mod 121). 

Si 121 divise » 2 + 3n 4- 5, alors 11 | n — 59 =>• contradiction. 


Correction de l’exercice 3105 ▲ 

^ = ;y(mod4). 


Correction de l’exercice 3106 ▲ 


1. 

2. Recurrence : a 4x 10 " +1 - 1 = ( a 4x 1qA - 1 ) (« 4x 10 * x9 + • • • + « 4x 10 * x0 ). 
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3. x = 123 4 5 6 7 8 9 800000001 / 3 . 


Correction de l’exercice 3107 ▲ 

56786730 = 2x3x5x7x11x 13x31 x61. Pour tous ces facteurs premiers, on a (p(p ) | 60. 


Correction de l’exercice 3108 A 

L’ordre de 2 dans (Z/gZ)* divise p done est egal a p et cet ordre divise <p{q) = q — 1. 


Correction de l’exercice 3111 ▲ 

(a + b) Am = d. 


Correction de l’exercice 3112 ▲ 

= \a — b\(a Ab) 1 2 ou 3|a — b\(a Ab) 2 . 


Correction de l’exercice 3113 ▲ 


8 (n 3 +n) = (2/z + l)(4« 2 


2n + 5) — 5 =$■ d = (2 n + 1) A 5 =>■ 


si n = 2(mod5), 
si n ^ 2(mod5), 


d = 5 
d= 1. 


Correction de l’exercice 3114 ▲ 

(15n 2 + 8/7 + 6) A (30/7“ + 21/7 + 13) = 1. 


Correction de l’exercice 3115 ▲ 

{a,b} G {{50, 600}, {150, 200}}. 


Correction de l’exercice 3116 ▲ 


{a,b} € {{1, 192}, {3, 32}, {7, 126}, {14, 63}}. 


Correction de l’exercice 3117 ▲ 

{x,j} = {147,252}. 


Correction de l’exercice 3118 ▲ 

x = 14 k, y = 15C 


Correction de l’exercice 3119 ▲ 

x impair, y = 2 — x. 


Correction de l’exercice 3120 ▲ 

x = 1 ou y = 1. 


Correction de l’exercice 3121 ▲ 

(300,150), (150,100), (100,75), (75,60), (60,50). 


Correction de l’exercice 3122 ▲ 

1. a m - 1 | (a*" 1 - l)a r = a n - ci r . 

2. AA(AQ + R)=A A R. Algorithme d’Euclide sur les exposants de a. 
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3. ssi m I n. 


Correction de l’exercice 3124 ▲ 

1 . 

2 . 

3. x=l + l lit, y = -l+7Jfc. 


Correction de l’exercice 3125 ▲ 

1. x = 61-l\k, y = -89 + 95 k. 

2. x = 24 + 53&, y = 9 + 29k. 

3. x = —49 + 20/: — 5m, y = 49 — 20k + 4m, z = —7 + 3C 


Correction de l’exercice 3127 ▲ 

1. x = 7422(mod 13860). 

2. x = 7 (mod 60). 


Correction de l’exercice 3128 ▲ 

785. 


Correction de l’exercice 3130 A 

a.b.c 2 a 2 premiers entre eux. 


Correction de l’exercice 3131 ▲ 

Decomposer en facteurs premiers. 


Correction de l’exercice 3134 ▲ 

Recurrence. 


Correction de l’exercice 3135 ▲ 

On suppose a, r entiers superieurs ou egaux a 2. 

a — 1 | a r — 1 done a = 2. Si r = pq alors 2 P — 1 | 2 r — 1 done r est premier. 
La reciproque est fausse, 2 11 — 1 = 23 x 89. 


Correction de l’exercice 3136 A 
1 . 

2. Mu =23 x89. 

3. 

4. 


Correction de l’exercice 3140 ▲ 

1. (— l)^ 1 )/ 2 3 = l(modp). 

2 . 

3. 
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4 . 


Correction de l’exercice 3142 ▲ 

498 . 


Correction de l’exercice 3143 ▲ 

H n t tin ' ! Iii! - \ ■ 


Correction de l’exercice 3144 ▲ 

It i 

2 • 


Correction de l’exercice 3145 A 

Si p £ P : 3 n £ Z tel que ^ £ A avec n/\p = 1 . 

Alors pour tous jc, y G Z, on a '' A ^ p - Y £ A, done ^Z C A. 


Correction de l’exercice 3147 ▲ 


1. Si x n — p q ^ 0 : ^ p q < , => x n+ \ — ^ q q et 0 ^ k n p 

strictement decroissante. 

2. Car x n +\ = | ^ < y-ry — 

3. > n p -i(n p -i - 1) =4- — ^ + ^ < „ ^-l- 


ftp— l 1 ^ ftp—2(ftp—2 1) G n p _- 3” -- 1 2 A 

Finalement, .r < =4 «q = ^o- 

(cf. INA opt. 1977) 


, etc. 


q < p. Done la suite des numerateurs est 


Correction de l’exercice 3148 ▲ 


1. Pour x = on peut prendre : m = qc — pd, et n = pb — qa. 

2. (m,n) est unique a un facteur pres. 

o ma+nc a n(bc—ad) . c ma+nc m(bc—ad) 

‘ mb+nd b b(mb+nd )’ 1 d mb+nd d(mb+nd)' 


Correction de l’exercice 3149 ▲ 

1. x = 

2. x= l 

3. Pas de solution. 


Correction de l’exercice 3150 ▲ 

1 . x y =y x O yy = yy (formes irreductibles) 
pP'q = p'P<i' 
q p'q = q lpq' 

Coniine a /\b = 1, on decompose p. p' .q.q' en facteurs premiers =4 le resultat. 

2. ( pq ' = m a n b , p'q = m b n a , m I\n = 1, a <bj =4 d = m a n a , a = n b ~ a et b = m b ~ a . 
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3. m ^ n + 1 done si b — a ^ 2, on a : m b a — n b a = (m — n) (nr a M V n b a 1 )>b — a 

Done b — a = 1 = m — n, a = n, x = ^1 + etv=^l + ^ 

Ces valeurs conviennent. 


Correction de I’exercice 3151 ▲ 


1. x = 25,y = 32. 

2. x = 15 ou 16. 


Correction de l’exercice 3152 ▲ 

1. 6, ±i, ±5. 

2 . 

3. 


Correction de l’exercice 3155 ▲ 

Etudier le meme produit dans Z / riL. 


Correction de l’exercice 3157 ▲ 
1 . 

2. 3. 

3. 

4. 

5. 

6. IT, in. 


Correction de l’exercice 3160 A 

Pour 1 ^ k < p : k\C k p+lc = (p + 1) . . . (p+k) = k\(modp) done C k p+k = l(modp). De plus C k = 0(modp) d’ou 
CpC p+k = Cp(modp 2 ). 

Ensuite (p - 1 ) ! = 2 (p + 1 ) . . . (p + p - 1 ) = 2 (p - 1 ) ! + 2p Yj-Zi ^ 7 ^ (mod p 2 ) = 2 (p - 1 ) ! (^ 1 + p LLi' ( mod P 2 ) 

ou i' designe l’inverse de i modulo p. L’ application x x _1 est une permutation de (Z/pZ)* done £f = / i' = 
p ^ p ~^ ( mod p) = 0(modp), d’ou CpC p p = 2(modp 2 ). 

Enfin YLo C P C k p+ k = 1 + C k p + 2(modp 2 ) = 2* + l (modp 2 ). 


Correction de l’exercice 3161 ▲ 

L’equation caracteristique, X 3 = 4(X 2 +X + 1) admet trois racines distinctes dans Z/11Z : 1,6,8. Done x n est 
de la forme : x n = a + 6 n b + 8"c avec a,b,c G Z/l 1Z. On a 6 10 = 8 10 = l(mod 11), done ( x n ) est periodique de 
periode divisant 10. La plus petite periode est 1 si b = c = 0, 10 sinon car les suites (6") et (8") ont 10 comme 
plus petite periode modulo 11 et l’on a : 8(x„ + i — x n ) — 5(x„ + 2 — x n+ \) = 7-8 n c etl {x n+ 2 — x n+ \) — ( x n+ \ —x n ) = 
l-6 n b. 


Correction de l’exercice 3162 ▲ 

1 . 

2. (a) Le nombre de solutions de l’equation x q = i est inferieur ou egal a q < p — 1. 
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(b) 6 = a 2q — i = (a q — i )(a 2q + a q + \) done a 2q est racine de x 2 +x+ i = 0, de discriminant —3. 

3. II existe x EE Z/ p7L solution de x 2 + x + i =0, et un tel x est d’ordre multiplicatif 3. Par le theoreme de 
Lagrange, on en deduit 3 | p — 1. 


Correction de l’exercice 3163 A 

Regrouper x et n — x. 


Correction de l’exercice 3167 ▲ 

P(X) = -\ + Q{X)x(X-l) n ^(X + \) n \Q{X){X-\) n -2^X n \Q{X-l){X-2) n -2. Soit 2 = A(X ) (X - 
2) n + X n B(X) la division suivant les puissances croissantes de 2 par ( X — 2) n a l’ordre n. On obtient X n \ 
Q(X — 1) — A(X) soit Q(X) =A(X + 1) +X"R(X) et deg(P) < 2n o R = 0. Calcul de A(X) par developpement 
limite : {~£)x k + 0(x n ) done : 


A(X) 


f~n\ (■ -l) k X k 

2"- 1 k ) 2k 


i — n ^ 


Correction de l’exercice 3169 ▲ 

vect(P(X),P(X + 1), . . . ,P(X + «)) contient P, A P, A 2 P, A "P done K n [X\ d’apres le thm des degres etages. 


Correction de l’exercice 3170 ▲ 

Deja il est necessaire que k = n. Supposant ceci realise, la matrice de {Po P/.) dans la base canonique 

de {x 2 + l)”[ x l est equivalente a la matrice de Vandermonde de zo> • • - , z*. Done une CNS est : k = n et zo, ■■■ ,Zk 
sont distincts. 


Correction de l’exercice 3171 A 

1. PoP-X = (PoP-P) + (P-X). 

2. P(z) =z 2 + 3z+1 =^>z = -1,-1, -2±/. 


Correction de l’exercice 3173 ▲ 

Ker<I> = K () [X], Imd> = (X - d)K n _ i [X]. 

Correction de l’exercice 3175 ▲ 

Formule de Taylor : ^ E Z[X], 


Correction de l’exercice 3176 ▲ 

1 . 

2. Appliquerle l)aP(X + /c). 


Correction de l’exercice 3179 ▲ 

{p = a(X 2 + \) + bX + c J P = cos 0 (X 2 — 1 ) + 2X sin 0 

\Q = a'(X 2 + \) + b'X + c' 2 = sin 0 (X 2 — 1 ) — 2X cos 6 . 

P A Q = 1 car ±i ne sont pas racines de P et Q. 


Correction de l’exercice 3180 ▲ 
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degP<2=*-PG {1,X,X + 1}. 


Correction de l’exercice 3181 ▲ 

1. Isomorphisme P \ — >-P(X)+P(X + l). 

2. P' n = nP n _\. 

3. PjX+\) = rLo C nPk (Taylor). 

4. Q n (X)=P n (l-X)=>Q n (X) + Q n (X + l)=2(-l) n X n . 


Correction de l’exercice 3182 ▲ 

1. Bezout generalise. 

2. {{\-X)P' -nP){\-X) n ~ l + (nQ+XQ')X n ~ x = 0. 

3. P(^\ 0) = (n + fc)P«(0) ^P = Z n k Z^C k n+k _ 1 X k . 

4. 


Correction de l’exercice 3184 ▲ 

Q = P + P' + P" + . . . : Q(x) — > +oo lorsque x — > +°°, done il existe a G M tel que Q(a) soit minimal. 
Alors 0 = Q'(oc) = (2(a) — P(a) A> min Q ^ 0. 


Correction de l’exercice 3185 ▲ 

oui ssi P est pair. 


Correction de l’exercice 3186 A 

1. P Q (u) = 2, P[ (w) = u, P n+ 1 (u) = uP n (u) - P„_ i (n). 

2. Uk = 2cos ^ 2<L ^ | 1 ^ 7r ^ , k = 0, . . . ,n — 1. 

3. 


Correction de l’exercice 3187 A 

1. 

2. Trivialement vrai ou trivialement faux selon le choix qu’on a fait en 1. 

3. 

4. Soit Q G (x 2 + 1)[X] et Fg = {F<2i Se(r + 1)"M^. On a Fq = {RQ, R € (x 2 + l)Lx]} de maniere 
evidente, done Fq est stable par la multiplication modulaire par X. 

Soit reciproquement F un sev de (x 2 + I ) nX ^ stable par la multiplication modulaire par X. Si (Pi,--- ,Pk) 
est une famille generatrice de F alors Q = pgcd(Pi , . . . . p . ) G F d’apres la relation de Bezout et la stabilite 
de F done Fq C F et F, G Fg puisque Q divise P; d’ou F C Fg et F = Fq. 


Correction de l’exercice 3188 A 

Tout polynome a coefficients complexes non constant est surjectif sur (x 2 + I ) done P( (x 2 +1 ) * C Ro P = a 
(constante reelle). 

On a par interpolation de Lagrange : P(Q) CQ<=1>P £ Q[X]. 

Montrons que P(Q) = Q <=> P = aX + b avec a G Q*, b G Q : la condition est clairement suffisante. Pour 
prouver qu’elle est necessairc, considerons un polynome eventuel P de degre n ^ 2 tel que P(Q) = Q. On sait 
deja que P est a coefficients rationnels, done on peut Tecrire sous la forme : P = a o+aA+---+a„x avcc a . ^ ^ 
a n ^0etd<E |||*. Soit n un nombre premier ne divisant ni a n ni d, et v = p/q (forme irreductible) un rationnel 
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tel que P(x) = l/n. On a done : 7t(ctoq" H \-a n p n ) = dq n ce qui implique que n divise q. II vient alors : 

a n p n = dq n / 71 — aoq" — a n \qp n 1 ce qui est impossible puisque n est facteur du second membre (n A 2) 

mais pas du premier (p Aq = 1). 


Correction de l’exercice 3189 A 

Clairement E = 0 si les y< ne sont pas distincts. Si y\, . . . ,y n sont distincts, soit P G E, n = deg (P) et X le 
coefficient dominant de P (P / 0 car les v/ ne sont pas tous nuls). Alors P(X) — >>,■ a pour seule racine x\ done 
P(X) — y { = X(X — Xi)'\ Pour n = 1 on obtient P(X) = yi + X(X — jti) avec X G (x 2 + 1)*. Pour n ^ 2 on obtient 
3^2 — >’i = X{X —x\) n — A(X — X 2 ) n = nXX n ~ l (x2 — jci) + . . . ce qui est impossible done E = 0. 


Correction de l’exercice 3190 ▲ 

1. Recurrence sur Card (S) en mettant le terme de plus bas degre en facteur et en derivant le quotient. 

2. Appliquer la question precedents aux suites (Re(a,)) et (Im(aj)). 


Correction de l’exercice 3191 A 

Soit f(x) = l! 00 , / est strictement decroissante de 0 a — °o sur ] — °°,0[, de +°° a — oo sur chaque inter- 

valle }k,k + \[, 1 ^ k ^ 100 et de +°o a0 sur ] 100, +°o[. Done il existe 1 < a\ < 2 < a 2 < ■ ■ ■ < a 99 < 100 < aioo 
tels que E = {x G M tq f(x) ^ 1} = Ujfc=°i]^Q^]- 

La sonime des longueurs est L = CA — k et ai , . . . , cqoo sont les racines du polynome : 


P(X) = l\(X-k)-l j kYl(X-i)=X m -2X 99 £> + ... 

k= 1 k = 1 i=pk k=\ 


D’ou I™ Ok = 2£^ k et L = k = 5050. 


Correction de l’exercice 3192 ▲ 

Le sens -4= est trivial. Pour le sens =>, il suffit de verifier la propriete lorsque P est irreductible, strictement 
positif sur M + , et le seul cas non trivial est celui oil P est de la forme : P = (X — a) 2 + b 2 avec a > 0, b > 0. 
Dans ce cas, le coefficient de X k dans ( X + 1 ) l P(X) est : C k (a 2 +b 2 ) — 2 aC\~ x +C k ~ 2 , en convenant que Cv 
vaut 0 si l’on n’a pas 0 ^ y ^ x. En mettant ce qui peut l’etre en facteur et en ordonnant le reste suivant les 
puissances de k, on est rammene a montrer que la quantite : 

k 2 {a 2 + b 2 + 2a + 1 ) - k({a 2 + b 2 ) {21 + 3) + 2a(t + 2) + 1 ) + 1 2 {a 2 + b 2 ) 

est strictement positive pour tout k G [[0. t + 2 } si i est choisi convenablement. Or le discriminant par rapport 
a k est equivalent a — 4( 2 (2a + 1) lorsque i tend vers +°o done un tel choix de t est possible. 


Correction de l’exercice 3193 ▲ 

On suppose E fini et on montre que P est constant : il existe a G Z tel que P(a) 7^ 0. Soit N = II P eE p l+v p^ p( - a ' l \ 
Alors pour tout fc G Z, P(a + kN) = P(a) (mod A) (formule de Taylor), done v p {P(ci + kN)) = v p (P(a )) pour 
tous k G Z et p G E. Coniine P{a + kN) est produit d’elements de E, on en deduit que P(a + kN) = ±P(a) pour 
tout k, done P prend une infinite de fois la meme valeur. 


Correction de l’exercice 3194 ▲ 

Prendre pour P„ la partie reguliere du developpement limite a l’ordre n de \/T +x. 


Correction de l’exercice 3195 ▲ 

Analyse : on pose Pj = ciq + ci\X H b a n X" et on considere la fraction rationnelle 


F(X) 


an a 1 ari 

— H 1 1 — 

X X + l X+n 


P(X) 

X(X + 1) ... (X + n) ' 
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Alors f t l =0 t'Pj(t)dt 
soit 


F(/+l) 


ff+ip done P(j + 1) = d+O+Dl et P(k) =0pour ke [[l,n + 1]] \ {; + 1}, 


P(X) 


(j + n + 1 ) ! j— r X —k 

7i k }jii T+i^ 

'-■’-'wFlnf+w. 


Synthese : soit (2 7 le polynome ci-dessus et ciq, . . . ,a n les coefficients de la decomposition en elements simples 
de x(x+t) X (x+n) ~ On doit juste verifier que les a, sont entiers. Calcul : 


fl . = 6jH) 

' (-!)'/!(»-/)! 


(-1)^ 


(i + j)!(/ + n + l)!(y+n+l)! 

(/ + ; + !)! (z!) 2 C/!) 2 (n - /)! (n - ;')! 


= (-i)^q + ;CS+;cj + „ +1 C(n+i) £Z. 


Correction de l’exercice 3198 ▲ 

Tm (p = {P £ E tel que Z — 1 | Z 5 } (Bezout generalise). 
Ker<p = vect(Z 3 +Z 2 +Z). 


Correction de l’exercice 3199 A 

, a(b-X)+P{X-a) 

1 ' fc-fl 

2. cos/70 +Zsinzz0. 


Correction de l’exercice 3200 A 

Z> = A((Z + 2)(Z + 3)(Z + 4)-6). 


Correction de l’exercice 3201 ▲ 

1. Z + l 

2. 1 

3. Z 2 - iX + 1 


Correction de l’exercice 3202 ▲ 

1. 1U =Z + 3, 7V = -Z 3 -3Z 2 +Z + 4 

2. 3Z/ = 2Z 2 -Z + 1, 3Z = — 2Z 2 — Z + 2 


Correction de l’exercice 3203 ▲ 


Substituer j a Z => R = 


'(-l)"-2 

< ((-!)»+! - 1 )(Z + 1) 

.((-i) n + i)z 


si n = 0(mod3) 
si n = l(mod3) 
si n = 2(mod3). 


Correction de l’exercice 3204 ▲ 

n = 0(mod6). 


Correction de l’exercice 3205 ▲ 

1. 
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2 . 

3. Faire le produit. 


Correction de l’exercice 3206 A 

1. (2 50 — 1)X + 2 — 2 50 . 

2. 2 16 (X-V3). 

3. 192 (X — \/2) 2 . 

4. 


Correction de l’exercice 3207 ▲ 

X = fi = — 1 . 


Correction de l’exercice 3208 A 

— 3X 3 +X 2 — X — 1. 


Correction de l’exercice 3209 ▲ 

n = qm + r =>- X" — 1 = X r — 1 (modX" 1 — 1). On applique la methode des divisions euclidiennes entre n et m 
=4> pgcd = X” Am — 1 . 


Correction de l’exercice 3210 ▲ 

1. 

2. Recurrence. 


Correction de l’exercice 3214 ▲ 

1 -5- 

A - 2 n ~ l * 

^ sin(«0) 

2" _1 * 

3. -(-/I)". 


Correction de l’exercice 3215 ▲ 

co lk — 2(o k cos 0 + 1 = (co* — e' 0 )(co* — et n£^(c»*-*) = (-l)"(x"-l). 


Correction de 1’exercice 3217 ▲ 


X 2 " — 2X" cos nO + 1 = (X n -e” w )(X n -e~ nW ). 

Q = 


L n— 1 ykJ(n—\—k)Q\ ( yn— 1 yl„— i(n— 1 

fc=0 A e y \^=0 A e 


-«e 


L /I— 1 vt' 
k=0 A 


y k 

L p = o 


,i(k- 2 p)e 


i \-'2n—2 yk 
+ A 


->«— 1 


•^p—k— n+l ’ 


a i{k- 2 p)e 


yn— 1 y t: sin(A~+ 1 ) 0 . y2n—2 yk sin(2 n—k— 1 ) 8 


— V ' 1 ” 1 Y 

— Lk= o A 


sin0 


i czn-z V' 


sin# 


Correction de l’exercice 3218 ▲ 

Division de proche en proche : Q = X k cos k6. 


Correction de I’exercice 3219 ▲ 


X 2 +X + l I X 2n + pX n + q 


j 2n +pj n +q = 0. 
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Correction de l’exercice 3220 ▲ 

(X + 1)(3X- l)(X 1 2 + 3X + 5). 


Correction de l’exercice 3221 ▲ 

On calcule pgcd(P(X),<2(X)) = X 2 + 5. 

=>■ x\ = i\J 5 et X 2 = —i\/ 5. 

On obtient alors : P(X) = (X 2 + 5)(X 2 — 3X + 1). 

Les deux dernieres racines sont xj = et x\ = 3 ■ 


Correction de l’exercice 3222 ▲ 

P = (X- 2) 2 (X-3) 3 . 


Correction de l’exercice 3223 ▲ 

a = 10/. Racines : /,/,/, ~ 3 '+^5 ; -3>-\/T5 _ 


Correction de l’exercice 3224 ▲ 

A = 0, x = 1. 


Correction de l’exercice 3225 ▲ 

P doit etre divisible par X 2 — X + r, => r 2 — 3r + p + 1 = 2 r 2 — r + q = 0. 

On calcule le pgcd de ces expressions =>- CNS : 4p 2 — 4pq + q 2 + '5p-\-\\q — 1 =0. 


Correction de l’exercice 3226 ▲ 

^„ + 1 (X-l)-(X-n)(x-(«+l)) 
— 1 («+!)! 


Correction de I’exercice 3228 ▲ 


Pourx £ M, on a P(x) = Im((l +xe l9 ) n ). 

Done P{x) = 0 <=> 3 k £ {0, . . . , n — 1 } et A £ 
On obtient Xk = 0 ^ k ^ n — 1 . 

K sin ^ ^ 


. tels que : 1 +xe ,e = Xe lk7l l n . 


Correction de l’exercice 3230 A 

P = a(X —b) a . 


Correction de l’exercice 3231 ▲ 

1. si P{x) = 0, alors P((x — l) 2 ) = P((x+l) 2 ) =0. 

On a toujours |jc| < max{|.r — 1|, \x+ 1 1 } done, s’il y a une racine de module > 1, il n’y a pas de racine 
de module maximal P = 0. 

Or max{ \x— 1 1 , | jc + 1 1 } ^ 1 avec egalite ssi x = 0. Done P = 0 ou P = 1 . 

2. Si x est racine, alors x 2 et (x+\) 2 le sont aussi. 

\x\ = 0 ou 1 |x+ 1| = 0 ou 1 => x £ {0,-1, j,j 2 }. 

r = 0 ou i = - 1 P(l) = 0: exclus. 

Done P = a(X — j) a (X — j 2 )^ . On remplace => P = (X 2 +X + 1)“. 

3. Seule racine possible : 1 P = —(X — l) k . 


356 


Correction de l’exercice 3233 A 

Memes racines avec les memes nrultiplicites. 


Correction de l’exercice 3234 ▲ 

] p _ <t> . ^(zo) _ &(zk) 

X-Zk Zo~Zk n ■ 

2. Les deux membres sont egaux en zo, ■ ■ ■ ,z n - 

3. Decomposer d> sur la base ((X — zo) k )- 
4- Lit e 2lkp / n = 0 pour p < n =>■ OK. 


Correction de l’exercice 3238 A 

x = z+\ avec z 6 +z 5 H fl = 0. 

Autres racines : 2 cos 4^ et 2 cos ^ . 


Correction de l’exercice 3239 ▲ 

1. Soit P(x) = a„ ri/t=i { x ~ x k}- Ona: LLo J^j 2 = “s(a)( x ) = P 'p PP " (*)• 

2. Pour k = l,x = 0, on a : «o «2 ^ 

Pour k quelconque : on applique le cas precedent a P [k ~ 1 ' dont les racines sont encore reelles simples : 

(k-l)\a k -i X ^p^a k+ 1 ^ \(k\a k ) 2 =A ^ 


Correction de l’exercice 3240 ▲ 

<2 = X 2 -3X + 1,P = (X-5±^!^ (X 2 -X + 4). 


Correction de l’exercice 3242 ▲ 

1. p est premier car K est integre. 

On a \ p = 1, (xy) p =x p y p (un coips est conrmutatif) et {x+y) p = x p +y p + Y? k =\ C k p x k y p ~ k =x p +y p car 
p divise C k si 1 ^ k ^ p — 1 . 

2. Remarquer que P' = 0^PeK[X p ]. 

On suppose a surjectif. Soit P(X) = Q(X P ) = eta H \-a k X kp un polynome non constant a derivee nulle. 

II existe bo,... ,b k tels que b k = a,-. Alors P(X) = Q(X) P est reductible. 

On suppose que tout polynome irreductible a une derivee non nulle. Soit a E K et P(X) = X p — a. P' = 0 
done P est reductible. Soit Q un facteur unitaire irreductible de X p — a. Alors Q p et X p — a ont Q en facteur 
comnrun done leur pgcd, D, est non constant. Mais Q p et X p — a appartiennent a K\X P ] done D, obtenu 
par 1’algorithme d’Euclide aussi, d’ou D = X p — a et X p — a divise Q p . Par unicite de la decomposition 
de Q p en facteurs irreductibles, il existe r e 1 1 1 tel que X p — a = Q r . Par examen du degre on a r = p done 
deg Q=\,Q=X — bet finalenrent b p = a. 


Correction de l’exercice 3243 A 

V (a) est pair si et seulement si P(a ) et P^ n \a) ont meme signe, de meme pour P(/3). Conrme P^ n> (a) = 
pW(/ 3) on en deduit que V{a) — V(f5) est pair si et seulement si P(cc) et P(/3) ont meme signe, done si et 
seulement si P a un nonrbre pair de racines dans [a, /}]. 

Decroissance de V : V est constant sur tout intervalle ne contenant aucune racine dc P.P' P { "~ 1 J . Conside- 

rons jco G [a,j 8 [ tel que P i - k \x o) / 0, P { - k+x \x o) = • • • = P {t '~ v Hxo) = 0 et P {i \xo) 7 ^ 0. Alors pour x proche de 
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xo avec x > xo, P^ k \x) a meme signe que P tyk \x o) et pi k+l \x), . . . , P (f:> (x) ont meme signe que P (l \x o) done 
les nombres de changements de signe dans les sous-suites (P^ k \x),. . . . P' r, (x)) et [P { - k \x o), . . .,P {l \x o)) sont 
egaux. De meme si P(jco) = • • • = P ( '~P(jco) = 0 et P {k i(x o) / 0. Ceci prouve que V(xq) = V{xo) pour tout 
xo G [a,j8[. 

On considere a present xo E ]a,j3] tel que P lk, (xo) ^ 0, P^ +1 )(x o) = ■ ■ ■ = p( £_1 )(jco) = 0 et P [l \xo) / 0. Alors 
pour x proche de xo avec x < xo la sous-suite (pW(x), . . . ,P^\x)) a £ — k — 1 changements de signe si pi k \x o) 
et P^\x o) ont meme signe, l — k changements de signe sinon tandis que la sous-suite (P (k> (xo), . . . . P' /: '(xo)) 
en a un ou zero. De meme, si P(x o) = ■ ■ ■ = P (( ~')(xo) = 0 et P [ - f \x o) / 0 on trouve i changements de signe 
pour (P(x), . . . ,P (/ *(x)) et zero pour (P(xo), . ■ ■ o)) done dans tous les cas V(xq ) ^ V(xo). Ceci acheve 

la demonstration. 


Correction de l’exercice 3244 ▲ 

Pour z E U, on a Q(z) = 0 P(z)/z d P{z) = —co. Comrne P(z) = P(z), les deux membres ont meme module 
pour tout z E U, il faut et il suffit done que les arguments soient egaux modulo 2k. Pour a E (x 2 3 + 1) avec |a| < 1, 
une determination continue de Arg(V e — a) augmente de 2n lorsque 6 varie de 0 a 2n done, vu l’hypothese sur 
les racines de P, une determination continue de Arg(P(z) /z d P(z) ) augmente de 2nd lorsque 6 varie de 0 a 2k. 
Une telle determination prend done au moins d fois une valeur congrue a Arg(— co) modulo 2k, ce qui prouve 
que Q admet au moins d racines distinctes dans ILJ. 


Correction de l’exercice 3245 ▲ 

f(2kK/n) 0 f((2k 1 )7r/n) pour k E 2d done f admet 2n racmes dans [0,2 tt[. En posant z — (d x , z! 1 fix ) est 

un polynome en z de degre 2n ayant 2 n racines sur le cercle unite ; il n’en n’a pas ailleurs. 


Correction de l’exercice 3246 A 

( X 2 -X + 1)(X 2 +X + 1)(X 2 -XV3 + 1)(X 2 + XV3 + 1 ). 


Correction de l’exercice 3247 A 

Racines : a = 2 + \J ^ +1 + i \J 1 , a , /3 = 2 — \J ^ +1 — i \J v ^~ 1 , / 3 . 

Factorisation de P sur M : P = (X 2 — 2Re(a)X + |a| 2 )(X 2 — 2Re(j3)X + |/3| 2 ) et les facteurs sont irrationnels. 


Correction de l’exercice 3248 ▲ 

1. P=|<2 + /R| 2 . 

2. Factoriser P. 

3. Avec Maple : P = —QQ avec Q = 65X 2 + (49/ — 67)X + (42 + 1 1/) et Q est irreductible sur Q[i]. Done 

65 

si P = A 2 + B 2 = (A + iB) (A — iB) avec A , B polynomes a coefficients entiers alors, quitte a changer B en 
—B, il existe X E Q[i] tel que : A + iB = XQ et A — iB = XQ d’oii : 

2A = 65 (A +X)X 2 + ((49/ - 67)A - (49/ + 67)A)X + ((42 + 1 1/)A + (42 - 11/)A) 

2 iB = 65 (A - A )X 2 + ((49/ - 67)A + (49/ + 67) A)X + ((42 + 1 1/)A - (42 - 1 1/)A) 

AA =65. 

En particulier 65A E Z[/], ecrivons A = avec v E Z : 


A = uX 2 - 
B = vX 2 + 


67m + 49v 
65 

49 u — 67 v 
65 


X + 
X + 


42n — 1 lv 
65 

1 ln + 42v 
65 


ir + v 2 = 65 . 
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67« + 49v est divisible par 65 si et seulement si u = 8v(mod65) et dans ce cas les autres numerateurs 
sont aussi multiples de 65. La condition ir + v 2 = 65 donne alors v = ±1 ,m = ±8 d’oii : 

A = ±(8X 2 — 9X + 5), B = ±(X 2 + 5X + 2). 


Correction de l’exercice 3251 ▲ 

1. Si P = QR alors Q(aj)R(a/) = — I => <2(a,-) = — /?(«,• ) = ±1, done Q + R a n racines, done est nul, et 
P = —Q 2 : contradiction pour x — > 

2. Meme raisonnement : P = Q 2 , done Q 2 — 1 = (Q — l)(Q + 1 ) = (X — a\) . . . (X — a n ). 

On repartit les facteurs entre Q — 1 et Q + 1 : n = 2 p, contradiction. 


Correction de l’exercice 3252 ▲ 

Soit P = QR avec Q = X"> +b ni ^X n '~ 1 + ■ ■ -+b 0 X° et R = X n 2 +c„ 2 _ 1 X" 2 - 1 + • • • + c 0 X°. 

Par hypothese sur ciq = b^co, p divise un et un seul des entiers bo, co ■ Supposons que p divise bo,bi,... ,bk~\ '■ 
alors a k = /j^cofmod /;) done p divise b k . On aboutit a « p divise le coefficient dominant de Q », ce qui est 
absurde. 


Correction de l’exercice 3253 ▲ 

On suppose a / 0 et X p — a = PQ avec P,Q € K[X] unitaires non constants. Soit n = deg(P) e [[l.P-1]] et 
b = (— 1)"P(0) £K.b est le produit de cetraines p-emes de a, done b p = a n . De plus n Ap = 1 ; soit nu+pv = 1 
une relation de Bezout. On a alors b pu = a' m = a 1 ~ p '’ d’oii a = (b u /a v ) p done b u ja v € K est racine de X p — a. 


Correction de l’exercice 3254 ▲ 

3(5 + “ + i + ‘ + ; + 5)=-^ 


Correction de l’exercice 3255 ▲ 


5 

3 ‘ 


Correction de l’exercice 3256 A 

i 

3 ‘ 


Correction de l’exercice 3257 ▲ 

x 1 = — 2x~ + 2x — 1 =4> a 1 + b 1 + c 1 = — ^ 7. 


Correction de l’exercice 3258 ▲ 

{a,b,c} = 


Correction de l’exercice 3259 ▲ 

{x,y,z} = {-1,1,2}. 


Correction de l’exercice 3260 A 

d=\, {a,b,c} = {o,±^j. 


Correction de l’exercice 3262 ▲ 
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1. 50p 3 =21q 2 . 

2. a 2 + b 2 +c 2 = 2c 2 + 1 = —2 p =>■ l’une des racines de l’equation aux carres (— F 3 —2 pY 2 — p 2 Y + q 2 ) doit 

etre — p — CNS 2p + 1 + 8 q 2 = 0. 


Correction de l’exercice 3263 A 

20p 3 +21q 2 = 0. 


Correction de l’exercice 3264 ▲ 


b = 0, c = TTjnfl 2 =>■ racines : — 3x, —x,x, 3x avec x = 



Correction de l’exercice 3265 ▲ 

-P(- 2-X) = X 3 +4X 2 + 7X + 2. 


Correction de l’exercice 3266 A 

X 3 + (2b - a 2 )X 2 + (b 2 - 2 ac)X - c 2 . 


Correction de l’exercice 3267 ▲ 

racine 1 : X = —6. 
racine -1 : A = — 4. 

racine a e U\ {±1} : les autres sont ^ et —A A = 6, a = 1+i /^ . 


Correction de l’exercice 3268 A 

1. Les coefficients de P sont bornes. 

2. P(X 2 ) = (-1 )”P(X)P(-X) => P G Z[X\. 

3. La suite (P) prend un nombre fini de valeurs. 


Correction de l’exercice 3269 ▲ 

Soit y = yx + 8 l’equation de la droite en question. On veut que l’equation x 4 + ax 3 +bx 2 + (c — y)x+ (d — 8)= 0 
ait quatre racines distinctes en progression arithmetique. Si r est la raison de cette progression alors les racines 
sont — | — |r, — | — \r, — | + \r et — | + |r. On doit done chercher a quelle condition sur a,b,c,d il existe 
7, 8,r reels tels que : 


a 3 

4~2 r 
a 3 

2, r 


a 3 
4~2 r 


/ a 

1 \ 

f a 

3 \ 

( — - 



+ -r ) 

V 4 

2 ) 

V 4 

2 > 


a 1 \ 

a 1 \ / a 1 \ 

- 4 - 2 r )(-4 + 2 r ) + '- 

, a 1 \ ( a 1 \ ( a 3 \ 

"*4 — 4 — 2 / V 4 2 / V 4 2 / ~ € ^ 


a 1 
_ 4 _ 2 r 


a 1 
"4 + 2 r 


~l + l')=S-d 


Les deux dernieres equations sont satisfaites a r donne en choisissant convenablement 7 et 8. La premiere 
s’ecrit apres simplifications : |r 2 = ^a 2 +b et la condition demandee est 3 a 2 + 8b > 0. 


Correction de l’exercice 3270 ▲ 


1. 
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2 . 

3. ssi 3G€ K(X) tel que GoF =X => PoF =XQoF. 

F = A FB = 1 => < ^ ° ^ =>- F est homographique. 

I ^ I (Pn *<?«) 


4. F = <j)(X). 


Correction de l’exercice 3272 ▲ 

F = ^.SiP = XQ:lmF = {X}. 

Si P = XQ + f : ImF = (x 2 + 1)\{A}. 
Sinon, ImF = (x 2 + 1). 


Correction de l’exercice 3273 ▲ 

1) G =cste. 

2) F a un seul pole a => F = et G = a + ^ avec degP ^ k. 

3 ) F E (x 2 + l)tx] =► G <E (x 2 + l)tx]. 


Correction de l’exercice 3274 ▲ 


1. 

2. 7J 


Z"+l 

X"-l- 


Correction de l’exercice 3275 ▲ 

1 P(X) _ Fy) _ fW+P( j) 
ew G(i) Q(X)+G(I)- 

2 . 

3. 


Correction de l’exercice 3278 ▲ 

4 = {F tels que degF ^ —k}. 


Correction de l’exercice 3280 A 

1 _ -V 2 | -3/4 . 1/12 1/3 1/3 

(X 2 + 2X + 1)(X 3 — 1) (X + l) 2 X + l X-l X-; X-; 2 

-1/2 | -3/4 ( 1/12 1 2X + 1 

“ (X + l) 2+ X + l + X-1 + 3X 2 +X + 1' 


Correction de l’exercice 3281 ▲ 

i yn (-1 ) A+ '>! 

1 ‘ Lk = 0 k\ ( n-k ) ! ( X+k)P +1 ' 

ry (-1 Yp\ I 1 I \ l^k=o'~p+\P'\ jj Kina A 

2j since \ v (X-e i “)P+ 1 (. X-e-‘ a )P +1 ) (X 2 -2Xcosa+l)P+ 1 

, l7pai I C* +1 p!(-l)7’+ 1 ^X7’+ 1 -*+E, impail C‘ +1 p!(-l)^X7’+ 1 -^ 

■ 3 - (X 2 —2X sha— 1 )p+* 


Correction de l’exercice 3282 ▲ 


361 


1. 1. 

2. 1/4. 

3. 1/2. 


Correction de l’exercice 3283 A 

1 Q'(a) _ 2 2 R'"(a) 

Q(a)(X-a) 2 Q2(a)(X-a) R"(a)(X- a y- 3R" 2 (a)(X-a)' 


Correction de l’exercice 3284 ▲ 

i v n ( (1 +af)" i 2na,— P"(a,-)(l+a?)/P'(a,-) 

^'=1 \P' 2 {ai)(X- ai ) 2 P^a^X-a,-) 

2 . 


Correction de 1’exercice 3285 ▲ 


1. Decomposer 1/P en elements simples, et prendre x -4 oo. 


2. Idem avec X^/P =4 E = 


0 si 0 ^ k < n — 1 

1 si k = n — 1 . 


Correction de I’exercice 3286 ▲ 


1 p/ _ V" P' — V' ! m i 

r — Li= 1 X-X, ^ P - 1 x-Xj- 

2. p'(z) = 0 44 E*=i = 0 44 Z = Bar (x,-, ■ 

3. 

4. 


Correction de l’exercice 3288 A 

P(X + l)-P(X) = ^ T -| + ^^P(X) = I-^_+cste. 


Correction de l’exercice 3289 ▲ 

p v^n A v 1_ j n(-y-a.-) 

- A/=l X-fc 7 X-c - A (X-c)n(X-fcp 


oil A 


-n 


c—bj 
c—ai * 


Correction de l’exercice 3290 ▲ 

G = (xp + p'){xp' + p)=xp 2 (x + ^^ + ^y 

y = £ done l es expressions : x + yjy et y + changent de signe entre cij et a ( - + i . 

Cela fait au nroins 2n — 3 racines distinctes (2 n — 2 si 1 n’est pas racine), plus encore une racine pour \ + ^/-// 
entre 0 et a\. 


Correction de l’exercice 3291 A 

P — y n PW done X” — ijm 

Si Ton suppose |P(&)| < y pour tout k e [[0,«]] alors 


xP{x) _ . 

GW “ '• 

Y'i P(k) 

Lk =o n**(*-o 


< 2 n ILo Wjhk) = '■ contradiction. 


Correction de l’exercice 3292 ▲ 
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1 . On suppose P / 0. Soient cq , . . . , a p les racines de P de multiplicites mi,..., m p et n = m\-\ 1- m p = 

2 / / \ 2 


deg(P).Ona^=L^etL 


Ajp 

—rnj 


X-cci 


( X-a,)- 


El 

P 


n(n— 1) 

- (X-a)(X-P) 


(t, 


X~cii 


ou a,/3 sont 

les deux racines de P manquant dans P". Si a,- £ { O' . /3 } alors en comparant les termes en 1/(X — a,) 2 
des membres extremes on trouve m,- = 1. De meme si a,- = a / /3 ou l’inverse. Reste le cas ex, = a = 
qui donne — m,- = n{n — 1) — mj done m,- = zz ce qui contredit l’hypothese “P a deux racines distinctes”. 


2. Soient a,- < a, les deux plus petites racines reelles de P. Si cq est aussi racine de P" alors P et P" 
changent de signe en a, et, en remplaqant au besoin P par —P, P est convexe positif sur ] — °o. a,[ et 
concave negatif sur ] O', . (Xj \ ce qui est absurde. Done a,- E { O' . /3 } . De meme pour la plus grande racine 
reelle de P, ce qui prouve que a et /3 sont reels. En identifiant les elements de premiere espece dans les 
deux decompositions de P'/P on obtient : 


V/E [[!,«]], 



'n(n-l)/(a-p) si a,i = a, 
< n(n — l)/(/3 — a) si ce, = yS , 
0 sinon. 


En particulier pour O', ^ {oc.fi} on a : Y.jXi \ a-a-ft = ^ ce c l u ' signifie que o:, est barycentre des a ; avec 
des coefficients positifs, done appartient a l’enveloppe convexe des a], j / i. II en va de meme sans les 
barres, et done l’ensemble des racines de P n’a pas d’autres points extremaux que a et j8 ; il est inclus 
dans [a,j3] done dans M. 


Correction de l’exercice 3293 ▲ 

1. X 3 - \ = (X 2 + l)(X 3 +X 2 - \) -X 4 (X + l). 

2. F{x) = ln^^^) -arctanx+^j -i. 


Correction de l’exercice 3294 ▲ 

1. 1 = (1— X) 2 (1+2X + 3X 2 H \-nX n ~ x ) + [n + \ )X n — nX n+l . 

rs — ncosnQ+(n+l)cos(n— 1)0— cos0 

wf ' 


Correction de l’exercice 3295 ▲ 

1 . 1 - X 2 = ( 1 - 2X cos e +X 2 ) (1 + 2X cos 6 + • • ■ + 2X n cos nQ) + 2X n+l cos(zz + 1)0- 2X n+2 cos nO. 

ry cosnQ— cos(«+l)0 

Z * _ l-cos0 • 


Correction de l’exercice 3296 ▲ 

1. 

2. Division de 1 par P ^ U = l — 2X +X 2 +X 3 —X 4 , V = -l +X 2 +X 3 +X 4 . 


Correction de l’exercice 3297 A 

F = G. 


Correction de l’exercice 3298 ▲ 
II y a egalite. 


Correction de l’exercice 3299 ▲ 
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L’ intersection contient F. 

Soit u G (F + (G n F')) n (F + (G n G')) : u = a + b = a ' + V avec a, a 1 1 G F, b G G n P' et b’ G G n G'. 
Alors b — b' = a' — a G F n G = F' n G', done b G done b £ F' (1G' C F . 


Correction de l’exercice 3303 A 

CNS^I'Lia/^-1. 


Correction de l’exercice 3305 ▲ 

1. (a) Soit P G R[X] que l’on decompose en P = P\(X 2 ) +XP 2 (X 2 ) . Alors P = (Pi +P 2 )(X 2 ) - (1 - 

A)P 2 (A 2 ) = (1 — X)P\(X 2 ) +X(P\ +P 2 )(X 2 ), ce qui prouve que les deux sommes sont egales a 
M[X], Ces sommes sont facilement directes. 

(b) Cela ne change pas A : les elements de A sont ceux dont les parties paire et impaire sont opposees 
(au facteur X pres), independament du fait (vrai) que ces parties sont des polynomes. 

2. Soit / un isomorphisme de E\ sur P 2 et F = {x — f{x) tq x G Pi}. Alors E = Pi ©P = P 2 ©P. 


Correction de l’exercice 3310 A 

1 . u = (u-gof(u))+gof{u). 

2. /(Img) C Imf. 

f = (fog)of^>lmfClm{fog)=f(lmg). 


Correction de l’exercice 3312 ▲ 

3. |n| ^ \b\. 


Correction de l’exercice 3315 ▲ 

Non, ils n’ont pas meme dimension si E ^ {0} ouF/ {0}. 


Correction de l’exercice 3316 A 

1. <p(vo w) = (p(v) o w + vo <p(w). 

2. Par recun-ence 9 " (vow) = T!k=o^'n ( P k ( v ) 0 < p"~ k (w ) done si v G c p et w G c q alors vo w G c p+q -\. 


Correction de l’exercice 3317 ▲ 


x’ = 2 y + z 

3/ = -x + z 

3 z' = -x + 3y + z- 


Correction de l’exercice 3318 A 

r = 3, 2a — 3b + 5c = 0, b — 2d — e = 0. 


Correction de l’exercice 3320 A 

3. 7 l H : 


Ax’ = 3x — y — z 

Ay 1 = - x +3 y — z 

At! = —2x — 2 y + 2 z, 
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x - y 
—x + y 
—2x — 2 y. 


z 

z 


sh : 



Correction de l’exercice 3322 ▲ 
codim// = 0 : supplementaire = {0}. 

codim// = p : Soit u e E \ (H U K) : Alors H © Ku et K © Ku ont un supplementaire commun, L, done H et K 
ont un supplementaire commun : LQ KU. 


Correction de l’exercice 3332 ▲ 


2-rg(/ + g) = rg(/)+rg(g) 


flm/nlmg = {Of} 
jlm(/ + g) = lmf + lmg 

^ flm/nlmg = {0 F } 

^ 3ztqf(x)+g(y) = (J + g)(z). 

: Done f(x — z) = g(z — y) = 0. Pour y = 0:1 = (x — z)+z£ Ker/ + Kerg. 

: Soient x = x f + x g et y = y f + % : Alors f(x) + g(y) = f(x g ) + g(y f ) = (/ + g) (x g +y f ). 


Correction de l’exercice 3335 ▲ 

Inr/ C Kerg => rg/ + rgg © dim is. 

/ + g est surjective =^Im/ + Img = £' => rg / + rgg ^ A\mE. 


Correction de l’exercice 3336 A 

1. dim// + dim/<f = dinr£. 

2. Si H®K / E alors £ n’est pas stable pour o. 


Correction de l’exercice 3342 ▲ 

2- (c) g(x) = z. 


Correction de l’exercice 3343 A 

3.( a )(f + g)(x) = d^f k (x) + gof-\x) = d. 

Pour k = p : f k ~ l (x) = 0, puis pour k = p — 1 : f k ~ 2 (x) = 0, etc, jusqu’a x = 0. 

3. (b) Meme principe sur P equation : (f + g)(x) = y. 

Onobtient : (/ + g) _1 = g _1 o (id-g^ 1 o/ + g~ 2 o/ 2 f(-l ) p ~ l g 1 ~ p of p ~ l ). 


Correction de l’exercice 3348 A 

f(x) = ax + /3 (x)u, /3 e E* . 


Correction de l’exercice 3350 A 

3. dimJf = (dimi?)(dimKer/) = dim <0 , dinr(J^ n/) = (rg/) 2 . 


Correction de l’exercice 3351 A 

(rg«)(rgv). 


Correction de l’exercice 3354 A 
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1 - Vij°Vkf = SjkW- 

2. \jfn est un projecteur non trivial. 

3. Si ^L^kUk = 0- alors en appliquant \f/\ j : Xjii\ = 0 => Xj = 0. 

4. Decomposer g sur la base (<p,/). 


Correction de l’exercice 3355 ▲ 

g = une projection sur Im/ et h = f. 


Correction de l’exercice 3356 ▲ 

On veut Img C Ker / et Kerg D Im/ done g est entierement definie par sa restriction a un supplementaire 
de Im/, application lineaire a valeurs dans Ker/. On en deduit dim F = (codim Im/) (dim Ker/) = (dim Ker/) 2 . 


Correction de l’exercice 3357 ▲ 

Soit p = Alors gop = p, pour tout g E G done p 1 = p, F C Imp et six E Imp, on a p{x) =xd'oii 

g{x) = x pour tout g E G e’est-a-dire x E F. Done F = Im p et dimF = rg(p) = tr(p) (trace d’un projecteur). 


Correction de l’exercice 3359 ▲ 

2. Si A,B E et AB = /, alors pour i / j, V k , ciikbkj = 0. 

Soit an / 0 : alors b\j = 0 pour tout j / i, done an = bu = 1. 

Done chaque colonne de A contient n— 1 fois 0 et une fois 1 . A est inversible A est une matrice de permuta- 
tion. 


Correction de l’exercice 3362 ▲ 


1. 

2 . = 

3. 

4. 


=0 77 + L] 

b(na+b) ' b 1 ' 


(na b} n — b n 

M n = [ + > —U + b n I- 


n pair :fl = 0, ou — — , b = ± 1 
n impair : a = 0, b = 1 . 


Correction de l’exercice 3365 


2 . M- [ = 


A - 1 
0 


-A l BC 

c - 1 


▲ 


Correction de l’exercice 3368 A 

II n’y a pas de solution. 


Correction de I’exercice 3371 ▲ 


1. 


2. Pour i < j, on doit avoir M(I+Ejj) = (/ + Ej j)M - 


(\ 0 


aki = 0 si k i 

a jk = 0 si k^j 


■M = 


0 *\ 
0 

0 

V 
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Correction de l’exercice 3372 ▲ 

(a + trA)trX = tr B. 

Si a (a + trA) / 0 : solution unique : X = A (B — ^qf^A) . 

Si a = 0 : solutions ssi A et B sont proportionnelles. 

Si a + trA = 0 : solutions ssi tr£> = 0 : X = A B + AA. 


Correction de l’exercice 3376 ▲ 


1. 


2. Si A est diagonale : M = 


( 0 

1 

v° 


0 l\ 

0 

1 0 ) 


.Siau^O :M=I-^E ik . 


Correction de l’exercice 3379 ▲ 

2. D~ l =BC~ l A + I p . 


Correction de l’exercice 3380 ▲ 


Avant de commencer la resolution nous allons faire une remarque importante : pour X 
(considere comme une matrice a une seule colonne) alors nous allons calculer 'XX : 


A A 

*2 


un vecteur 


\x n ) 


' XX = (xi,X2,- 


AA 

x 2 


= xj+xl + - 


■+x~. 


\Xn) 


On note ||X|| 2 = ’XX : ||X|| est la norme ou la longueur du vecteur X. De ce calcul on deduit d’une part que 
‘XX ^ 0. Et aussi que r XX ^ 0 si et seulement si X est le vecteur nul. 

1 . Nous allons montrer que I + M est inversible en montrant que si un vecteur X verifie (/ + M)X = 0 alors 
X = 0. 

Nous allons estimer l (MX)(MX) de deux faqons. D’une part c’est un produit de la forme 'YY = |K|| 2 et 
done \MX)(MX)^0. 

D’ autre part : 


\MX)(MX) = t (MX)(-X) car (I + M)X = 0 done MX = - X 
= f X r M(-X) car \AB) = r B f A 
= f X(-M)(-X) car ' M = -M 
= 'X MX 
= t X(-X) 

= -'XX 

=-m \ 2 


Qui est done negatif. 

Seule possibilite ||X|| 2 = 0 done X = 0 (= le vecteur nul) et done / + M inversible. 
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2. (a) CalculonsA 1 . 


A' 1 = ((7-M) x (7+M)- 1 ) 1 = ((7+M) -1 ) 1 x (7-M) -1 = (I + M) x (7-M) -1 

(n’oubliez pas que (AB) -1 = B -1 A -1 ). 

(b) Calculons A. 


A = \(I-M) x (7 + M) -1 ) 
= '((7+M) -1 ) x f (7 — M) 
= ( f (7+M))~V(7-M) 
= (7 + f M)) _1 x (7-M) 
= (7 — M) -1 x (I + M) 


car r (AB) = 'BA 
car '(A” 1 ) = (A ) -1 
car \A+B)=A + ’B 
car ici M = —M 


(c) Montrons que 7 +M et (7 — M) 1 commutent. 

Toutd’abord7+Met7 — M commutent car (7+M)(7 — M) =I—M 2 = (I — M)(l +M). Maintenant 
nous avons le petit resultat suivant : 

Lemme. Si AB = BA alors AB -1 = B -1 A. 

Pour la preuve on ecrit : 

AB = BA^-B -1 (AB)B -1 = B -1 (BA)B -1 =+B -1 A = AB -1 . 

En appliquant ceci a 7 + M et 7 — Mon trouve (7+M) x (7 — M) -1 = (7 — M) -1 x (7 + M) et done 
A- 1 = A. 


Correction de l’exercice 3381 A 

3. X = -A ou X = ^A ou X = A - 7 ou X = — \A - 1. 


Correction de l’exercice 3382 A 

1. J 2 =J. 

2. JM = MJ. 

3. k = rg J. 


Correction de l’exercice 3383 A 

2. u\ lmv = id =+ tr( M | Imv ) = rgv =+ tr(v| Imv ) = fcrgv. 


Correction de l’exercice 3385 ▲ 

Mk =A k Mo + S/ < B avec S \ = 7+A H f- A k ~ l = (I — A k )(I — A)~ l si I — A est inversible. 


Correction de l’exercice 3386 A 

1. A 3 - (A + fj,)A 2 + 1 fiA = 0. 

2. U = V = et la valeur propre est 0, A ou fj,. 


Correction de l’exercice 3389 A 

1. Compacite. 
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2. Si x\ = 0, on pose Y = 


/ a \ 

*2 

\Xn ) 


R(Y) ^ mini flu + 


a i 2 a- 2 H hainA-n aa 2 i 

a ■ x 2 


+R(X o), . . . , +/?(Xq)^ > R(X o) pour a > 0 assez petit. 


3. Si y i > 0, on pose X = Xq + 


(a\ 

0 

Vo J 


AX-RX = Y + a 


(a n ~R\ 
an 

V a n 1 J 


, done pour a > 0 assez petit, R(X) > R. 


4. Inegalite triangulaire. 


Correction de l’exercice 3390 ▲ 


2. La base canonique de E est (Fjj = Ejj — Eji)\ <:,</<:« oil (Ejj) est la base canonique de ,/f/ n (M) : Si M £ E, 
la coordonnee de M suivant F- t j est le coefficient d’indices /. / de M. En particulier, en notant A = (flq), 
la coordonnee de /'(F,/) suivant Fjj est au + ajj, done : 

tr / = Y^ian+ajj) = {n- l)trA. 
ij 


Correction de l’exercice 3392 A 

Soit <p un tel morphisme. Alors pour toute matrice M G GL„(M) on a 0 = p(p(M) = (p(M p ), done 9 s’annule 
sur toute matrice qui est une puissance p-eme. Notons P(i. j.a) la matrice de 1’ operation elcmcntairc L/ «— 
Li + aLp qui est aussi la matrice de 1’ operation elementaire Cj Cj + aC,. Toute matrice M G GL„ (M) peut 
etre transformee, a l’aide de ces seules operations elementaires, en une matrice M' = diag(l, . . . , l,det(M)) 
par une adaptation de l’algorithme de Gauss. Conime P(i. j. a) = P(i,j,a/p) p et det(M) = ±(| det(M)| 1 / p ) p , 
on obtient : (p{M ) = 6 si det(M) > 0 et (p(M) = <p(diag(l, . . . , 1, — 1)) = x si det(M) < 0. Reciproquement, la 
fonction (p ainsi definie est effectivement un morphisme de groupe si et seulement si 2x = 0, soit a' = 6 pour p 
impair, et a G { 6 , < 7 } pour p = 2q. 


Correction de l’exercice 3393 ▲ 


1 . 

/ cc 1 + /3 \ 

2 . X = -2a 1 — 2/3 j . 

Vl + oc [5 J 


Correction de l’exercice 3394 ▲ 


B = 



Correction de l’exercice 3395 ▲ 
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A" = 



Correction de I’exercice 3397 ▲ 


1. 


2 . 


3. 


avec 



'a=±((2n-l)* + (n-l)(-l)*) 
b = \({2n-\) k -{-\) k ). 


2k 2 + k \{4k 3 +6k 2 + 2k)\ 

2k 2 k 2 +k 

1 2k 

0 1 ) 

k 

= (x 2 +y 2 +z 2 ) k ~ l A. 


Correction de l’exercice 3398 ▲ 


, A+(2-n)I 

' n - 1 ‘ 


2 . 


(a— b) (a+(n— 1 )/?) 

/ i -i i 


3. 


fa + (n — 2)b 

V (-*) 

... ± 1 \ 


\(°) 


1 

-1 

1 


4. 


5. 


( 1 

-a 

'«« « 

l + aa 

V o 

-a 

(0) 

1 @ n\ 

1/fll 

(0 )/ 


6. diag(A,)— 1 +Ai +...+a„ (^'). 


(- b ) 

a + (n — 2)b, 


Correction de I’exercice 3399 ▲ 


-l _ 


/ 9 

-36 

30 \ 

/ 55.6 

-277.8 

255.6 \ 

-36 

192 

-180 Lr 1 « 

-277.8 

1446.0 

-1349.2 

\ 30 

-180 

180 / 

V 255.6 

-1349.2 

1269.8 / 


Correction de l’exercice 3400 ▲ 

/I 0 0 0\ 

AT = [ 0 1 0 0 . 

\0 0 0 0 / 


370 


Correction de l’exercice 3401 ▲ 


P = 


( a b 
0 2 a 
0 0 
\0 0 


c 

3a + 2b 
4 a 
0 


\ 


4a + 3b + 2c 
12a + 4b 
8 a 


est inversible pour a ^ 0. 


Correction de I’exercice 3402 A 



Correction de l’exercice 3403 A 

B — I est inversible. 


Correction de l’exercice 3405 A 


oui, P = 


/0 1 0 0 \ 
0 0 10 
0 0 0 1 
\1 0 0 0 / 


Correction de l’exercice 3407 A 

1. 0( J p) = (-x-ir-‘ J p(- r i T ). 

2 . I. 


Correction de l’exercice 3408 A 

Systeme de Cramer ssi m ^ 0, ±2 ; compatible ssi m ^ 2. 


Correction de l’exercice 3409 A 

Systeme de Cramer ssi m^0,±l, =t i ; compatible ssi m / 0, ±z. 


Correction de l’exercice 3410 A 

Systeme de Cramer ssi m / 1 , ±2 i ; compatible ssi m ^ I . 


Correction de l’exercice 3411 A 

Si m / 0, —2 alors systeme de Cramer ; sinon, systeme incompatible. 


Correction de l’exercice 3412 A 

Systeme de Cramer ssi a,b,c sont distincts. Sinon, il y a des solutions ssi d e {a,ft,c}. 


Correction de l’exercice 3413 A 

Systeme compatible ssi 3a + 2b + 2c + d = 0. 


Correction de l’exercice 3414 A 

Systeme de Cramer. 


Correction de l’exercice 3415 A 
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Systeme de Cramer ssi cos a, cos/3, cosy sont distincts. Sinon, il y a des solutions ssi les seconds membres 
correspondants sont egaux. 


Correction de l’exercice 3416 ▲ 

CN d’existence de solution : p + q + r = 0. C’est une CNS si la liste (a, b, c ) comporte au plus un zero. 


Correction de l’exercice 3417 ▲ 

1. Pour eviter d’ avoir a diviser par a on reordonne nos lignes puis on applique la methode du pivot : 

! x + by + az = 1 l, ( x + by + az =1 

x + aby + z = b l 2 <*=>■ < b{a-\)y + (1 -a)z = b - 1 l 2 ^l 2 -l 1 

ax + by + z = 1 l 3 [ b(\ - a)y + (l-n 2 )z = 1 -a l 3 ^l 3 -oL, 

On fait ensuite L 3 -t— L 3 + L 2 pour obtcnir un systeme triangulaire equivalent au systeme initial : 

{ x + by + az =1 

b(a—\)y + (1 —a)z = b — 1 

(2 — a — a 2 )z = b — a 


3 


{ x + by + z = 1 

0 = b - 1 
0 = b - 1 

Si b 7 ^ 1 il n’y a pas de solution. Si a = 1 et b = 1 alors il ne reste plus que l’equationx+y + z = 1. 

On choisit par exemple y,z comme parametres, l’ensemble des solutions est 

{(1 ~y~z,y,z) |y,z<EM}. 

(b) Si a = — 2 alors le systeme triangulaire devient : 

x + by —2 z = 1 

—3 by + 3 z = b — 1 
0 = b + 2 

Done si b 7 ^ —2 il n’y a pas de solution. Si a = — 2 et b = —2 alors le systeme est 

( x — 2y — 2z = 1 

\ 2y + z = — 1 

Si l'on choisit y comme parametre alors il y a une infinite de solutions 

{(-l-2y,y,-l-2y) \ y € M}. 

(c) Enfin si b = 0 alors la deuxieme et troisieme ligne du systeme triangulaire sont : (1 — a)z = — 1 et 
(2 — a — a 2 )z = —a. Done z = y-y~ l = 2 (l e sous-cas Z 7 = 0etn = ln’a pas de solution). Dans 

tous les cas il n’y a pas de solution. 


. Nous allons maintenant discuter de l’existence des solutions. Remarquons d’abord que 2 — a — a 2 = 
— ( a — l)(a + 2). Done si a 7 ^ 1 et a / —2 alors 2 — a — a 2 / 0 done z = („_i J(a+->) - a done trouve 
la valeur de z. La deuxieme ligne du systeme triangulaire est b(a — l)y + (1 — a)z = b — 1 on sait deja 
a — ly^O. Sift/0 alors, en reportant la valeur de z obtenue, on trouve la valeur y = h Puis 

avec la premiere ligne on en deduit aussi x = 1 —by — az. 

Done si a / 1 et a / — 2 et b / 0 alors il existe une unique solution (x,y,z). 

. Il faut maintenant s’occuper des cas particuliers. 

(a) Si a = 1 alors notre systeme triangulaire devient : 
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(d) Conclusion : 

- Si a / 1 et a ^ — 2 et b / 0, c’est un systeme de Cramer : il admet une unique solution. 

- Si a = 1 et b ^ 1 il n’y a pas de solution (le systeme n’est pas compatible). 

- Si a = 1 et ft = 1 il y a une infinite de solutions (qui foment un plan dans M 3 ). 

- Si a = —2 et ft 7^ — 2 il n’y a pas de solution. 

- Si a = —2 et b = — 2 il y a une infinite de solutions (qui foment une droite dans M 3 ). 

- Si b = 0 il n’y a pas de solution. 


Correction de l’exercice 3418 ▲ 

Decomposition en elements simples de F 
solution unique si a / 0. 


x 

2C -(- a 


ITTa + xh a avec F{i ) = F(2) = F(3) = 1 done une 


Correction de I’exercice 3424 ▲ 


r 4 

,r 4 x 3 x 2 

y P(x) dx = 

a— + ft— + c— + ax 
4 3 2 


Notons P(x ) = ax 3 + bx 2 + cx + d un polynome de degre ^ 3. 

1. Tout d’abord calculons l’integrale : 

56 

= 60fl + — b + 6c + 2d. 

2. D’ autre part 

aP( 2) + /3P( 3) + yP(4) = a (8a + 4ft + 2c + d) + /3 (27a + 9ft + 3c + <7) + y(64a + 16ft + 4c + d) . 
Done 

aP(2) + /3P( 3) + yP(4) = (8a + 27/3 + 64y)a + (4a + 9/3 + 16y)ft + (2a + 3/3 + 4y)c + (a + /3 + y)d. 

3. Pour avoir l’egalite Jt P(x) dx = aP(2 ) + /3P(3) + yP( 4) quelque soit les coefficients a,b,c,d il faut et 
il suffit que 

(8a + 27/3 + 64y)a + (4a + 9/3 + 16 y)ft + (2a + 3/3 +4y)c + (a + /3 + y)d = 60 a + — b + 6c + 2d 
ce qui equivaut a 


56 

3 


De faqon suiprenante ce systeme a 3 inconnues et 4 equations a une solution unique : 

1 n 4 1 

“=3’ P = 3’ r= 3' 


a 

+ 

P 

+ 

7 

2 a 

+ 


+ 

4y 

4a 

+ 

9/3 

+ 

16y 

8 a 

+ 

27/3 

+ 

64y 


Correction de l’exercice 3425 ▲ 

2 . 

/3 2 6\ 1 /-I -2 6\ r x = 2 -2 3 6 

4 5 12 =1-4-3 12 ) < y = 2“ 3 3 12 

\2 2 5/ \ 2 2-7/ 1 z = 2 2 3~ 7 . 


Correction de l’exercice 3427 ▲ 

Ils sont egaux. 


Correction de l’exercice 3429 ▲ 
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1. 


\M>h- 


2 . 






Correction de l’exercice 3431 ▲ 

Si rg(A) = n, rg(com(A)) = n. Si rg(A) = n — 1, rg(com(A)) = 1. Si rg(A) ^ n — 2, rg(com(A)) = 0. 


Correction de l’exercice 3434 A 


3. On complete par 


/0 0 1 0 \ 

^0 0 0 1 ) 


=>• base = 



Correction de l’exercice 3435 A 
Developper le produit. 

Un seul coeff. non nul par ligne et colonne, ou une ligne nulle. 


Correction de l’exercice 3436 A 

1. 

2. Si d a b / 0, prendre 


J 1 + tl 

\ d = Z 3 + Z b - 


Correction de l’exercice 3437 A 

Si (a,b,c) est une base, decomposer d. Si a = AZ? + / ic , on obtient 0 = 0. 


Correction de l’exercice 3438 A 

Les deux membres sont n-lineaires alternes. On le verifie sur la base du determinant. 


Correction de l’exercice 3441 A 

2. (b) (I + Ejj) k = I + kEjj. Calculer le pgcd d’une ligne par operations elementaires a l’aide de Bezout. Ce pgcd 
vaut 1 sinonM ^ SL n ( Z). 


Correction de l’exercice 3442 A 

(detA)". 


Correction de l’exercice 3443 A 

27 a 4 = 256 b\ 


Correction de l’exercice 3447 A 

ctrex : A = Z, P( 0) = 0 et P( 2) = 1. 


Correction de l’exercice 3448 A 

On se place dans Z/pZ et on considere J = mo dp). On a J p = I et A = ci^J 0 + . . .a p -\J p ~ l done A p = 

(flo H J/ (car on est en caracteristique p). 

On en deduit det(A) = det(A) p = (a^ -\ f a p-] ) p = a o~\ \~a p - 

Autre methode en restant dans Z : det(A) = e(a)fl 1 , CT(1) . . . a pMp) = ^ ae s p e(a)« CT (i)_i mod P ■ ■ ■ a a {p)- P mod P - 

Notons x(a) = £(a)a CT ( 1 )_ 1 mo dp • ■■ a o( P )- P mod P et c l e cycle (1,2, ... ,p). Alors x(a) = x(c~ k oc oc k ) pour 
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tout k e Z. Le nombre de permutations distinctes que l’on obtient a a fixe en faisant varier k est egal a 1 si a et 
c commutent, et a p sinon, d’apres la relation : Card (orbite) x Card (stabilisateur) = Card (< c >) = p. De plus, 
c et a commutent si et seulement si a e < c > (facile), d’oii det(A) = e ( ck ) a k = «o H \~a p - 1 mod p. 


Correction de l’exercice 3449 ▲ 

det(M) = Y.oes„ e { a ) a \o{i) • • • a no(n )■ Soit a G S n telle que a / a -1 . Alors les termes associes a a et a -1 sont 
egaux car M est symetrique, done la somme de ces deux termes est pa ire. Soit a 6 S n telle que a = a -1 . Alors 
conmie n est impair, il existe i £ [[!,«]] tel que c{i) = i done le terme associe a a est pair. 


Correction de l’exercice 3451 ▲ 

{ 1 sin = 0 ou l(mod4) 

— 1 sinon. 

1. (b — a) 2 {a + b + 2x)(a + b — 2x). 

2. ( a + b + c ) 3 

3. 2 abc(a — b)(b — c)(c — ci) 

4. (a — b)(b — c)(c — a)(ab + ac + bc). 

5. — (a 3 — b 3 ) 2 . 

6. — — oua/p sont les racines de X A — aX + be = 0. 

(n+ 1) (|)" si a = /3. 

7. a n ^ 3 (a — b)[a 2 + cib — 2(n — 2)b 2 ). 

8 . 1 . 

9. aia 2 ...a n (l + ^H 

10 . 0 


12. (— (n — 1)2” -2 


Correction de l’exercice 3452 ▲ 

1. — x(l — x)(2 — x) . . . (n— 1 — x). 

2. (x — a\) . . .(x — a n ){x + a\-\ b a n ). 

3. z(y-z){x-y)...(a-b). 

a V ( a,b,c)V (x,y,z) 

( a+x)...(c+Z ) 


Correction de l’exercice 3453 ▲ 

3.sina — sin y3 — sin(a — j8). 


Correction de 1’exercice 3454 ▲ 


1. Developper. 


2. (a) 


D(a — b,0,c — b) = (a — b) n 


D(a — c,b — c, 0) = (a — c) r 
(b) det((a — b)I + bU) = (a — b) n + nb(a — b)"~ l 


=> D(a,b,c) = c ^- b) "z b h {a - c)n 


Correction de l’exercice 3457 ▲ 


375 


1. M 1 = 


(n 0 ... 0\ 

0 0 n 




=>£> 2 = En-l n". 


0 / 


2 . 

3. n' !/,2 exp (/|(n — 
Avec la notation : e n = 


l)(3n + 2)). 

{ 1 sin = 0 ou 1 (mod4) 
— 1 sinon. 


Correction de l’exercice 3458 ▲ 

Polynomes de Tchebychev =A> D = 2("“ 1 )(”~ 2 )/ 2 V(cos0Ci, . . . ,cosa„). 


Correction de l’exercice 3459 ▲ 


M=(xf ) x (C^V5 _i ' +1 ) =► 

{ 0 si k < n — 1 

„ . , 

£ " C n- \ C n-\ • ■ • C n - 1 ^ (* 1 , ■ • • ,*n)V (y 1 , • ■ • ,?„) si k = H - 1 . 

I 1 sin = 0 ou 1 (mod4) 

Avec la notation : e„ = < 

— 1 sinon. 


Correction de l’exercice 3460 ▲ 

A = x => detA = e„(a„_i(n — 1)!)". Avec la notation : e n 


1 sin = 0 ou 1 (mod 4) 
— 1 sinon. 


Correction de l’exercice 3461 ▲ 

1. 3. 

2. 4. 

3. 2. 

4. 3. 


Correction de l’exercice 3463 A 

rg = 3 si A / 2 et A / —25. 

A = 2 =4>rg = 2 : 1 1L X = 5L 2 + 9L 3 . 

A = -25^ rg = 2 : L { +2L 2 + 9L 3 = 0. 


Correction de l’exercice 3464 ▲ 

rg = 3 si a / | ou b / —3, rg = 2 sinon. 


Correction de l’exercice 3465 ▲ 


rgABC < 2 => x = 13. M = 





1 

13 



Correction de l’exercice 3466 ▲ 

Les colonnes de A engendrent les n — p derniers vecteurs de la base canonique. 


376 


Correction de l’exercice 3467 ▲ 

Echange des lignes i et j. 


Correction de l’exercice 3470 ▲ 


/I 


V * 1 2 3 4 5 

/I 


B = 


V 



?) ^rg(A) 


2 si (xi) et (y’j) ne sont pas constantes 
1 ou 0 sinon. 



>« \ 

2 y n =^rg [B) 


3 si Card (xj) ^ 3 et Card (y / ) ^ 3 
< 2 si min (Card (jc,-), Card (yj)) = 2 
1 ou 0 sinon. 


Correction de 1’exercice 3472 


4. A = 


i 

-1 


A 


Correction de l’exercice 3474 ▲ 


M = Re 



(‘“\ , 




: (i ■ 

e {n-P)it 

) 


\e nW J 




rgM ^ 2. 


Le premier mineur 2x2 vaut — sin - 6 => rgM = 2 si 9 ^ O(mod^). Sinon, rgM = 1. 


Correction de l’exercice 3476 ▲ 

E est un sev et un ideal a gauche de II est isomorphe a 2z?(//,R”) oil H est un supplementaire de Im A 

dans M". dimE = n(n — rg(A)). 


Correction de l’exercice 3479 ▲ 
2 ou 0. 


Correction de l’exercice 3483 A 

1. 

2. B admet r lignes independantes d’indices i \ , . . . , i, et C admet r colonnes independantes d’indices j i , . . . , j,- 
Soient B' et C' les sous matrices carrees associees dans B et C. Alors la sous-matrice de A d’indices 

pour les lignes et pour les colonnes est B'C' , de rang r. Done rg(A) ^ r et l’inegalite 

inverse est bien connue. 

3. Soient r indices tels que les lignes associees dans A sont lineairement independantes, et B G 

(M) la sous-matrice correpondante. Par construction, rg(R) = r. Chaque ligne de A etant combinaison 
lineaire des lignes de B , il existe C E telle que A = BC. Et on a r = nb.lignes(C) ^ rg(C) ^ 

rg(A) = r. 

4. 

5. Comprendre dans cette question que B,C ne sont pas forcement les matrices construites en 2. No- 
tons vect(X) l’espace vectoriel engendre par les colonnes d’une matrice X. De A = BC = ‘C B on tire 
vect(A) C vect(R) et vect(A) C vect('C), et tous ces espaces sont de dimension r, done ils sont egaux. On 
en deduit qu’il existe une matrice P E GL r (R ) telle que B = f CP d’oii CB = C f CP. rg(C'C) = rg(C) = r 
et P est inversible done rg(CR) = r. 
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Correction de l’exercice 3489 ▲ 

/ 1 2 = fogof = fog = f done / est une projection, g idem. 

/ ° g = f => Kerg C Ker / et done, par symetrie, Ker / = Kerg. 

Reciproquement, si /, g sont deux projections de meme direction, alors f o g et f coincident sur la base et la 
direction de g, done sont egales. De meme, go f = g. 


Correction de l’exercice 3490 A 

Direction = Ker / et Base = Img. 


Correction de l’exercice 3491 ▲ 

Direction = Kerp n Kerg et Base = Imp © Img. 


Correction de l’exercice 3492 ▲ 

Si A yH, (id -/)-!= id ©iV- 


Correction de l’exercice 3494 ▲ 


1. 


2x' = x — 2y — z 


2 . 


2 / 


[2z’ 


= —x — z 
= —x — 2 y + z- 


Correction de l’exercice 3495 ▲ 

Si A = 0 e’est evident. 

Sinon, A est un sous-groupe de GL(E) done Ca “ dA est un projecteur et tr(w) = Card (A)rg(n). 


Correction de l’exercice 3496 ▲ 


1. P = 

2. P = 

3. P = 

4. P = 






1 

-1 


-3 0 
0 2 


-2 


,D = 


6 0 
0 2 


Correction de l’exercice 3497 ▲ 



6 

6 \ 



(—2 

-5 

12 

12 ’ 

D 

= 

0 

-3 

9-V57 

9 + V57/ 



1° 


3 -l\ 

(o 

0 

0 

\ 

-2 

4 

0 

,D= ° 

2 

0 


1 

1 

1 } 

Vo 

0 


2 


0 

3-y/57 

2 

0 
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3. P = 


/I -2 + ^3 -2-V3\ /6 0 0 \ 

1 1 1 J , D = Jo \/3 0 

\1 1 — \/3 1+V3 / \0 0 -V3/ 


'-7 5 + 3^5 5 — 3\/5\ /-3 

4. P = \ 11 -4^5 4^5 , D= 0 

2 5 + 5^5 5-5^5/ ^ 0 


0 

5+^5 

2 

0 


0 

0 

5-y/5 


/ 2 1 1\ /-I 0 0\ 

5. P= -5 1 1 , D= 0 -3 0 

\2 -2 1 / \ 0 0 6 / 


/I 1 1\ /l+i 0 0\ 

6. P = / -i 1 , D = 0 1 - / 0 

\0 0 \) \ 0 0 2/ 


/II 1 \ /O 0 0\ 

7. P= 1 -1 0 , D= 0 3 0 
\1 0 -\) \0 0 3/ 


/I 2 l\ /O 0 0\ 

8. P= 1 0 3 , D= 0 0 0 

\0 -1 2 / \0 0 2 / 


/— 4 -1 — 2\ /O 0 0\ 

9. P= -3 -1 -1 , D= 0 -1 0 

\ 4 2 \ ) \0 0 2/ 


/-I 2 3\ /O 0 0\ 

10. P= -1 1 0 , D= 0 2 0 

\ 1 0 2/ \0 0 2/ 


Correction de l’exercice 3498 ▲ 


1. P = 


2. P = 


3. P = 


4. P = 


5. P = 


(-1 


-1 

1 

- 1 \ 



(l 

0 

0 




-1 


1 

3 

3 

, D 


0 

-1 

0 


0 


1 


1 

3 

-3 


0 

0 

3 


0 


V 1 


-1 

1 

1 / 



V 0 

0 

0 


-V 


(1 

1 

1 




f 2 

0 

0 





1 

0 

0 

-1 

, D = 

0 

2 

0 

0 




0 

1 

0 

-1 

0 

0 

2 

0 




\0 

0 

1 

-v 



\0 

0 

0 - 

-v 




(° 

1 

1 

°\ 



l 2 

0 

0 




1 

0 

0 

-1 

, D = 

0 

2 

0 

0 




1 

0 

1 

0 

0 

0 

-2 

0 




\0 

1 

0 

1 ) 



\o 

0 

0 

-v 



(1 

0 

30 


18 N 




5 0 

0 

0 \ 

0 

0 

15 


-99 

, D = 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

21 

99 

0 

0 


4 

0 

\0 

1 

-11 

11 / 



\o 

0 

0 

- 

16/ 


/I 

0 

7 

- 8 \ 


( 2 

0 

0 


3 

1 

12 

9 

T\ 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

» U ~ 

0 

0 

3 

0 

\0 

0 

1 

6 / 


\0 

0 

0 

-1/ 


6. 1 est valeur propre quadruple, non diagonalisable. 


7. 0 est valeur propre quadruple, non diagonalisable. 


379 


8. 0 est vp double, rgA = 2. Autres vp : 


, diagonalisable. 


— 3±3v/l3 
2 


Correction de l’exercice 3499 ▲ 

1. 0 et les racines de 6A 2 — 6 nX — n(n — 1)(2 n — 1) = 0. 

2. sina + sin2a, — sina, — sin2a. 


Correction de l’exercice 3500 ▲ 

1. l'g(A) = 2 =b 0 est valeur propre d’ordre au moins n — 2 .Eq = { a \X\ 4 b a„_ \x n -\ = x„ = 0}. 

vp A / 0 : A 2 — a n A — (a 2 H ba 2 ^) = 0. II y a deux racines distinctes, E \ = vect((«i, . . . ,rz„_ 1 , A)). 

2. A est diagonale. vp = 0 et a n . 


Correction de l’exercice 3501 ▲ 

1. D n = 2cosdD n _ l -D n _ 2 ^D n = 

2. — 2cos 1 ^ k^n. 


Correction de l’exercice 3502 ▲ 

Soit P n (a) le polynome caracteristique de a et Q n (a) celui de la matrice obtenue a partir de A en remplaqant le 
premier 1 par 2. On a les relations de recurrence : 


Pn (a) = (1 -x)Qn-l(x) -Q n ^2(x), Qn (* ) = (2 - x)Q n -\ (a) - Q n -2 (a). 


D’oii pour a ^ {0,4} : 


»M_ (1 -«)(!- « 2 ") 

’ a"(l + a) 


avec x = 2 — a . 

a 


Les valeurs propres de A autres que 0 et 4 sont les reels a* = 2(1 — cos [kn/n)) avec 0 < k < n et 0 est aussi 
valeur propre (somnie des colonnes nulle) done il n’y en a pas d’ autres. 


Correction de l’exercice 3503 ▲ 


/ 1 


n pair : P = 


1 1 
1 -1 


\1 

/I 


n impair : P = 


1 1 
1 

1 -1 


\1 


1 \ 


, D = diag (1,...,!,— 1,..., — 1). 


-v 


1 \ 


, D = diag(l, . . . , 1, — 1, . . . 


- 1 / 


1 ). 


Correction de l’exercice 3504 ▲ 

P = D = diag(l, (0 , . . . , o/ i_1 ) avec co = exp(2in/n). 


380 


Correction de l’exercice 3505 ▲ 


P = 


/II 1 l\ 
1 1 - 1-1 
1 - 11-1 
\1 - 1-1 1 / 


, D = diag (a + b + c + e,a — b — c + e, —a + b — c + e,—a — b + c + e) 


Correction de l’exercice 3506 ▲ 

A = 0 : Eq = \x tq x\ + • • • -\-Xq + • • • +x„ = 0}, 

A = 2min (p,q) : E x = vect^^^O, . . . ,0, l^^l)). 

p p 


Correction de l’exercice 3510 ▲ 



1. M = 


1 -2 

2 2 
6 


\( 0 ) 


( 0 ) \ 

—n(n — 1) 
n 

n{n + 1) j 


Correction de l’exercice 3512 ▲ 

u(X k ) = —kX k + (k — 2n)X k+l => la matrice de u est triangulaire inferieure. Spec (li) = {0, — 1, . . . , — 2n } . 
A = — k : Resoudre l’equation differentielle P = cX k (X — l) 2n ~ k . 


Correction de l’exercice 3513 ▲ 

a 3 :(X-p )(X- y), P 3 : {X - a){X - y), y 3 : (X - a){X - p). 


Correction de l’exercice 3514 ▲ 

A = 1 :P = Q((X- l) 2 ). 

A = -l :P=(X-1)Q((X-1) 2 ). 


Correction de l’exercice 3515 ▲ 

A = 1 :P = aX+b. 


Correction de l’exercice 3516 ▲ 

( 0 —2a — a 2 . . . —a n ^ 

2 —2a (0) 


M = 


3 


—na 

\(0) n+l) 

Kerf = {polynomes constants}, Im/ = {polynomes divisibles parX — a}. 
Valeurs propres : 0,2,3, ... ,n + 1. Pour 2 ^ k ^ n + 1, £& = vect((X —a) k ~ l ). 


Correction de l’exercice 3517 ▲ 

Oui ssi tr(A) / 0 ou A = 0. 
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Correction de l’exercice 3518 ▲ 

1. (-1 ) n (X n -a n X n ~ 1 ai). 

2. Etude de x i->- (x n — a,,*" -1 ci\)/x n . 

3. Inegalite triangulaire. 

4. Expression generate de A k . 


Correction de l’exercice 3520 ▲ 

spec(r) = ] — !,!]. 


Correction de l’exercice 3521 A 

2. 0<A sb 1 : f[x) = Cx x / X ~ l , 


Correction de l’exercice 3522 ▲ 

\/k,k^ 1. 


Correction de l’exercice 3523 ▲ 

A = (nli+kny '■ “W =Csin(V2 + ^)x. 


Correction de 1’exercice 3525 ▲ 


3. P = 



,D=(0 2 -2). 


Correction de l’exercice 3526 ▲ 

1. 1 siC/0, 0siC = 0. 

2. dim(£o) ^n- 1 divise Xm => Zm = (-1)"(X" - (a\ -\ h al)X n ~ l ). 

3. Oui. 


Correction de l’exercice 3527 ▲ 

rgA = 1 done dimKerA = n — I et 0 est valeur propre d’ordre au moins n — 1. La sonime des valeurs propres 
est trA = n done la dreniere valeur propre est n et le sous-espace propre associe est de dimension 1. Done A est 
diagonalisable. 


Correction de l’exercice 3528 ▲ 

p ( x \ 

1. La fonction f n : x i-)- croit strictement de — °o a 1 quand x varie de 0 a +°o. 

2. XA(x) = (-iy(x n -r k =ikx n - k ). 


Correction de l’exercice 3529 ▲ 

Soit M = ( xcyj ) : M est de rang inferieur ou egal a 1, done 0 est valeur propre de M d’ordre au moins n — 1. 

Conmie tr(M) =xiyi H b x„y n , le polynome caracteristique de M est Xm{x) = (— x) n ~ l (x\y\ H bA'„v„ —x), 

et le determinant demande est A„ = Xm{~ 1) = -V j y i H b x n y n + 1. 
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Correction de l’exercice 3530 ▲ 

1. det(M + (/)) est une fonction affine de t. 

2. |A +a\ = A|A +b\ et A =x + iy =>- (1 — k 2 ){x 2 +y 2 ) H =0, equation d’un cercle si |a| ^ \b\. 


Correction de l’exercice 3531 ▲ 

1. a\ . . ,a n + b{Ci 2 ■ ■ Mn + aibjaj, ...a n -\ \-a\ . . ,a n ^\b n . 

2 . 

3. YY ,XA {u -t) = ' +L?=i u '-t change de signe entre deux a,- successifs et dans l’un des intervalles ] — °°,ai[ 
ou ]a n , +°o[ done Xa admet n racines distinctes. 

4. Oui. Supposons par exemple a\ = ■ • • = a p < a p+ \ <•••<«„: La question precedente met en evidence 
n — p racines simples de Xa entre les a t et ±oo, et ct\ est aussi racine d’ordre p — 1 de Xa ■ Or les p 
premieres lignes de A — a\I sont egales done rg(A — a\I) ^ n — p + 1 et dim(Ker(A — a\I)) ^ p — 1 d’ou 
la diagonalisabilite. Le cas oil il y a plusieurs groupes de a, egaux se traite de meme. 


Correction de l’exercice 3532 A 

MX) = l/X), Xc(X 2 )=Xa(X)xa(-X). 


Correction de l’exercice 3535 ▲ 

(a) [b) : thm du rang. 

(c) (d) : immediat. 

(c) =>• (b) : si AX = XB alors pour tout polynome P on a P(A)X = XP(B). 

(c) (b) : prendre U vecteur propre de A, V vecteur propre de l B associes a la meme valeur propre et X = IJ'V . 


Correction de l’exercice 3538 ▲ 

Somme des valeurs propres = n. 


Correction de l’exercice 3540 ▲ 

Soit K = Z//;Z. II faut en fait prouver que pour toute matrice A € -// n ( K ) on a tr(A p ) = tr(A). Remarquer 
qu’on n’a pas forcement A p = A dans .Jt n (K), c’est faux, entre autres, si A est nilpotente d’indice 2. Soit X une 
indeterminee sur K. On a dans l’anneau ,///„{ K\X\) : ( A—XI n ) p =A p —X p I n , d’ou, en prenant les determinants : 
Xap{X p ) = Xa(X) p = Xa{X p ) et on egale les coefficients de X l ' n ~ l ' lp . 


Correction de l’exercice 3541 ▲ 

a = b ou a,b non nuls. 


Correction de l’exercice 3544 ▲ 

1 . 

2. (A — xl) ( A — xl) = (x 2 — 2x + 4)7, Xa (*) = x 2 — 2x + 4. 

3. A = 21 — A done (A — xl) ( (2 — x)I —A) = {x 2 — 2x + 4)7. En prenant pour x une des racines du polynome 
x 2 — 2x + 4, on obtient un polynome scinde a racines simples annulant A. 


Correction de l’exercice 3546 ▲ 
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A est diagonalisable car A 2 = I. E 1 = (chl)/+ (shl)A. 


Correction de l’exercice 3547 A 

Si Imu C Keru alors ir = 0 done 0 est 1’ unique valeur propre de u et u / 0 done u n’est pas diagonalisable. 

Si Im u <f_ Keru alors Im u n Keru = {0} et done Im u + Keru = E. Or Im u et Keru sont des sous-espaces propres 
de u done u est diagonalisable. 


Correction de l’exercice 3549 A 

1. Polynome annulateur simple. 

2. Non, ctrcx = B nilpotent. 


Correction de l’exercice 3550 A 

spec(p) C { — 1,0, 1}. p est diagonalisable si et seulement s’il annule un polynome scinde a racines simples. 


Correction de l’exercice 3551 A 

A est {x 2 + 1 ) -diagonalisable et les valeurs propres sont a > 0 et fi . /3 avec la meme multiplicity 


Correction de l’exercice 3553 A 

A est diagonalisable et a n valeurs propres distinctes, sinon il existerait un polynome annulateur de degre 
inferieur ou egal a n — 1. Ces racines sont les n racines u-emes de 1 et leur somme est nulle. 


Correction de l’exercice 3554 A 

A est (x 2 + 1 ) -diagonalisable (polynome annulateur a racines simples) =4- dim(Ei ) +dim(E_] ) = n. Les dimen- 
sions sont conservees sur M. 


Correction de l’exercice 3556 A 

Soit P un polynome tel que E(A) = 1 et P(p) = 0 pour toutes les autres valeurs propres, /.(, de /. Alors 

PX=P{f)- 


Correction de l’exercice 3557 A 

3. Spec(«jt) C {/,—/} d’apres la relation u 2 = — id^. Si le spectre etait reduit a un element alors Uk serait 
scalaire car diagonalisable, mais ceci est incompatible avec la relation d’ anticommutation entre Uk et u/. Done 
Spec (ilk) = {}■ i}- 

4. uc avec i^k echange les sous-espaces propres de u/. done ils ont meme dimension nil. 


Correction de l’exercice 3560 A 

/c + 4 b a\ 

1. Calcul Maple : E = J 0 c + 2 E ) , v = ku. 

\ 0 0 c) 

2. (a) 

(b) 

(c) u k oh — li o u k = —2 ku k , P(u ) oh — ho P(u) = —2 u o P'(u). 

(d) Si E(u) = 0 alors uoP'(u) = 0 done P (polynome minimal) divise XP 1 ce qui implique P(X) = X k 
pour un certain k. 
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Correction de l’exercice 3563 ▲ 


Aucun polynome constant ne convient. Si P est non constant et a est une racine de P alors en considerant 
A = al n on obtient une premiere condition necessaire : na £Z. Si P a une autre racine [5 alors en prenant A = 
diag(a , ... .a. ft) on obtient une deuxieme condition necessaire : /3 — a £ Z. Ainsi les polynomes P cherches 
ont la propriete suivante : dcg(P) ^ 1 et il existe «£ Z tel que toutes les racines de P sont congrues ci u/n 
modulo 1. Cette condition est clairement suffisante. 


Correction de l’exercice 3564 ▲ 

On ecrit C = PJQ oil P. Q sont inversibles et J est la matrice canonique de rang r. Alors (P l AP)J = J(QBQ 1 ) 
done P~ l AP et QBQ 1 sont triangulaires par blocs avec le meme bloc diagonal rxr.ee qui prouve que %a et 
Xb ont un facte ur de degre r en commun. 


Correction de l’exercice 3565 ▲ 

Le polynome s’ecrit ( X 2 + I )(X 2 +X + 1). II n’a done pas de racine reelle. Or tout element de Ms(R) possede 
au moins une valeur propre et cette valeur propre devrait etre egalement racine du polynome minimal. Par 
consequent X 4 + A 3 +2X 2 +X + 1 ne peut pas etre le polynome minimal d’une matrice de Afs(M). 


Correction de l’exercice 3566 A 

1. Que e’est un isomorphisme (et reciproquement). 

2. Soit Q(X) = P{X)/X. On a«o Q(u) = 0 et X, Q sont premiers entre eux, d’oii E = Kern 0 Ker<2(r<) et 
Imn C Ker Q(u). On conclut avec le theoreme du rang. 

3. Meme methode. 


Correction de l’exercice 3568 ▲ 

1 . 

2. (a) Pour p £ K\X\ on a P(d ) ;i ) =vi-> voP(u) done u et d>„ ont memes polynomes annulateurs. 

(b) (A £ Spec(d>„)) (3 v/0 tq vo(u — Aid^) = 0) (u — Aid^ n’est pas surjectif) (A £ Spec ( m)). 
Ainsi d>„ et u ont meme spectre. Si A £ Spec(r<) et v £ 2£(E) on a : (^(v) = Av) (Im(n — 
Aid e) C Kerv) done Ker(d> u ~ A id ^^j ) est isomorphe a ££{H,E) ou H est un supplementaire 
de Im(w — Aid^). On en deduit : dim(Ker(<I> M — Aid &(e))) = dim(£')dim(Ker(n — Aids). 


Correction de l’exercice 3570 ▲ 

A = 1 : Dir(p) C Ker/, Im/ C Base(p). 
A = 0 : /(Base(p)) C Dir(p). 


Correction de l’exercice 3572 ▲ 

1. Pour P £ K[X] on a P(u) ov — voP(u) = P'{u). 


Correction de l’exercice 3574 ▲ 

Supposons qu’il existe g £ 2zf (£) tel que rg(/og — go f) = 1. Alors il existe i £ E* et a £ E tous deux non 
nuls tels que : 

\/x£E, f(g(x))-g(f(x))=£(x)a. 

D’oii par recurrence sur k : 

\/x£E, f\g(x)) -g(f k (x)) = l{x)f k ~ x {a)+£(f(x))f k ~ 2 {a) + • • • + £{f k ~ l {x))a. 
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Comme %f est irreductible, le sous-espace /-monogene engendre par a est egal a E, soit : (a.f(a). . . ., f" '(«)) 

est une base de E avec n = dimi? et f n (a) = do a -\ \- oc n -if n ~ 1 (a). Alors Pf(f) = /” — — 

ao f° = 0 et : 

V x £ E, 0 = H f (J)(g{x)) -g(Hf{f)(x)) = e(x)f n ~\a ) + • • • +£(f n ~\x) aix)a. 

Ceci implique i (x) = 0 pour tout x, en contradiction avec l'hypothese rg(/og — go/) = 1. 


Correction de l’exercice 3575 ▲ 

1. Oui, les applications m - > pou et u op le sont (ce sont des projecteurs) et elles commutent. 

2. Soit SS une base de E obtenue par concatenation d’une base de Kerp et d’une base de Im p. 

Si mat^(n) = (£ £) alors mat^(<p(n)) = ^z) 2 )’ d’ou Spec(<p) C {0, 1} et do = (, n — r ) 2 , d\ = r 2 

et d \/2 = 2r(n — r ). 


Correction de l’exercice 3576 ▲ 

Si D est diagonalisable alors les applications X i— > DX et X H > XD le sont (annulateur scinde a racines simples) 
et elles commutent, done elles sont simmultanement diagonalisables et leur difference, (j>o, est aussi diagonali- 
sable. 

Pour la reciproque, on commence par constater que si P est un polynome quelconque, alors : 

d eg(A p(- k )(n) deg ^ pW/m 

VIeJ„((r 2 + l))%)(X)= £ (-1 ) k D k X—^ = £ (_1 ) k —^XD k . 

k = 0 K - k = 0 K ' 

(formule du binome pour P = X m et linearite de chaque membre par rapport a P pour P quelconque). 
Supposons <pD diagonalisable, prenons P annulateur scinde a racines simples de (j>o, X = U'V oil U est un 
vecteur propre de D associe a une certaine valeur propre X et V un vecteur arbitraire. Done : 


deg(P) 


o= £ (-i yx k u t v 

k = 0 


. P«(D) 


deg(P) 


= U , V £ (~\) k x k 


k\ 




k = 0 


k\ 


Comme U / 0, ceci implique t VP(D — Xl) = 0 pour tout V, done P(D — XI ) 
et D itou. 


= U'VP(D — XI). 

0. Ainsi D — XI est diagonalisable 


Correction de l’exercice 3578 ▲ 

1. 1 est valeur propre double, d \ = 1. 



/ (6at + y)e t + 2(5 \ 
5. X = I (6 at + y + 3a)e f + /3 J . 
\(6at + y-a)e'+2/3 J 


Correction de l’exercice 3580 ▲ 


386 


1. A ~ diag(l, a, a J ) ou a est une racine primitive 7 eme de 1, 

A ~ diag(a, a 10 , a -11 ) oil a est une racine primitive 37 eme de 1. 

2. pas de solution. 

3. vp = 0ou 1. 


Correction de l’exercice 3583 ▲ 

On se ramene a A = 0 en remplaqant / par / — Aid. Im / est de dimension 1 stable par / done f\\ m / est 
une homothetie, c’est l’application nulle vu Spec(/). On en deduit Im/ C Ker /. Soit en £ Im/\ {0}, ej, un 
antecedent de e-i par / ct e\ £ Ker / independant de ei. Alors £8 = (e\ .e-i-XA) convient. 


Correction de l’exercice 3584 ▲ 

Soit / un endomorphisme d’un ev E ayant A pour matrice. On doit trouver g £ GL(E) tel que fog = 2go f. 
Construction de g par recurrence sur n = dim E. 
n ^ 1 : on a / = 0 done g = id^ convient. 

0, . . . ,n— 1 =>■ n : / est non surjectif done l’hypothese de recurrence s’applique a/i m (/). Soit gi £ GL(Im(/)) tel 
que f(gi(x)) =2gi(f(x )) pour tout * £ Im(/). Soiti? =//©/©K©L avec H = Im(/)nKer(/), //©/ = Im(/) 
et H ®K = Ker(/). La restriction de / a 7©L induit un isomorphisme sur Im(/), on note (p l’isomorphisme 
reciproque. Soit g £ ( E ) definie par : 

g(h + i + k + e) =g 1 (h + i)+k + 2 (p(gi(f(£))). 

On verifie facilement que fog = 2gof ct il reste a prouver que g est injective. Si ;c = h + / + k + 1 £ Kerg alors 
g(f( x )) = gi ( /(* + £)) =0 done i + 1 £ Ker / = El ®K soit i = 1 = 0. II reste g\ (h) + k = 0 ce qui implique 
h = k = 0 car gi (h) £ Im/ = //©/. 

Remarque : la demonstration passe a tout coips de caracteristique differente de 2. 


Correction de l’exercice 3585 ▲ 

1. A 2k = I,A 2k+1 =A. 


Correction de I’exercice 3586 ▲ 


3. a n = -l + x + 


(- 2)' 1 

12 


,j8 „ = 


-(- 2 )" 


Yn 


4 2 " , (- 2 )" 

3 2 ' + ‘ 6 ‘ 


Correction de l’exercice 3587 ▲ 


2. P = 


' 1 1 V 
1 2 3 
f 4 9 } 

2 u n = (6 - 6.2' ! + 2.3")n 0 + (-5 + 8.2" - 3.3'>i + (1 - 2.2" + 3 ")w 2 . 


, D = (l 2 3). 


Correction de l’exercice 3588 ▲ 

1. Le polynome minimal de / est de degre superieur ou egal a n et n’a pas de diviseurs non triviaux. Done 
dimi? = 1 et / est une homothetie si K = (x 2 3 + 1). Si K = M on peut aussi avoir dim E = 2 et / n’a pas 
de valeurs propres reelles. 


Correction de l’exercice 3589 ▲ 

1. Diagonaliser f M =^> y n — %x n = cste. 

2. y n — x n = 2" (go —xo) done si yo / xq alors M n —t oo sinon la suite est constante. 

3. | si y 0 f x Q . 
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Correction de l’exercice 3591 ▲ 


2.X = 4 


! f a + b b—a 
b—a a+b 


Y = I 

> 1 h 


1 1 
1 1 


ou l'inverse. 


Correction de l’exercice 3592 A 

/ 3 0 0 \ / 3 0 0 \ 

M = ± 1/5 ±2 0 ou M = ± 1 +2 0 

\7 / 30 ±1/3 ±1/ \l/2 ±1 ±1/ 


Correction de l’exercice 3593 ▲ 

/I 1 0\ /0 0 0\ /0 0 0\ 

A = PDP 1 avec P = I 2 0 1 | et D = I 0 1 Oj. On prend 7? = PMP ~ 1 avec M = | 0 0 1 J 

\3 -4 4/ \0 0 l) \0 1 0/ 


Correction de l’exercice 3594 ▲ 

3 valeurs propres distinctes, M est diagonalisable et son commutant est l’ensemble des polynomes en M : 
al + bM + cM 2 , a,b,c £ K. 


Correction de l’exercice 3595 ▲ 

1. Par similitude on se ramene aux cas : A = C(A) = „.# 2 ((* 2 ± l/ ou A = ^ q , C(A) = (x 2 + 1)U] 

ouA = (o I)’ C ( A ) = ( jc2 + 1 ) [a ]‘ 

2. Si A est diagonalisable de valeurs propres A,- avec les multiplicites /;, alors dim(C(A)) = ± n. 

Dans le cas general, soit (A/,) une suite de matrices diagonalisables convergeant vers A et (C } ; , . . . , C/ ) une 
suite de /z-uplets de matrices commutant avec A/ c telles que (C \ , . . . , C/ ) est une famille orthonormale pour 
un produit sc ala ire quelconque choisi sur ./£„ ( (x 2 ±1)/ Par compacite il existe une sous-suite conver- 
gente, done n matrices Cl, formant une famille orthonormale et commutant avec A d’oii dim(C(A)) ± n. 


Correction de l’exercice 3596 ▲ 

Soit d n (i,j ) le nombre de chemins de longueur n allant du sommet i au sommet j. j admet trois voisins 
ki,k 2 ,kj, et l’on a : d n (i,j) = d n -i(i,ki) + d n -i(i,k 2 ) + d n -i(i,kj). On numerate les sommets de 0 a 7 de 
sorte que les voisins du sommet i sont les sommets i + 1 mod 8, i + 2 mod 8 et i + 4 mod 8. Le vecteur 
d n = (d„( 0,0), ...,d„(0,7)) verilie la relation de recurrence d„ = Ad n _i ou A est la matrice suivante (. designe 


0 ): 


/111 
1 . . 1 . 1 . 

1 . . 1 . . 1 

. 11 .... 
1 .... 1 1 
. 1 . . 1 . . 

.. 1 . 1 .. 
\. . . i . i i 


A 


l 


l 

l 


7 


(B U\ =p (B+l 4 0 \ ! 

\h B) V 0 B-h) 


avec 


/■ 

1 

1 

V- 


1 1 A 



1 1 ./ 
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De meme. 


et enfin, 


B±I 4 = 


(C±h 

V h 


C±I 2 


= Q 


(C±h+h 


V 


o 


o 

C±h-h 


Q 


,-i 


(±h±h 

h ) 

f±h±h+h 

° ) 

\ h 

±h±h 

V o 

±h±h-h 


R 


Done A est diagonalisable de valeurs propres —3,— 1,1,3 et on peut certainement terminer les calculs pour 
obtenir d n = A" do. 


Correction de l’exercice 3597 ▲ 


1. 

2. Par recurrence pour P = X k , puis par linearite. 

3. A = 0. 

Correction de l’exercice 3598 ▲ 


S’inspirer du cas n = 1. Soit P = 

(1 I\ „ , . „ (2 M 0\ J . J 

1 i j J ' P A' = ( o gl est diagonalisable, done A aussi. 

Correction de l’exercice 3599 ▲ 


*(*) = {(*/) tq Ay = A 2 yj 

► t 

Correction de l’exercice 3601 ▲ 



Calcul du polynome caracteristique de B par operations en blocs. On obtient 


Xb(x) = det{x 2 I-2xA-A 2 ) = (- 1 YXa ^ ) Xa ( | _^ ) 


done 

Spec(fi) = {(1 + >/2)A, A € Spec(A)} U{(1 — v / 2)A, A e Spec(A)}. 


Correction de l’exercice 3602 ▲ 


En prenant P = 


En prenant P\ = 


) on trouve P l MP = 

—i2 h. 


( cr — ab ab — b 1 0 0 ^ 

ab — b 2 a 2 —ab 0 0 

0 0 a 2 + ab b 2 + ab 

0 0 b 2 + ab a 2 + ab ) 


| ) onaEf'Af.P, = 


(i a — b ) 2 

0 


0 


_ b 2 )ctP-'M 2 p = 


a 2 — b 2 

0 


Mi 0 

0 M 2 


0 

(, a + b ) 2 


Ainsi, SpecA = {(a + b ) 2 , ( a — b ) 2 , (a + b)(a — b)}, done l’ensemble cherche est la boule unite ouverte pour 


Correction de l’exercice 3605 ▲ 

Si P( 0) / 0 alors / est bijective. Si P( 0) = 0 alors / 2 o qqch = —P'(()) f => Ker f 2 = Ker/. 


Correction de l’exercice 3607 A 

Soit /./ le polynome minimal de u et 3> l’ensemble des diviseurs unitaires de /./. Pour P G K X] et c/ = P A /./ on 
a facilement Ker(P(n)) = Ker(c/(n)) et \m(P(u)) — Im (d(u)). Ceci montre deja que J tf et sont finis. 
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De plus, si d £ S> alors l’annulateur minimal de wi est fi/d done l’application d H > \m{d («)) est injective 
sur $> et Card(,y) = Card(^). De meme, l’annulateur minimal de W| Ke r(d(u)) est d car Ker (d(u)) D Im(^(w)) 
et d est l’annulateur minimal de u done l’application d H > Ker (d(u)) est injective sur & et Card (J?T) = 

Card(^). 


Correction de l’exercice 3608 A 

En appliquant le theoreme du rang a / Ker / 2 , on a : dim(Ker/ 2 ) = dim(Ker/) +dim(/(Ker/ 2 )), et /(Ker/ 2 ) C 
Ker/, done /(Ker/ 2 ) = Ker/. Soit G, = Ker/. Montrons que g(G,- + i) = G, pour tout /' £ [[0,&]] : si x £ G, + i 
alors g l (g(x )) = g i+ 1 (x) = 0 done g(x) £ G,. Reciproquement, si v £ G, alors v £ G& = f(Gik), done v a 
un antecedant v par /, cet antecedant appartient a G i+ *, et y = g{g k ~ l (x)) £ g(G, + i). On en deduit, avec le 
theoreme du rang applique a g| G , que dim(G,-+i) = dim(G,) +dim(Kerg) pour tout i £ [[0, A;]], d’ou d = 
dim(Gr) = dim(Go) +^dim(Kerg) = ^dim(Kerg). 


Correction de l’exercice 3612 ▲ 


1. Valeurs propres : 1 ,j,j 2 . sev stables : {0}, vcct {<?3 }, vect{(?i , 62 } et M 3 . 


AB = BA => 0b(c 3 ) = A ?3 1 

l A t B = t B t A^$, B (e 3 ) = le 3 ) 


/a + /i 
I —3 a 

V 0 


a 0\ 

— 2n 3“ /t 0 ] . 

0 A/ 


Correction de l’exercice 3614 ▲ 

Soit (p(x,y,z) = x + 2y + 3z- f conserve la surface de niveau (p = I done par linearite / o <p = (p ct (p est vecteur 
propre de 1 f. 


Correction de l’exercice 3617 ▲ 

Si Xu est deductible, pour x / 0 le polynome minimal de x en u est egal a Xu done le sous-espace cyclique 
engendre par ^ est egal a E et il n’y a pas de sous-espace stable non trivial. 

Si seuls {0} et E sont stables, soit a: / 0. Le sous-espace cyclique engendre par x est egal a E done l’annulateur 
minimal de u en jc est egal a Xu- Soit P un diviseur non trivial de Xu ct v = P(u)(x) : l’annulateur minimal de u 
en y est Xu/P, absurde. 


Correction de l’exercice 3618 A 

Soit F un hyperplan de £\ <e > un supplementaire stable et PI un supplementaire de <e > stable. Si K est un 
sev de H, alors K admet un supplementaire K' dans E stable ct H n K' est un sev de H stable, en somme directe 
avec K. K' <f_ H car KcHetK(BK' = E done K' +H = E et dim^nK 7 ) = dim(//) +dim(K 7 ) — dim(£) = 
di m ( H ) — dim(K) soit KQ (H n K') = H . f n verifie la meme propriete que / et on obtient par recurrence que 
/ est diagonalisable. 

Reciproquement, soit / diagonalisable, F un sev de £ et (<?].... .<?,,) une base propre pour /. On montre que F 
admet un supplementaire stable par recurrence sur codim(E) : si F = E alors {0} convient et si F ^ E alors il 
existe i tel que e, / F d'oii F f < ty > est un sur-espace strict de F, admettant un supplementaire G stable, d’oii 
G© < ej > est supplementaire de F stable. 


Correction de l’exercice 3619 A 

Spec (/) = {0, 1,2} done / est diagonalisable et chaque sous-espace propre est de dimension 1. Comme la 
restriction d’ un diagonalisable a un sous-espace stable est encore diagonalisable, les sous-espaces stables par / 
sont les huit sous-sommes de Eq © E\ ■© E 3 . 


Correction de l’exercice 3622 ▲ 

0 est valeur propre, se placer dans un hyperplan stable et recurer. 


390 


Correction de l’exercice 3623 ▲ 


Non. Prendre mat(w„) = 


o 1 

0 l/n 


Correction de l’exercice 3624 ▲ 

Trigonaliser fortement M. 


Correction de l’exercice 3626 ▲ 


1. 

2. ((-2,0,1), (0,3, -2), (1,-2, 1)). 


Correction de l’exercice 3627 ▲ 

Base ssi n est impair - , 2e\ = (1,1, — 1,1, — 1,...,1, — 1) et les autres vecteurs s’obtiennent par rotation : 

2*2 = (-M, 1,-1, 1,— 1,--- ,1)- 


Correction de l’exercice 3629 A 

2. 0* = (1-2 di(X-Xi))Pf, Wt = (X- Xi )Pf. 


Correction de l’exercice 3630 A 

2. |(9— 15X 2 , 75X- 105Z 3 , -15+45X 2 , -105X + 175X 3 ). 


Correction de l’exercice 3631 ▲ 


/I 

a 
a 2 

\fl 3 


i 

b 
b 2 
b 3 


1 

c 


b—a \ 

(. b 2 — a 2 )/ 2 

(V-a 3 )/ 3 

(b 4 — a 4 )/4/ 


seulement si c / 


et det(M) 


(, b — a) 4 (c — a)(c — b) 2c ^ b , done la famille est libre si et 


Correction de l’exercice 3632 ▲ 


2. terme dominant =>■ P*(Qi ) = 1, done P* 

a p* yk (~0* ‘f< 

r k — Li = 0 i\ (k—i)\ ■ 


L n f‘ 

i=0 Qi(i) 


yn (~1 
U=0 i\ (n—i)\ - 


Correction de l’exercice 3633 A 

9 p* fa p* ,/« + //? 4/r p* f b 

z-/ o ~ (b- a y-’ r i - ( b-a y - {b- a y 


Correction de l’exercice 3639 A 

i (^ - f~l)(t'+2) 

1. j - 

3. (8a, 8b, 8c, 8a',8b',8c ) oil A' ,B' ,C' sont les milieux du triangle ABC. 
5- ff T f(x,y)dxdy = /(A hlip±li£l _ 


Correction de l’exercice 3640 ▲ 

3. Rmq : coefficients de Founder : a p = kUfi a k)^(pa k ) et j3 p = ^ Eit= of(°k) sin(pa k ). 
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Correction de l’exercice 3642 ▲ 


2 . 


<p" 1 — <p" 

<p-9 


(p n — (p 11 

<P~<P 


avec (p = (p 


l- VS 

2 ■ 


Correction de l’exercice 3650 ▲ 

e,- -H- ej : e* e*. 

ei^aei: e*4-e*/a. 

ei <— ei + aej : e*j <— e*j — ae* . 


Correction de l’exercice 3659 ▲ 

Les fi sont des projecteurs commutant deux a deux, ils sont simmultanement diagonalisables. Soit e\ tel que 
/i {e\ ) =e\ '■ fi{e\) = fi° fi(ei) = 0 si/ ^ 2 done les supports des restrictions des /,• a une base propre commnue 
sont deux a deux disjoints non vides, ce sont des singletons. 


Correction de l’exercice 3660 A 

1 . a > 0,b = c,d > 0,ad ' — be > 0. 

2. a — b > 0 et a + (n — 1 )b > 0. 

3. 


Correction de l’exercice 3661 A 

(^,Xyi,(3X 2 - 1 )yf+(5X 3 -3X)yi). 


Correction de l’exercice 3662 A 

J_ X-2 X 2 —4X+2 
VS’ vdb ’ Vi4 ' 


Correction de 1’exercice 3663 ▲ 


1. 

2. Elever au cane. 

3. (a) (x | u) = 1 (i(x) | u — i(x )) = 0 : sphere passant par 0. 

(b) Hyperplan ne passant pas par 0. 

2 _ « 2 


(c) \\x-a\\ 2 = R 2 


x — 


ll « ll 2 -« 2 


( l | S || 2 -« 2 ) 2 


: sphere ne passant pas par 0. 


Correction de l’exercice 3664 ▲ 


1. Elever au carre. 

2 . 


Correction de l’exercice 3665 ▲ 


1. 
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Correction de l’exercice 3666 ▲ 


1- (75(1. - 2 . 1- 0 ). ™(2, - 1 ,- 4 , 3 ) 


vAb v 


2 . 



( 3 

-4 

-1 

2\ 

1 

-4 

7 

-2 

-1 

10 

-1 

-2 

7 

-4 


\2 

-1 

-4 

3/ 



Correction de l’exercice 3667 A 


Correction de l’exercice 3671 ▲ 

Si poq = qop : Soient x G (Im p PI Img) ^ fl Im p et y G (Im p PI ling) 2 - Pi Img. 

Alors p o g(x) = g(x) G Im p Pi Img, done (q(x) \ y) = {x \ y) = 0. Si A = (Im p Pi \mq) L Pi Im p et B = (Im p Pi 

J_ _L 

Img^PlImg sont orthogonaux : Alors Im p = (Imp Piling) ©A, I m q = (Imp Piling) © B, et E = (Imp Pi 

jl ± ± 

ling) © A © B © (Im p Pi I m g) . Par decomposition, on obtient poq = qop = la projection orthogonale sur 
Imp Piling. 


Correction de l’exercice 3672 ▲ 

1. £"_i(ey | P/) 2 = I =>• famille orthonormee et vect(<?/) J = {0}. 

2 . 


Correction de l’exercice 3675 A 

sphere de centre — 


Correction de l’exercice 3679 ▲ 


Soit X la matrice de e n dans On a GX 
Cramer. 


/ o\ 


0 

W 


et 'XGX = Ax p = 1. On applique alors les formules de 


Correction de l’exercice 3681 A 

Non, ||mi + i ?2 “b i? 3 1| 2 < 0. 


Correction de l’exercice 3683 ▲ 


1. 

2 . 


3- Jit A^ = F^H- 

4. <1> a pour poles au plus simples — 1 , —2, ... , — n — 1 et pour racines 0, 1 — 1 . Comine d>(x) — > 0 
lorsque r-too,ona done <P(x) = ^+ii"(x+n+i) ■ 


393 


5. a k = residu de en -k- 1 = (~1)"+*A ■ 

6 . 


Correction de l’exercice 3684 A 

x 2 + (x+y) 2 -h (x + 2y) 2 = (V3(x-y)) 2 + (y/2. y) 2 . 


Correction de l’exercice 3687 A 

feF^^xfEf. 


Correction de l’exercice 3688 ▲ 


1. 

2. 30X 2 -36X + 9. 


Correction de l’exercice 3689 A 

P a (t) = |(3 — 5f 2 — 5 a 2 + 15 ah' 1 ) + ^(15 -21f 2 - 21 a 2 + 35 ah' 2 ), 

8 1 1 Pa 1 1 2 = 9 + 45fl 2 — 165a 4 + 175a 6 est maximal pour a = ±1 =>- ||P fl || = 2\/2. 


Correction de l’exercice 3690 ▲ 


1. 


2. *(/)(<) =/(0)^+/(l)3$. 

3. L'inf est atteint pour la fonction f EW telle que /( 0) = a et /(l) = /3, soit f{t) = a ^ + P et 

. f _ (a 2 +/3 2 )ch( 1 )— 2a/3 
Ul J ~ sh(l) 


Correction de l’exercice 3691 ▲ 

1. Le sous-espace vectoriel engendre a un orthogonal nul. 

2. N’importe quelle famille generatrice convient (equivalence des normes). 

3- i = INI 2 = lb/ll 4 +LjMyi I yj ) 2 => v J £ *> (a- I yj) = °- 

4. Par polarisation on a : V x,y, £ j eI (x | yj)(y \ yj ) = A(x \ y) done Y*jei( x I yj)yj~Ax € E 1 . 


Correction de l’exercice 3692 ▲ 

Soientx € Ker(w — id) et y = u(z) — zE Im(n — id). On a y = u(z + Xx) — (z + Ax) d’oii : 
\\z + A.t 1 1 2 ^ \\u(z + ?ix)\\ 2 = ||z + Ax|| 2 + 2A(x | y) +2(z | y) + ||y|| 2 . 
En faisant tendre A vers ±°o on obtient (x \ y) = 0 et on conclut avec le theoreme du rang. 


Correction de l’exercice 3693 A 

/ lineaire et f = x ||x|| 2 conviennent et F ensemble § des fonctions / verifiant la propriety est stable par 
combinaison lineaire done toute fonction de la forme x t(x) + a||x|| 2 avec l E E* et a E M convient. On 
montre que ce sont les seules : Soit / E $ l’on decompose en sa partie paire f p et sa partie impaire /). Alors 

fp ■ fi E <§ . 

Soient x,y EE avec ||x|| = ||y|| etx_L y. On a fi(x±y) = fi(x) ±ft(y) etfi(2x) = fi(x+y) + fi(x-y) =2fi(x). 
Ensuite, /,( 2x) + f t {x) - ft(y ) = /,( 2x + y) + f t {x - 2 y) = /,-(3x - y) = /,( 3x) - f,{y) d'oii f-{ 3x) = 3fj(x) et 
de proche en proche fi(kx) = kfi{x ) pour k E ||| puis pour k E Z,Q,M successivement vu la continuity de /. 
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En prenant une base (ei,.. .,e n ) orthonormale on a f(x \e\ H \~x„e n ) = x\f{e\) H \-x n f(e n ) pour tous 

x\.. . . ,x n reels done /,• est lineaire. 

Soient a present x,y € E avec ||x|| = ||y|| alors f p (x + y) +f p (x-y) = f(2x) et f p (x + y) +f p (y -x) = f p ( 2y) 
d’ou f p (2x) = f p (2y). Ainsi f p est constante sur les spheres de centre 0 . On ecrit f p (x) = <p(||x|| 1 2 ) avec (p : 
M + — > M prolongee a M par imparite (f p { 0) = 0 de maniere evidente) et on a (p(a 2 + ir) = f p (ae i +be 2) = 
f p (ae 1) +f p (be 2) = (p(a 2 ) + <p{b 2 ) d’ou Eon conclut que <p est lineaire. 


Correction de l’exercice 3695 ▲ 

x = — + An. 

|l a ll 2 


Correction de 1’exercice 3696 ▲ 


p = [a,b,c\ =A < 


u A v = pb 

v Aw = pc et [n, v, w\ = p 2 . 

w Ait = pa 
si [u, v. w] < 0 : pas de solutions, 
si [it, v. w\ = 0 et rg(n, v,w) > 1 : pas de solutions, 
si [u,v,w\ = 0 et rg (u,v,w) ^ 1 : une infinite de solutions, 
si [it, v. w] >0:2 solutions. 


Correction de l’exercice 3697 ▲ 

3 . G = tr(F)I- t F. 


Correction de l’exercice 3699 ▲ 

abc^J 1 — cos 2 a — cos 2 j 3 — cos 2 7+ 2 cosacos /3 cosy 
= abcyj (cosy— cos(a + j 3 ))(cos(a — j8) — cosy). 


Correction de l’exercice 3701 ▲ 

1. f{x) = (x|n)n + cosa(w Ax) An + sina(w Ax). 

( a 2 ab ac\ / 0 — c b \ 

ab b 2 be I +sina I c 0 — a I 

ac be c 2 ) b a 0 / 


Correction de l’exercice 3703 A 

Pour f,g€ A' + (M 3 ), f et g ont la meme matrice reduite dans une base orthonormee convenable, done sont 
conjugues dans A'(M 3 ). li n’est pas toujours positif car les bases peuvent ne pas avoir meme orientation (ex : 
deux rotations inverses). Pour f,g e (M 3 ), considerer — /, —g. 


Correction de l’exercice 3704 ▲ 

3 . n/2,n/2,n 
—n/2,a,n/2. 


Correction de l’exercice 3706 A 

1 . 

2. matrice dans une bond. 

3 . / = 2 (/r + id) _1 — id. 
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Correction de l’exercice 3707 ▲ 


1. f(x) = u/\xavecu = (a,f3 1 y). 

r-y -> X+(U\X)U — U/\X 

y - i+pip ■ 

3. axe dirige par u, cos 0 = }~|jg|j 2 , sin 0 = yqqjlfp 


Correction de l’exercice 3708 ▲ 


1. 


2. g(x) = (cosa)x+ (1 — cosa)^-//- + 


(a\x)a . sin a (a A*) 


Correction de l’exercice 3709 ▲ 


6 3 -2 N 

1. \ [ -2 6 3 

3 -2 6 , 

2. Rotation autour de (1,1,1) d’ angle arccos (]^j 


Correction de l’exercice 3710 ▲ 

Les conditions 'MM = / et det(M) = 1 equivalent a : a + b + c = 1 et ab + ac + be = 0 d’oii le polynome P. 
P a trois racines reelles si et seulement si 0 ^ A ^ ^(etude de la fonction associee). 


Correction de l’exercice 3711 ▲ 

1. rotation autour de (1,0, 1) d’angle — arccos(l/3). 

2. rotation autour de (—3, 1, 1) d’angle — arccos(7/18). 

3. demi-tour autour de (-1,-2, 1). 

4. rotation autour de (0, 1, 1) d’angle 2n/3. 

5. rotation autour de (—2 — y/3 , 1 + \/2, y/2 — \/3) d’angle arccos( v ^’Ayf +1 )• 

6. symetrie par rapport a x = y + z. 

7. symetrie par rapport a 3v = 2 y — z. 

8. symetrie par rapport a x + 2v — z = 0. 

9. symetrie-rotation autour de ( 1 , — 3 , 1 ) d’ angle — arccos (5 /6) . 

10. symetrie-rotation autour de (1, — 1,0) d’angle n/3. 

1 1 . projection sur 2x + 2y + z = 0 puis rotation d’ angle arccos (3/5 ) . 


Correction de l’exercice 3712 ▲ 


AT = 


-1 

0 

0 



2n 

3 ‘ 


Correction de l’exercice 3713 ▲ 
1. Oui ssi A 2 + p 2 ^ 1. 
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2. Non, disc = — 1. 

3. Oui, = ^ + 3(y+!) 2 + 4z 2 + (f + !) 2 . 


Correction de l’exercice 3714 ▲ 

Spec(A) = {6,3,3} oui. 


Correction de l’exercice 3715 ▲ 

(n- 1,0). 


Correction de l’exercice 3717 ▲ 

Recurrence, q(x x , . . . ,*„) = £ /<t \ + u (l • 


Correction de l’exercice 3720 ▲ 

1 . 

2 . 

3. Si a E Ker/, Ker<p = E. 

Si a ^ Ker/ et g(rz) = 0, Ker<p = a L . 
Si q(a) / 0, Ker<p = Ker(/) © < a >. 


Correction de l’exercice 3723 ▲ 


1 . 

2. (d— 1,0) ou (d,0). 


Correction de l’exercice 3724 ▲ 

Recurrence sur n. 

Soit (ei, . . . ,e„) la base dans laquelle A est la matrice d eq. A„_i (A) ^0 done il existe des coefficients cq, . . . , a„_i 
tels que u n = cqe,- soit ^-orthogonal a <? i , . . . ,e„ | . Alors A a memes mineurs principaux que la matrice 

de q dans la base (ei,.. .,e n -i,u n ). 


Correction de l’exercice 3725 ▲ 

Pour A a diagonale fortement dominante, recurrence sur n. 

Soit (e \ , . . . , e„) la base dans laquelle A est la matrice de q. A„_ i (A) ^ 0 done il existe des coefficients cq , . . . , a„_ i 
tels que u„ = e„ — L i<n octet soit ^-orthogonal a e \, . . . . e„ i et il faut montrer que q(u n ) > 0 ce qui resulte de 
| a,- 1 ^ 1 en considerant la /-erne ligne de A. 


Correction de l’exercice 3726 ▲ 

1 . 

2 . 

3. GZ + (R)l’est. 


Correction de l’exercice 3728 ▲ 

1. Il n’y a pas de solution pour n = 2 done pas non plus pour n > 2. 
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2. Pour n = 3 on trouve A = ‘CC ou C est une colonne sans zeros, pour 3 on obtient le meme resultat 
en considerant les blocs 3x3 centres sur la diagonale. 


Correction de l’exercice 3729 ▲ 

Soit P orthogonale diagonalisant S : r PSP = DiagfAi , . . . , A„) et Y = l PX . 


On a : q(X) 


0 ... y n 

y\ Ai 


— Ai . . . A„ 


*7 + ‘" + t 


yn 




Correction de l’exercice 3730 A 

Pour a = 0, q est definie positive. Pour a / 0 prendre une base orthonormale commenqant par a ; la matrice 
de q dans cette base est Diag(a + /3 ||a|j 2 , a , . . . , a). 


Correction de l’exercice 3731 ▲ 

Soit (Ejj) la base canonique de .,#2 ( U 2 + I )' : E\ 2 = 0 done q(E 12) = 0 et si A est une matrice quelconque de 
rang 1 , A est equivalente a E 12 d’ou q(A) = 0. Si A = 0 on a aussi q{A) = 0 et si A est inversible alors toute 
matrice est multiple de A done q(A) / 0, en particulier q(I) = 1 car q 2 (I ) = q(I). On en deduit q(A) = 0 AA 
det(A) = 0. 

Pour A quelconque, les applications : z t-A det(A — zj) et z t-A q(A — zJ ) sont polynomiales de degre 2, avec le 
meme coefficient de z 2 et les memes racines, done sont egales d’ou q = det. 

Remarque : le meme raisonnement est applicable sur un corps quelconque en se limitant aux matrices triangu- 
laires, et toute matrice est produit de triangulaires (algorithme du pivot de Gauss). 


Correction de l’exercice 3732 ▲ 

Quitte a remplacer E par vect(jci , . . . ,y„), on peut supposer E de dimension finie p. Soit PS une base de E, et X, Y 
et F les matrices de (jq, . . . ,x n ), (>’ 1 . . . . ,y n ) et 0 dans SS. On doit prouver det ^XFY) 2 ^ det( f XFX) det( r FFF). 
Comme F est symetrique positive, elle est de la forme F = ‘MM pour une certaine matrice carree M , done en 
remplaqant X et Y par MX et MY, il suffit de prouver dct('AT ) 2 ^ detl'AA’j det(' YY ) pour toutes matrices X. Y 
reelles rectangulaires de meme taille. 

En projetant chaque colonne de Y sur le sous-espace vectoriel engendre par les colonnes de X, on peut decompo- 
ser Y = XA + B ou A est une matrice carree et B une matrice rectangulaire de meme taille que X telle que 'XB = 
0. II reste a prouver : det ('AAA) 2 sC det( t XX)det( t A t XXA + t BB), soit : dcY'A'XXA) sC dcU'A'XXA+'BB). 
On pose U = f A’XXA et V = { BB : U et V sont des matrices reelles symetriques positives de meme taille, a 
priori quelquonques. Si U est inversible, on ecrit U = ‘ PP avec P inversible et on est rammene a prouver que 
1 ^ det^ + 'F^V/ 5-1 ) = det(/ + W), avec W symetrique positive, ce qui resulte du fait que toutes les valeurs 
propres de I + W sont superieures ou egales a I . Si U n’ est pas inversible, on remplace U par U + el avec e > 0, 
puis on fait tendre £ vers 0 + . 

Remarque : il y a peut-etre plus simple ? 


Correction de l’exercice 3735 ▲ 

A = 0, / = ids et A = — pjp / = la symetrie par rapport a vect(v). 


Correction de l’exercice 3740 ▲ 

<p(A) = tr(A 'A) done pour toute matrice P telle que P‘P soit scalaire (non nulle) on a (p(P~ l AP) = <p(A). Ces 
matrices sont les matrices de la forme P = A M avec M orthogonale (matrices de similitude). 

Reciproquement, soit P telle que (p(P~ l AP ) = 9(A) et Q = P'P. 

On a par polarisation : V A, B, tr(AQ f S f Q _1 ) = tr (A'B) done pour B = QC : V A,C tviAQ'C) = tr (A'CQ) ce qui 
implique : V C, Q'C = { CQ et done que Q est scalaire. 
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Correction de l’exercice 3750 ▲ 

1 . 

2. On raisonne par recurrence sur d = dim(F) = dim(G). Pour d = 0 il n’y a rien a prouver. 

Pour d^ 1 on considere a G F et ft G G unitaires tels que ( a \ b) soit maximal. Soient F\ 1’ orthogonal de 
a dans F et G\ 1’ orthogonal de b dans G (sous-espaces vectoriels de dimensions egales a d — 1). Le choix 
de a,b fait que F\ est orthogonal a b et Gi est orthogonal a a, done F\ et G i sont tous deux inclus dans 
l’orthogonal de vect (a, ft). On peut trouver un endomorphisme de cet orthogonal qui echange F\ et G \ , 
que Ton complete par la symetrie orthogonale dans vect (a, ft) qui echange a et ft. 


Correction de l’exercice 3751 ▲ 

1 . 

2 . 

3. oui pour (f)p. 

Pour i jf P : V A,B, tr(‘AB) = tif P f A' (p- l )P~ x BP) = tr(P l P‘A l (p- ] )p- ] B). 

Done P’ P 1 A' (P~ l )P~ l = A, done P’P est scalaire, done P est une matrice de similitude. 


Correction de l’exercice 3752 ▲ 

A = 0ouA G ff + {n). 


Correction de l’exercice 3753 ▲ 

1. A = P-I,Pe 0(n). 

2. Hadamard. 


Correction de l’exercice 3755 ▲ 

1 . 

2. Tout / G G verifie det(/) G {— 1, 1}. Reciproquement, soit f €U(E) tq det (/) € {— 1, 1} etF = Ker(/ — 
id). On montre que / est composee de reflexions par recurrence sur p = codimF. 
p = 0 =>- / = id. p = 1 / est une reflexion car F est un hyperplan et F x est stable par /. 

0, . . . ,p — 1 =$■ p : soit (ei,.. . ,e n ) une BON de E telle que (c p +i, . . . ,e n ) est une BON de F et e\ est 
vecteur propre de /. Soit e\ = f{e\) = Xe\ , et cr, a' deux reflexions telles que a(e i ) = e 2 et a' fa) = e[ . 
Alors g = ooa'of£U ( E ), det(g) = det(/) G {—1, 1} et codim(Ker(g — id)) < p done g est composee 
de reflexions et / aussi. 


Correction de l’exercice 3759 ▲ 


/ = id — r oil r(x ] , . . . ,x n ) = {x n ,x\,. . . ,x„_i). Done f* of = 2id — r — r 1 a pour valeurs propres les nombres 


2 — 2cos(2 kn/n), k G [[0,2n — 1]] et ||/|| 


2 

2cos(it /2n) 


si n est pair 
si n est impair. 


Correction de l’exercice 3760 A 

Oui. Pour n = 1 il y a egalite. Pour n = 2 cela resulte de la densite de U n<Q )[/] dans U (demonsttation ci- 
dessous). Pour n quelconque, il suffit de voir qu’une reflexion quelconque est limite de reflexions a coefficients 
rationnels (approcher un vecteur non nul normal a Phyperplan de reflexion par une suite de vecteurs rationnels). 
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Densite de U H Q [;] dans U : pour p G |||* on considere z p = — • On a z p € U H Q [;] et z p — > 1 lorsque 

p -)• oo. Si z G U alors d(z,!JnQ[i]) < d(z,{z£, k G Z}) < 5 1 1 -z p |. 


Correction de 1’exercice 3761 ▲ 


Ad = / -rffl’l /; 2 + c 2 = 1. Dans ce cas det(A) = tr(A) = 1 done / est un quart de tour. L’axe du quart de tour 
'o' 

est engendre par | b 


Correction de l’exercice 3766 ▲ 


l 2 

-1 

2 \ 

1. P = U 2 

2 

-1 ,D = Diag(3 6 9). 

V-1 

2 

2/ 

( 2 

-1 

2 \ 

2.P=\ \ 2 

2 

-1 ,D = Diag(3 3 2). 

V-1 

2 

2/ 


Correction de l’exercice 3767 ▲ 

Si tous les a,- sont nuls, M = 0. 

Sinon, M = CC => Eq = et E v = vect(C) avec v = ||C|| 2 


Correction de l’exercice 3768 ▲ 


/I 

0 

0 



(\ 

0 

0 

4\ 

0 

1 

2 

1 

2 

0 


0 

1 

2 

1 

2 

0 

0 

1 

2 

1 

2 

0 


0 

1 

2 

1 

2 

0 


0 

0 

\) 


u 

0 

0 

5 / 


Correction de l’exercice 3769 A 

1. 

2. u est autoadjoint pour <,>. 

3. Pq = 1, P 2 = x, P(, = 3x 2 — 1, Pi 2 = 5x 3 — 3x. 


Correction de l’exercice 3770 ▲ 

1. 

2 . 

3. h = k{k+\). 


Correction de l’exercice 3773 ▲ 

1 . 

2 . 

3. {poq)\\ mp = {p°q° p ) | imp est diagonalisable et (p o ^)|Kerf/+(Kerpnim< ? j = 0 d° nc tout vecteur de E est 
somme de vecteurs propres pour poq. 


Correction de l’exercice 3778 ▲ 
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1 . 

2 . 


Recurrence : pour n = 1 c’est evident. 


n — 1 — > n : A = 




avec A' 


t B'B' . 


On cherche B = 


B' 

0 


x r 

X 


d’oii : X' = t B'- l C' etx 2 = a-'X'X' = ^ > 0. 


Correction de l’exercice 3782 ▲ 

1. Soit (mi , . . . . U n ) une base propre pour u. On prend x = u\ -\ \-u n . 

2. On norme x et on le complete en une base orthonormee. La matrice de u dans cette base est symetrique, 
de trace nulle, et la diagonale commence par 0. On termine par recurrence. 


Correction de l’exercice 3784 ▲ 

ABX = IX => f X'BABX = X f XBX. 


Correction de l’exercice 3785 ▲ 

Se ramener au cas oil A est diagonale. 


Correction de l’exercice 3786 A 

II existe P inversible telle que A = 1 PP et B = ' PB'P avec B' symetrique definie positive. 
Alors A + B = t P{I + B')P et det^ + B 7 ) = n(l + /3 ,) ^ 1 + nA =b cqfd. 


Correction de l’exercice 3787 ▲ 

Soit 3$ une BON fixee, M = Mat^(/), £$' la BON cherchee et P la matrice de passage de 38 a 38' . On veut 
que ' M'M ' soit diagonale avec M' = ' PM P, cad t P t MMP diagonale. 


Correction de l’exercice 3790 ▲ 

Soit (hi) une base diagonale pour h , //, = vect{/?i , . . . , hi} et (/■), Fj idem pour /. 
Pomxe F k DH^_ l , X k \\x \\ 2 + (x\xq ) 2 ^ (h(x) \x) + {x\xf ) 2 = {fix) \ x) 

Pour x €E n^o , /4-||x|[ 2 ^ (/(x) \ x) = (h{x) | x) ^ A,t + i||.?|[ 2 . 


Correction de l’exercice 3791 ▲ 

1 . Si f{x)+f*{x) = 0 alors f{x) G Imfrlmf* = Im/n (Ker/) 1 = Im/n (Im f) L done f{x) = f*(x) = 0 
et x E Ker / n Ker f* = Ker / n (Ker/) 1 . 

2. f 2 = 0 Im/ C Ker/. 

f + f* € GL(E) => Im/ + Im/* = I 111 /+ (Ker/) 1 = E => dimlm / / dimKer/. 


Correction de l’exercice 3796 ▲ 

1. (( u — u*){x) | x) = 0. 

2. Orthodiagonaliser et appliquer Linegalite de Cauchy-Schwarz. 


Correction de l’exercice 3797 ▲ 

Soit K = sup{ || i/o H b 1 1 } et x£H. On note v fKq = Yl=p u n pour p ^ q. La serie £(n„(x) | x) est convergente 

(termes positifs, sommes partielles majorees) done elle verifie le critere de Cauchy : (v ;M (x) x) -X 0 lorsque 
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Comme v pq est positif, il verifie l'inegalite de Cauchy-Schwarz : 


\(v P ,q(x) | y )| 1 2 ^ {v p , q (x) \x){y p , q (y) \ y) ^ 2K\\y\\ 2 {y M (x) \x). 

En particulier pour y = v p . q (x) on obtient : ||v /M (x )|| 2 ^ 2K(v IKq (x) \ x) done la serie £ u„ (x) est de Cauchy. 
Remarque : exemple ou £ u n ne converge pas dans 56 c ( H ) : H = i 2 ( |||) et u n = projection orthogonale sur 
<e n > ou e n [p) = 8 n . p . converge simplement et non uniformement vers l'identite. 


Correction de l’exercice 3798 A 

*AA est M-diagonalisable done annule un polynome P scinde a racines simples. A annule le polynome P(X 3 ), 
done est (x 2 + 1 ) -diagonalisable si 0 n’est pas racine de P ce que l’on peut imposer si A est inversible. 

Si A n’est pas inversible, soit P(X) =XQ(X) avec £7(0) / 0. 

On a M ,! = Ker(A 3 ) ©Ker(<2(A 3 )) et Ker(A 3 ) = Ker(AA) = Ker(A) done AQ(A 3 ) = 0 et A est encore (x 2 + 1)- 
diagonalisable. 

Contre-exemple pour la M-diagonalisabilite : prendre une rotation d’ angle 2k/ 3 dans le plan. 


Correction de l’exercice 3799 ▲ 


1. On se place dans une base propre pour u, soient U, V , W les matrices correspondantes avec U = diag(A, ). 

On doit done resoudre (A,- + A 7 ) Wjj = Vij d’oii l’existence, l’unicite et la symetrie de w. 

2. > A := matrix ([[4,1,1], [1 , 4 , -1] , [1,-1, 4]]); B := matrix( [[0,0, -1] , [0,0,1] , [-1,1,3]] ) ; 

> eigenvals (A) ; eigenvects (A) ; 

> P := transpose (matrix ([ [1 , 0, 1], [1, 1, 0],[-l, 1, 1]])); 

> A1 := evalm(P~ (-1)&*A&*P) ; B1 := evalm(P~ ( - 1 ) &*B&*P) ; 

> Cl := matrix(3,3); 

> for i from 1 to 3 do for j from 1 to 3 do Cl [i » j ] := B1 [i , j] / ( A1 [i , i] +A1 [j , j] ) od od; 

> C := evalm(P&*Cl&*P~ (-1) ) ; evalm(A&*C+C&*A-B) ; 

11 -11 —33^ 


=y C = 
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11 

33 


3. Si v est defini positif : on a (v(.r) | x) = 2 (u(x) \ w(x)) done si A est une valeur propre de w et r est un 


vecteur propre associe, on a A = > 0 d’ou w est defini positif. 


= 5(x)\x) 

2(u(x)\x] 

Cas w defini positif et v non positif : U = 


1 0 
0 2 


,W = 


1 

1 x 


,V = 


2 3 

3 4x + 4 


avec 0 < x < 


l 


Correction de l’exercice 3800 A 

1 . e’est un endomorphisme autoadjoint positif de determinant 1 . 

2. X"det^Y 4~ s * os ^j = det(id+Xs* os) = det(s* o (id + X^* os) os) = det(s* 05 +Xid). 

3. s* os est diagonalisable avec des valeurs propres (A;) reelles positives deux a deux inverses pour la meme 
multiplicite. P 2 (l) =IIiqqi(l+l;)(^l + |:j et (l+x)^l + ^ ^ 4 pour tout r > 0 avec egalite ssi r = 1 . 

Si P(l) = 2" alors toutes les valeurs propres de ,v* o .v valent I et .v* o <, est diagonalisable done .v* o .v = id 
et s est une symetrie orthogonale. La reciproque est immediate. 

4. Se ramener au cas A 4 = / puis calculer detA par pivotage. 


Correction de l’exercice 3801 ▲ 


1. Que e’est un espace prehilbertien. 

2 . g x (t) = min(f(l -x),x{\ -t)) 
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3. On note g ( - = g Xi : (gi, . . . , g n ) est libre par consideration des points anguleux, done engendre un espace 
vectoriel G de dimension n. Soit f £P '■ f = fo+fi avec /oGCet/i € G 1 . Alors cp(f) = <p(fo) + ||/i || 2 
done <p est minimale en / ssi <P| G est minimale en /o et f\ = 0. Desormais on suppose f\ = 0 et / £ G. 

L' application : 

u : G — >• M” , / i-b (/(xi /(>„)) = ((/ | gi),...,(/ | g„)) 

est un isomorphisme lineaire. Soit v l’endormophisme autoadjoint defini positif de M" (pour le produit 
scalaire canonique) tel que : V f £ M",(f | v(f)) = ||jA 1 (f)|| 2 . 

On a done en notant a = (oq, . . . ,a„) et /3 = (id + v) _1 (a) : 

V t e M", (p(ir l (t)) = (t | v(f)) + (t — a\t — a) 

= ( 1 1 (id + v)(t)) -2(t | a) + (a | a) 

= (t-j3 | (id + v)(t-j8)) + (a | a-/3). 

id + v est autoadjoint defini positif done le minimum de (0 est atteint pour f = (solution unique) 

et vaut (a \ a — /3). 


Correction de l’exercice 3802 A 

1. p est un projecteur orthogonal -o- p est un projecteur et p = p* <=> p* est un projecteur orthogonal. 

2. p et p* commutent done Ker p et Imp sont stables par p et par p*, d’ou p* Kerp = (p Kerp)* = OKerp et 
P*imp = (P|imp)* = idimp- Ainsi p = p* ce qui implique KerpAImp. 


Correction de l’exercice 3803 A 
1 . 

2. On a pour /,g £ £ : uov(f) = g -44 g est c €' 1 , g(0) = g'(l) = 0 et g" = — /. En particular uo v est injectif, 
0 n’est pas valeur propre de u o v. 

Pour A £ K* et / £ E on a u o v(/) = A/ si et seulement si / est de la forme x i-b cie ax + be~ ax avec 
a 2 = — 4-et a + b = aae a — bae~ a = 0. On obtient / / 0 en prenant a / 0, b = — a et a = /7r(j + &), 

k £ Z. Done Spec(«o v) = j ^ / +j , )2 , k £ Z j. 


Correction de l’exercice 3804 A 

1. u\-\ K Mp est l’endomorphisme autoadjoint associe a q\ H b#p. 

2. Im(Mi) H blm(n p ) D Im(ni H b u p ) = E et la somme des dimensions est egale a dimE done la 

somine des sous-espaces est directe. 

3. On a Ker(«i) = {x £ E tq x = U 2 {x)-\ b«p(x)} C \m{u 2 ~\ b u p ) = Im(« 2 )© - ■ ■©Im(n p ) et les deux 

termes extremes ont meme dimension, d’ou Ker(«i) = ImAo) © • • • ©Im(n p ). Comrne u\ est autoadjoint, 
Im(ni) A Ker(«i) ce qui prouve l’orthogonalite de la somme. De plus Im(wi) C Kerftqj pour j © I done 
q\ (x) = ||x|| 2 pour tout x £ Im(ni). En appliquant 1) a Im(wi) on obtient u\ (x) = x pour tout x £ Im(wi) 
ce qui prouve que u\ est un projecteur, et e’est un projecteur orthogonal car autoadjoint. 


Correction de l’exercice 3805 ▲ 

A = P l DP =>‘A = ( t PP)A{P~ u P - 1 ). 

S definie positive =b 3 P £ GL„(M) tq S = ‘PP, done { A = SAS =b r A = ' PM’P avec M = PAP -1 , d'oii 
r M = M est diagonale. 
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Correction de l’exercice 3806 ▲ 


Pour A symetrique reelle on a max(Sp(A)) = sup{(x | Ajc) /||jc|| 2 , a g M” \ { 0 } } done / est la borne superieure 
des fontions affines f i — >• ( (jc | Ax) +t(x \ Bxj)/\\x\ ’ lorsque x decrit M" \ {0}. En tant que sup de fonctions 
convexes, e’est une fonedon convexe. 


Correction de l’exercice 3807 A 

M = X , Y-Y , X. 

Soit Z 6 .M n ,\ (R) tq (7 + aM)Z = 0. Done Z G vect(X,F) : Z = AX + fiY . 
on remplace : 

f (1 -a'YX)?i - a'YYfJ. = 0 

\ +XXA + (1 +a‘YX)n = 0 

CNS a 2 ('XX t YY - {‘XY) 2 ) + 1/0. 


Correction de l’exercice 3808 A 

On a t AA- t CC = I n . 

Soit X tel que AX = 0. Done 'XX = - f (CX)(CX), done X = 0. 


Correction de l’exercice 3809 A 

A'A = ( a 2 + b 2 + c 2 + d 2 )I. 


Correction de l’exercice 3810 A 

trigonaliser A dans une base orthonormee. 


Correction de l’exercice 3811 ▲ 

h = f of* : h 2 = id et h / 0 h = id. 


Correction de l’exercice 3813 A 

a = b = ±c. 


Correction de l’exercice 3814 A 

Ils sont egaux (decomposer A en symetrique + antisymetrique). 


Correction de l’exercice 3815 ▲ 

1. spec(M) = {j,j 2 } => on prend comme base orthonormale a = et b = f(a ) + ^a) = 

2. M est une matrice de rotation ssi spec(M) cU\{±l}ouM = ±7. 

3. M est la matrice d’une application orthogonale ssi spec(M) cUetM est (a 2 + 1 ) -diagonalisable (alors 
M est M-semblable a une matrice diagonale par blocs dont les blocs sont des matrices de rotation). 



Correction de l’exercice 3817 ▲ 


1. Inegalite de Cauchy-Schwarz. 

2. II existe P orthogonale de meme taille que A telle que D = 1 PAP est diagonale positive. 

/P 0 , _ | 

— 1 r CP B 


Alors 


r P 0 
0 / 


U 


est nulle. Ainsi 


0 I 
f P 0 
0 I 


D f PC ^ 

t B ) est symetrique positive done si da = 0 alors la ligne i de 1 PC 


U' 


P 0 
0 / 


D 

0 


r PC 

0 


est, apres renumerotation eventuelle des lignes et 
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colonnes, de la forme U 



est diagonalisable : 


fl D'- { 

Vo I 


D' 

0 


^ ou D' est diagonale inversible et U' est semblable a U" . Enfin U" 
, ( I —D'~ l C'\ _ fD' 0 

Vo / ) ~ V 0 ° 


Correction de l’exercice 3818 ▲ 


1. Si ’UMV = D est diagonale alors 'MM = VD 2t V. Inversement, comme 'MM est symetrique definie 
positive, il existe D diagonale inversible et V orthogonale telles que 'MM = V D~'V . On pose M = UD'V 
ce qui definit U puisque D'V est inversible et on a VD 2 'V = 'MM = VD'UUD'V d’oii 'UU = I. 


2. M est limite de matrices Mk inversibles que l’on peut decomposer sous la forme A//. = UkDk'Vk avec Uk et 
Vk orthogonales et Dk diagonale. Comme 0(n) est compact on peut supposer, quitte a extraire des sous- 
suites, que les suites (Uk) et (Vk) convergent vers U . V orthogonales d’oii ' UMV = \im k UkM k Vk = 
lim^ /0a Dk = D diagonale. 




3. En diagonalisant 'MM on trouve V = 


V2 

0 

1 


'\f2 0 0 

— 77f | , D = | 0 0 | . Comme D n’est 

0 0 0, 


y 6 \/3 

\/6 j /3 

V \/2 V 6 \/3 

pas inversible il faut ruser pour trouver U. On donne des coefficients indetermines a U et on ecrit que 

a b +V 2 c 

'UMV = D ce qui donne U = ( —a — -jg —b—^ — c | avec a,b,c € M. On choisit alors a,b,c de 

b 


sorte que U e 0(3) d’oii, par exemple, c = Jj, a = — b = — et U = 


VO 


VI 


/ — L J_ X 

V6 V 2 1/3 

— 0 — — 

V6 V3 


Correction de l’exercice 3819 ▲ 

1. det(A) 2 = (-1)". 

2. A est (x 2 + 1 ) -diagonalisable (annulateur simple) et ses valeurs propres sont i, —i avec la meme multipli- 
cite (A est reelle). La matrice A' donnee a les memes proprietes done A et A' sont (x 2 + l)-semblables 
a la meme matrice diagonale, et done (x 2 + 1 ) -semblables l’une a 1’ autre. Comme la (x 2 + 1 ) -similitude 
entre matrices reelles est equivalente a la M-similitude (resultat bien connu), A et A' sont M-semblables. 

3. Soit e\ unitaire et e\ =Ae\. Alors e\ est unitaire et Ae' x = —e\ d’oii (e\ \e' l ) = (Ae \ \ Ae j) = — (e\ \ e\ ) = 0 
done (ei,e\) est une famille orthonormale. Si F\ est le sous-espace vectoriel engendre par (e\ .e\ ) alors 
F| est stable par A done on peut construire par recurrence une base orthonormale (tq . . . . , e n / 2 , e' ] . . . . ,e' n ^) 
telle que Ac,- = e\ et Ac- = — c,-. 


Correction de l’exercice 3820 ▲ 

On remplace A par A + b n I et B par B — b n I ce qui ne modifie pas C. Maintenant les valeurs propres de B sont 
positves done pour tou x £ (x 2 + 1)" on a (Ax | x) ^ (Cx | x). Soit (xi, . . . ,x„) une base orthonormale propre 
pour A et (yi, . . . , y„ ) une base orthonormale propre pour C. Si z £ vect(.xi, . . .x,-) alors (Az. \ z) V «,||z|| 2 et si 
z £ vect(y,-, . ..y n ) alors (Az \ z) ^ (Cz \ z) ^ c,-||z|| 2 . Or vect(xi, . . .x,-) et vect(y,-, . . .y n ) ont une intersection non 
triviale (la somme des dimensions est egale a n + 1) done il existe z 7^ 0 tel que n,||z|| 2 ^ c,-||z|| 2 d’ou ^ c,-. 


Correction de l’exercice 3821 ▲ 

1. Prendre A superieur ou egal a la plus petite des valeurs propres de — M. 

2. Surjectivite de (j) : I m <J> est un sous-espace vectoriel de contenant S+ + (M) done contenant vect(S+ + (M)) 
S n (M) d’apres la question precedente. On en deduit que (j) est un isomorphisme grace au theoreme du rang. 
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Si M G S f \ (M) alors M = 1 i m /? rCa (M + I n / p) done M G S,i + (W). Reciproquement, si M G .S’,1 + (M) alors 
M = lim p _ ) .oo(Mp) avec M definie positive, done pour tout x G R" on a 'i/Wi = lim ; , ^(’xMpx) ^ 0, 
e’est-a-dire M G S+(R). Ainsi : S,j" + (M) = S( t (M) . Comme 0 est continue (car lineaire en dimension 
finie) on en deduit 0(S.t(M)) C S+(R). De plus, 0(S.t + (M)) = S.t + (M) =>• S.t + (M) = 0 _1 (S , .t + (M)) done 
par continuity de 0’ 1 : 0~ ! (S+(M)) C S+(R), d’oii S+(R) C 0(S+(R)). 

3. Soit M G S 2 (R) de valeurs propres a, ft avec a G5 ft, et soient a' ^ ft ' les valeurs propres de ( p(M). Pour tout 
A > b on a M + Xh G S^ + (M) done 0(M) + A/ 2 G S^~ + (R) e’est-a-dire A > b' . Ceci prouve que ft' ^ b et 
on montre Legality en considerant 0 1 . De meme, en considerant — M on montre que a’ = a. Finalement 
Xm = (X-a)(X-b) = X<j>(M)- De plus, det(M) = ab = det(0(M)). 

Remarque : soient A = (qq),R = (o ?)> C = (j g), et A' = 0(A), B' = 0(B), C' = 0(C). On sait que 
A' est orthodiagonalisable avec pour valeurs propres 0 et 1, done il existe P G 0(2) telle que A' = ’PAP. 
A! + B' = 0(/ 2 ) = I 2 d’ou B’ =I 2 - A 1 = ’PBP. Posons C’ = ‘P(“ V W )P. 0 = tr(C) = tr(C') =u + w e t 
— 1 = det(C) = det(C') = uw — v 2 done w = —u et u 2 + v 2 = 1. De plus, — 1 = det(A + C) = — u — u 2 — v 2 
d’ou u = 0 et v = ±1. 

Si v = 1 alors C' = ' PCP et par linearite, 0(M) = ’PMP pour toute M G S 2 (R). Si v = — 1 on trouve de 
meme 0(M) = ’QMQ avec Q = P ) G 0(2). Reciproquement, toute aplication de la forme M h > 
’PMP avec P G 0(2) verifie les hypotheses de la question. Les fonctions 0 lineaires verifiant la seule 
condition 0(S'^ + (M)) = .S’^ + (M) sont les fonctions de la forme M i-g ' PMP avec P G GL 2 (M) (ecrire 
0(/ 2 ) = ’TT puis considererMi-G 'r _1 0(M)r _1 ). 

Generalisation en dimension quelconque ? 


Correction de l’exercice 3822 ▲ 

M = (’MM)- 2 est symetrique definie positive, done diagonalisable en base orthonormale. En examinant la 
forme diagonale on trouve M = I. 


Correction de l’exercice 3825 ▲ 

!• (/(*) 1 30 = I *) et (/(**) I y) = ~(f(y) I **)• 

2 . 

3. 


Correction de 1’exercice 3827 ▲ 


fl= 20_3Mft = 2«_12 *_| + l«)_ 


240 12 


160 


tt- 


7T 


7T 


7T" 


1280 

7T 5 


Correction de l’exercice 3828 ▲ 


Correction de l’exercice 3832 A 
1. 

2 . 

3. 

4. 


Correction de l’exercice 3834 ▲ 
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1 . 

2 . 


3. a = 



Correction de l’exercice 3835 ▲ 

1 . 

2. Soit Pa = Qn ■ Par IPP on obtient Qo est orthogonal a la famille ( jX' 1 — X 1 ) ; >i qui est une base de M[Xl 

donee, ) = 0 = ? oe,/,Srt%W</^V 


Correction de l’exercice 3836 A 

/ = cste. 


Correction de l’exercice 3838 A 

Soit 38 une base orthonormee de E ct P la matrice de passage de 38 a (?;). 
Le premier membre vaut f XPG^ u PX = 'XX. 


Correction de l’exercice 3840 A 

1 . 

2 . 

3. Soit g £ H non nulle. Les formes lineaires : / i-)- Jq / 2 f ct f ^ J (| ' fg sont nulles sur H, done propor- 
tionnelles, ce qui est impossible pour g continue. 


Correction de l’exercice 3841 ▲ 

1. u ^ 0 et ir x (0) est d’interieur vide. 

2. II existe a,/3 > 0 tels que a« ^ v ^ /5u. 


Correction de l’exercice 3842 ▲ 

1. (fl„) est partout dense. 

2 . 

3. 

4. Si les a n sont distincts, on choisit pour tout n une fonction /„ comprise entre 0 et 1 valant altemativement 
1 et — 1 en ao, ■ ■ ■ ,a n . Alors la suite (/„) est de Cauchy mais ne converge pas car si f n — > / alors f 2 = 1, 
absurde. 


Correction de l’exercice 3843 A 

v/1-|(m| v)| 2 = d(v, ( JC 2 + 1) M ) < d(v, ( Jt 2 + l) w ) + |(v I w)\d(w, {. x 2 + 1) M ). 


Correction de l’exercice 3844 ▲ 

1. A = UT f U ^AA = UTTT est semblable a TT. 
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2 . AA est a valeurs propres positives distinctes. Soit U unitaire trigonalisant AA et T = U l A'U 1 . Done TT 
est triangulaire superieure a valeurs propres reelles distinctes. On montre que ceci implique T triangulaire 
superieure par recurrence sur n. 

T=( t X \^TT= ( \ t \ 2+X X tX_+XZ\ = /reel * \ 

\Y Z) \tY + ZY YX+ZZJ \ 0 tr.sup a vp reelles/ ' 

Done XY = XY et ZF = -tY, d’ou (YX-X 7 l)Y = 0 = (ZZ-\t\ 2 I)Y. 

Par hypothese YX + ZZ — ( |?| 2 +XY)I est inversible done Y = 0 et on est ramene au cas n — 1 . 

3 . AA est a valeurs propres positives : ? ? ? 

Solution de Pierre Fevrier (MP* Neuilly sur Seine) : 

lemme : Si A e Sp(AA) alors il existe W / 0 et a G M tels que AW = aW et a 2 = X. 

Soit V E Ex (AA) , V 7^ 0 . Si AV = —\/XV on a le resultat voulu, sinon on pose W = AV + VX V. On a 
alors : 

AW = AAF + sTkAV = X 7 + VXAV = VXW 


On peut s’ arranger pour que le vecteur precedent soit unitaire et construire JJ matrice unitaire de premiere 
colonne W . 



/ a 

X X x\ 


/ a 2 

y y y\ 


0 



0 


On a alors { UAU = 



, puis r UAAU = 





B 


BB 


\o 

/ 


u 

/ 


recurrence. 


On en deduit le resultat par 


Correction de l’exercice 3856 ▲ 

1 . f(x) —x change de signe entre 0 et 1 . 

2 . Sinon / — g est de signe constant, par exemple positif. Si a est le plus grand point fixe de / alors g(a) > a 
et g(a) est aussi point fixe de /, absurde. 


Correction de l’exercice 3858 ▲ 

En posant b = f(a) on a (f(a) — a) + (f(b) — b) = 0 done x 1 — > f(x) — x s’annule entre a et b. De meme, s’il 

existe k £ |||* et a G M tels que f k (a) = a alors (f(a) — a) + ( f 2 (a ) — f (a)) -\ b ( f k (a ) — f k ~ l (a)) = 0 done 

f(x) —x s’annule entre min(a,/(a), . . . ,f k ~ 1 (a)) et max(a,/(fl r ), . . . ,f k ~ l (a)). 


Correction de l’exercice 3861 A 

1 . Soit a e M tel que / est discontinue en a. II existe une suite a n telle que a n — > a et | f(a„) — f(a)\ ^ E. 
Alors f(a) ± e a une infinite d’ antecedents. 

2 . 


Correction de l’exercice 3869 A 

Si / n’est pas identiquement nulle, alors /( 0 ) = ±1 et / est paire, de signe constant. 

2 J2 

Par recurrence, V ||. f(px) = ±f p ~ (x) =Y par densite, f(x) = ±A A '. 


Correction de l’exercice 3870 A 

co(8) — > 0 AA f (lorsque 8 — > 0 + ) est uniformement continue. 

Continuite en 8 > 0 : on remarque que to est croissante done (o(8~ ) et m( 5 + ) existent et encadrent a (8). 
Si 8 n — > 8 (lorsque n H> °o), soient x n , y n tels que (o(8 n ) = \f(x n ) — /(>’„) et \x„ — y„ \ A, 8 n . On extrait de 
(x n ,y n ) une suite convergente vers (x,y) avec \x — y\ ^ 8 et \f(x) — f(y)\ = <o(8 + ) d’ou 0 )( 5 + ) ^ <o(8) puis 

On a aussi (0(8) = sup{|/(x) — f(y)\ tq \x—y\ < 5 } ^ o>(8~) d’ou w( 5 _ ) = cu(8). 
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Correction de l’exercice 3871 ▲ 

/ admet des points fixes car l’application x H > f (x) —x change de signe entre 0 et 1. Si E est l’ensemble des 
points fixes de / alors E est stable par g done f — g a des signes opposes en min (is) et max (Is). 


Correction de l’exercice 3872 A 

1. Non. Si <p est lipschitzienne alors (p(x) = 0(||x||) lorsque ||x|| tend vers l’infini, done toute fonction / 
a decroissance suffisament rapide vers — °o n’est pas minorable par une fonction lipschitzienne. Contre- 
exemple explicite : /(x) = — ||x|| 2 . 

2. CNS : x i — y f(x) + &||x|| est minoree. 

3. On pose <p(x) = sup{g(x), g ^-lipschitzienne minorant /}. II suffit de verifier que (p est ^-lipschitzienne, 
ce sera alors la plus grande fonction ^-lipschitzienne minorant /. Soient x,y <G M", e > 0 et g x ,g y des 
fonctions fc-lipschitziennes minorant / telles que g y (x) / <p(x) ^ g x (x) + £ et g x (y) ^ (p(y) ^ g y (y ) + £. 
On a : 


<p(y) ^g y {y) + £ ^g y {x)+k\\x-y\\ + £ < <p(x)+fc||x-;y|| +e, 
(p(y) > gx(y ) > g x (x) - k\\x - y\\ ^ <p(x)-^||x-v|| -£. 


Done |<p(x) — <p(y)| ^ k\\x — y|| +e et on fait tendre e vers 0 + . 


Correction de l’exercice 3873 A 

Soit pour x > 0, £(x) = lim„_ >+ oo/(?i.x). On a l(kx) = £(x) pour tout k £ |||* d’oii aussi pour tout k £ Q + *. 
Montrons alors que /(x) — y £( I ) lorsque x — > +°o ; soit £ > 0 et 5 associe dans la definition de I’ uni tonne 
continuite de /. On choisit un rationnel a £ ]0, 5[ et un entier N tel que | f(na) — £(1)1 = \f(na) — 1(a ) | ^ £ 
pour tout n ^ N. Alors |/(x) — £(1)| ^ 2e pour tout x ^ Na. 


Correction de l’exercice 3883 A 

a = inf(A) => f(a + ) ^ a et /(a - ) ^ a. 


Correction de l’exercice 3884 A 

Supposons qu'il existe a,b £ M avec a < b et f(b) < f(a). On note E = {x £ [a,b\ tq /(x) < f(a)} et c = inf (Is). 
On acE£'etc>a par hypothese et done /(c) = lim v ^ c - f(x) ^ f(a), absurde. 


Correction de l’exercice 3885 ▲ 

Injectivite evidente. 

Monotonie : pour a <b <c ona.\a — b\ <\a — c\&t\c — b\<\c — a\ d’ou les memes inegalitespour/(a),/(5),/(c) 
ce qui prouve que f(b) est strictement compris entre f(a) et /(c). 

Continuite : soit a £ M, 5 >0 , x = a — 8, y = a + 8 et z = a — 4 8. On a 28 = |x — y \ < |x — z| = 35 done 
I/O) -/(»l < l/0)-/0)l et en faisant tendre 5 vers 0+ : \f(a~)-f(a + )\ ^ \f (a~) -f(a~)\ =0. 

Affine : soient x £ M, li > 0, z = x + h et x — h < y < x. On a \f(x) — f(y) \ < \ f(x) — /(x + h) | d’ou en faisant 
tendrey vers (x — h) + : |/(x) — f(x — h)\ / |/(x) — /(x + /i)|. On obtient l’inegalite inverse en permutant y et z, 
done /(x — h) et f(x+h) sont equidistants de /(x) et, par injectivite de / : /(x) = E x ^ h ' l +f(- x+h 'i ce q U j permet 
de conclure avec la continuite de /. 


Correction de l’exercice 3888 A 

1. Etudier les logs. 
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2. Idem. 


Correction de l’exercice 3889 A 

/'(*) _ C I b 

f(x ) (H-flx)ln(H-fluc) (1+fot) ln(l+fejc) * 

Pour x ^ 0 fixe, la fonction f i — > (i+f T )in(i+o-) cst dccroissantc. 


Correction de l’exercice 3892 ▲ 


1. Oui ssi |a| > \b\. 

2. Oui ssi |a| < \b\. 


Correction de l’exercice 3893 A 

ch(nx/2) sh((n+l)x/2) 

sh(x/2) 


Correction de l’exercice 3894 ▲ 

x = — |a. 


Correction de l’exercice 3895 ▲ 

2coth2x— p 


Correction de l’exercice 3896 A 

coth \ — 1. 


Correction de l’exercice 3898 ▲ 


Poser X = e x ,Y = e y 


XY=*&. 


II y a des solutions si et seulement si a ^ VW+4. 


Correction de l’exercice 3900 ▲ 

= x + In V2. 


Correction de I’exercice 3901 


x = 


5 

4- 


A 


Correction de I’exercice 3902 A 


1. F(x) = argsh 

2. F W = il„ 


2x+l \ 

y/l r 

\fl-2x - 1 
\/5+2*+l 


Correction de l’exercice 3903 A 

1. Etude dex^ (f) x + ■ ■ • + (^)*. 

2. jc a > Xfc. 

3. — > l. Si t > 0, a a “ — »■ +°°, mais a x “ H b — )• flf H b 

Done £ = 0, et Inn — > In p. 
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Correction de l’exercice 3904 ▲ 

1. Pour jc= 1 on a fof(y) = yf( 1) done / est injective et pour y = 1 : /(jc/(1)) = f(x ) d’oii /( 1) = 1. 

2- f(xy) = f(xf(f(y))) = f(y)f{x). 

Pour 0 < x < 1 on a f(x n ) = f{x)" — > +°° (lorsque n — y oo) done fix) > 1 ce qui entraine par morphisme 
la decroissance de /. Enfin / est monotone et /(]0, +°°[) = ]0, +°o[ done / n’a pas de saut et est continue. 

3. En tant que morphisme continu, / est de la forme x^x a avec a E M et l’involutivite et la decroissance 
donnent a = — 1 . 


Correction de l’exercice 3905 ▲ 


1. 4cos (0 — yj) = 2 <^=^> 0 = ± j + -pj(mod27r). 

2. sin0 H bsin40 = 2 sin 0 cos 0(4 cos 1 2 0 +2 cos 0 — 1) = 4sin(50/2)cos0cos(0/2) 

4cos 2 0 +2cos 0 — 1=0 cos 0 = = cos(27r/5) ou cos 0 = — v ^ +1 = sin(2?r /5) 

=$■ modulo 2k, 0 e {0,k,k/2,3k/2,2k/5,4k/5,6k/5,?>k/5}. 

3. cos0E j — 4=>- 0 = ±^(mod27r) ou 0 = |(modf ). 

4. 2sin(30/2)sin(0/2) =2sin(30/2)cos(30/2) 0 = 0(mod ou 0 = |(mod7r) ou 0 = ^(mod27r). 

5. 2cos40cos30 = cos40 0 = |(mod |) ou 0 = ±|(mod =y). 

6. 2cos70cos50 = \/3cos50 <t=>- 0 = y^(mod|) ou 0 = ±|^(mod=^). 

7. 0 = Omod | ou 0 = ±-^(mod |). 

8. cos 3 0sin30 +cos30sin 3 0 = |sin40 => 0 = |(mod^). 

9. 0 = O(mod§). 

10. sin0 = 2 0 = !(mod27r) ou 0 = ^(mod27r). 


11 . 0 = 0,±arctanv / 5(mods:). 

12 . cos 2 0 — sin 2 0 = cos 0 sin 0 (cos 0 + sin 0 ). 
cos0 + sin0=O 0 = — |(mod 7 r). 

cos 0 — sin 0 = cos 0 sin 0 =>- (cos 0 sin 0) 2 + 2 cos 0 sin 0 = 1 => 

Les valeurs trouvees conviennent. 

13. tan* = tan y = 2. 


COS0= 

sind= V2^V2±l 


Correction de l’exercice 3906 ▲ 

1. — ^ < 0(mod27r) < |. 

2. 2 a < 0(mod27r) < 2k avec 


cos a = 2/y/~5 
sin a = l/-\/5. 


Correction de l’exercice 3908 ▲ 


1 . 1 — cos a = 2 sin “ cos 

cos /3 + cos 7 = 2 sin “ cos 

2 . = 1 . 
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Correction de l’exercice 3910 ▲ 


tan/? — = 

tan((«+l)0)— tan0 


sin0 


Sn = 


si sin 0 V 0 
si 0 = O(mod27r) 


—n si 9 = 7r(mod27r). 


Correction de l’exercice 3911 ▲ 

lineariser : £ = \ (3" sin ^ — sin a) . 


Correction de l’exercice 3912 A 

cotan * — 2cotan2* = tan*, £ = ^cotan|t _ 2cotan2a. 


Correction de l’exercice 3913 ▲ 

n 7T . 1 1 2 cos 20 1 

7 ‘ sin0 sin30 sin30 sin20* 


Correction de l’exercice 3914 ▲ 


arcsine = arctan 


Vi- 


Correction de l’exercice 3915 ▲ 

arctann + arctan b = arctan (mod n). 


Correction de l’exercice 3916 A 

r _ V8-VI5 

a — 12 


Correction de l’exercice 3917 ▲ 

cos4* = — sin* =4>* = ^ (mod^y)ou*=| (mod ^f). Done * = 


Correction de l’exercice 3918 ▲ 

1. x > — 1 =^= | — arctan.*, * < — 1 =>= — ^ — arctan*. 

2. =J r arccos*. 

3. — 1 ^ =>= arcsin*+ ^ 1 =>= arcsin*— |. 

A — — 

' " 4 * 

5. /(*) = 0 pour * e] — 0[ ; 

/(*) = 7i pour * e]0, 1 [ ; 

/(*) = 0 pour * €] 1, +°°[. 


Correction de l’exercice 3919 ▲ 



I VL 

2 ’ 2 ’ 


/(*) = \ — x 2 — *y / 3v / 1 — * 2 . 


Correction de l’exercice 3920 ▲ 
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cos(3arctanx) = 


cos 



Correction de l’exercice 3921 ▲ 

/(a) = 0 pourA e]0, jt/2[ ; f(x) = 2x — iz pourA E]7r/2,7r[ ; f(x) = 2>n — 2x pour a E]7T,37r/2[ ; /(a) = 0 pour 
x e]3jt/2,2[. 


Correction de l’exercice 3922 ▲ 

f(x) = — 8arctanx — 2 n pour a E] — °°, — 1 [, solution — \/3 ; 
f(x) = —4 arctanA pour iE]-l,0[, solution — 1 / x/3 ; 
f(x) = 4 arctanA pour x E]0, 1 [, solution 1 / y/3 ; 

/(a) = 2 n pour a e] !,+<»[. 


Correction de l’exercice 3923 A 

/(a) =a + 7t/4 pourA e] — n,—n/ 2[; 
/(a) = — 7t/4 pourA e] — n/2,n/2 [ ; 
/(a) = x — 3n/4 pourA e]jt/2, jt[. 


Correction de l’exercice 3924 ▲ 



Correction de l’exercice 3925 ▲ 


2. x = ±ly/2. 

3. a E ] — °°, — 1 [u]0, +<»[. 

4. a 3 — 3a 2 — 12a + 10 = 0=^a = 5,— 1 ± y/3. Seule la solution a = 5 convient. 


Correction de l’exercice 3928 ▲ 

sin(2g(x)) = sin (/(a)). 

/(a) = —n — 2g{x) pourA e] — °°,sina — cosa[; 
/(a) = 2g(x) pourA E]sinn — cosa,sina + cosfl[; 
/(a) = K — 2g(x) pour a E] sina + cos a, 


Correction de l’exercice 3934 ▲ 

Contre-exemple : /(f) = t 2 si t ^ 0 et /(f) = — f 2 si t < 0. 


Correction de l’exercice 3939 ▲ 

Poser g(x) = J t x = of 2 (t)dt. On obtient (g 3 )'(x) -> 3£ 2 lorsque a — > +°°, ce qui implique (classiquement) que 



Correction de l’exercice 3943 ▲ 


TAF => l = s/2. 


Correction de l’exercice 3949 ▲ 


Deriver par rapport a a puis par rapport a b. 
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Correction de l’exercice 3953 ▲ 


1. 

2. /W(l) =2"n!,/W(-l) = (— 2)”n!. 

3. 


Correction de I’exercice 3957 

7 ( 0 ) 

2 ‘ 


▲ 


Correction de l’exercice 3959 ▲ 

/ = id- 


Correction de l’exercice 3962 ▲ 

1. AF => 3 w(x) compris entre u(x) et v(x) tel que ^5rr = vnA 1 — >• 

2. u v - v u = ( u v - v v ) + (v v -v u ) = (; u - v){vw\~ l - (lnv)v H ’ 2 ) 
u“ — V v = (u — v)w3 V3 (1 +I 1 IW 2 ) 


Correction de l’exercice 3963 A 

1. 

2. Pour k ^ 0, la suite (u n ) est croissante et In u n ^ 

Pour k < 0, (u 2 n ) decroit et converge, et M 2 «+i ~ M 2 «- 


Correction de l’exercice 3965 ▲ 

(1 +x 2 ) /•(«+ 1 ) + inxf^+nin - 1 j/^ 1 ) = 0 pour n > 1 . 
g(" + i ' = 3 x 2 g( n ' > + 6njeg(" _1 ) + 3 n{n — 1)7"~ 2 ' pour n ^ 0. 


Correction de l’exercice 3966 ▲ 

(— 1 ) n e~ x (x i + (2 — 3n)x 2 + (3 n 2 — 7/i)x+ (— n 3 + 5» 2 — 4/2 — 5)). 


Correction de l’exercice 3967 ▲ 

/M(jc) = 2V v ^sin(x + 22 f). 


Correction de l’exercice 3968 A 

^(^(l-*)»)=E2 =0 n!(C*) 2 (- 1 )»-V-*(l-^)* 

coefficient dex" = (-l)"n! L£ =0 (C*) 2 = (- 1 )" A 2 !„• 


Correction de I’exercice 3969 


t 5 


y^exp(l/t). 


▲ 


Correction de l’exercice 3970 ▲ 
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1 . dn+l,k ®n,k— i _ l _ 2 ( 2 & n)a, hk . 

9 n\ 

— (n—k)l (2k— n ) ! ' 


Correction de l’exercice 3975 ▲ 

1. Au point d’abscisse a tq lna = + 1 pour c €, et a' = aa pour c 6" . 

2. Centre = (0, , rapport = a. 


Correction de l’exercice 3976 ▲ 

Si / change de signe, soit par exemple f(a) > 0, f(b ) < 0, a < b et c = sup{x tq /j[ a x ] est croissante}. Alors / 
est croissante sur [a,c\ et /(c) = 0, contradiction. 


Correction de l’exercice 3977 ▲ 

Si Ton pose F(x) = J t x =0 e f ~ dt, on constate que a(x) = F _1 (l + F(x)) ce qui prouve l’existence, l’unicite et 
le caractere c &°° de a. Pour la symetrie, il faut montrer que a(—a(x)) = — x soit // r alxj e' dt = 1 ce qui est 
immediat. 


Correction de l’exercice 3978 ▲ 

Toute fonction lineaire <p : jc t — >- ax convient. Reciproquement, si (p est solution alors <p(0) = 0. On note a = (p'( 0) 
et y/(x) = (p(x) — ax : y est egalement solution et i//(0) = 0. Si x € M et n G ||| alors yr(jc) = 2 n \\f{x/2 n ) — > 0 
lorsque n — > oo, d’oii y/ = 0 et tp(x) = ax. 


Correction de l’exercice 3979 ▲ 

1. m = li #, c = 

2 . 

3. 

4. / et f ont des limites nulles en 0 + et infinies en +°o done f(x) = o x ^o+(x) et x = o x ^ +oa {f(x)), ce 
qui implique que f(x) —x s’annule sur ]0,+°°[. S’il y a deux points fixes, a < b, alors par le thm. des 
accroissements finis P equation /'(x) = 1 admet une solution dans ]0,a[ et une dans ]a,b[, en contradiction 
avec la bijectivite de f = /' 1 . 

5. On note a le point fixe de /, b celui de g et on suppose a / b, par exemple a < b. On a g(x) < x pour 
x 6 ]0,6[ done g(a) < a = f(a). Par consequent g(x) < x ^ /(x) si x G [a,b [ ; soit ]c,b[ le plus grand 
intervalle sur lequel g(x) <f(x). OnaO ^ c < a, g(c + ) = f(c + ) ^ c et /, g sont strictement croissantes, 
done g~ l (x) > f~ x {x) pour x G ]c,b[. Ainsi g — f est strictement croissante sur ]c,b[ a une limite nulle 
en c + et est negative en b, e’est absurde. 

Remarque : le point fixe est le nombre d’or m. De plus, si / et g sont deux elements de E distincts alors 
f — g n’est de signe constant sur aucun voisinage de m~ (meme demonstration). 


Correction de l’exercice 3980 A 

On a / ^ 0 done / est decroissante sur M, et en particulier elle admet des limites finies, a et b en — °° et +°° 
avec — 1 1. 

Supposons a > 0 : soit a E ]0,a[. II existe xq G R tel que V x ^ xo, f(x) ^ a — a > 0, d’oii f(x) ^ — 1 + 
\J a — a < 0. Ceci est incompatible avec le caractere borne de /, done on a en fait a / 0. On montre de meme 
que b^ 0 et comme b ^ a, on a finalement a = b = 0. 


Correction de l’exercice 3982 ▲ 
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yvy n 


yi = 


Xj 

Xi+\ 






yH — Kvn 

n 


Correction de l’exercice 3988 ▲ 


1 . 

2 , /(x)->£eR, /(x)->0. 

TAF entre x et x/2 => 2 (/(x) — f (|)) ^ x/'(x) ^ 0 => xf'(x) 0. 


Correction de l’exercice 3994 ▲ 

1. Fonction decroissante sur M + . 

2. f(x) -xf(x) = -x 2 f x ^y Done, x ^ ^ \ et x ^ ^ 

3. p ^ f{x) — mx ^ f(x) — xf (x) . 


Correction de 1’exercice 3995 ▲ 


1. Soientx<j:£(^>^^^^^^+/(0)(i-i). 

2. Pour x < y : /(x+y) ^ f/(x) + (1 -t)fiy) avec t = ^< 0, 

done /(x+y) -/(x) -/(>’) ^ < 0. 


Correction de l’exercice 3999 A 

1. 

2. Prendre x tel que /(x) soit maximal. 

3. 

4. 


Correction de l’exercice 4000 ▲ 


Pour fl 0 : |/(ao + /?) -/(+ o) - |ft| 




|/l| 

T* 


Correction de l’exercice 4003 ▲ 

Soit Fix) = x 2 + xG(x). On a pour h > 0 : /(x) ^ F(\+xh)-F(x) _ 2 X + xh + G P+- x/ 0~ G M q_ G(x + xh). Soit 
£ > 0 et A tel que y ^ A =>• |G(y)| ^ £ 2 . On prend li = e/y^c et on obtient /(x) — 2x — £^/x ^ £^/x + £ 2 d’oii 
/(x) + 2x + o(- v /x). L’inegalite inverse se montre de meme. 


Correction de l’exercice 4004 ▲ 

f'ia)f"’ia)-f"ia)\ 


Correction de l’exercice 4007 ▲ 

1 . Formule de Taylor Lagrange entre \ et 0. 

2. Sinon, la fonction g : x i-y /(x) — (1 — 2x)” est monotone sur [0, j] et nulle en 0 et done identiquement 

nulle. Impossible car f 0. 


Correction de l’exercice 4008 ▲ 
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1. Formule de Taylor pour / et f =>• A = 1/180. 

2 . 


Correction de l’exercice 4009 ▲ 

1. Formule de Taylor pour calculer /(a) et f{b) a partir de fix). 

2. Etudier f{x ) — /(a) — (jc — a)f{a) ±M(x — a) 2 / 2. 


Correction de l’exercice 4010 ▲ 

Appliquer la formule de Taylor a l’ordre 2 de x a a et de x a —a. 


Correction de l’exercice 4011 ▲ 

/ W (a + Ji6 h ) = /W ( a ) + (a + Q'h) = / W (a) + ^ T / ( " +1) (a + 0"A). 


Correction de l’exercice 4013 ▲ 

1 . f(x + h) = f(x)+hf (x) + #f»{x+dh) f{x) = f x+h ]-M - Iifi x+ eh). 

2. h = => |/'| ^ 


Correction de l’exercice 4014 ▲ 

1. =/(*+y) + £(M-/'(z)). 

2. A^0. 

3. yff est affine. 


Correction de l’exercice 4016 ▲ 

Soit £ > 0 : fix + ex) = fix) + £xf(x) + e Y fix + £dx)^ xffx) = /(*+«)-/(*) _ f^fix + eOx). 


Correction de l’exercice 4017 ▲ 

Si Q = Pof alors Q' = f x iP' of) a autant de racines que P' d’ou p = q, f(yi) = Xi et Qiyf) = / 5 (x i -). De plus, 
au voisinage de y; : 

Hy-yi) ni ~ Q'(y)=f'(y) xP’ifiy)) ~/(y,0 * *■(/(?) -*,r - 

d’ou rrii = 

Reciproquement, si p = <7, P(jt;) = <2(y;) et m; = n,- alors en posant ao = yo = — et x p + 1 = y p+ i = +°o, P induit 
un 1 -diffeomorphisme de ]a/,a'/ + i [ sur P(]x,-,x,- + i[) = <2(]x,,x/ + i [) (les limites de P et Q en +00 sont egales 
a +00 vu les coefficients dominants de P et Q ; celles en — °o s’en deduisent en comptant les changements de 
signe pour P' ou pour Q' et on trouve le meme compte puisque m, = rij). On note /, la fonction reciproque de 
P\] XuXli 1 [ et / definie par f(y) = ffQ(y)) si y- t < y < y,- + i et /'(>>/) = x-,. f ainsi definie est strictement croissante, 
de classe 2? 1 a derivee non nulle sauf peut-etre aux y,\ et Pof = Q. Reste a etudier le caractere 2? 1 en y, et a 
verifier que f (yf f 0. 

Au voisinage de y t , par integration des DL de P et Q on a : 

-rf-ly-yy*" 1 ~ Qiy) - Q(y<) = P(f(y)) -P(f(y,)) ~ ff- (f(y) -f(y, ))'+"" 

1 + m/ 1 + m\ 
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d’ou 




y-yi 


. 


lorsque y — > v;, car les taux d’accroissement de / sont positifs. Ceci prouve que 


/ est derivable en v ( - et /'(y,-) = ( ^ j 




/ 0. Enfin on a, lorsque y —>yi : 


/M = E7 






A; / A; \ 1 + m -) 


^(/(y)) Mi(/(y)-/(y«))" 


Hi VjU, 


A; \ 1 /( 1 + m 0 

Hi' 


et done / est ^ en 37 ;. 


Correction de l’exercice 4019 ▲ 

C 1 /3(1 + ^2 +o( ^3 ) )_ 


Correction de l’exercice 4024 ▲ 

ESU 0=^=3 n=t«*- 


Correction de l’exercice 4025 ▲ 



Correction de l’exercice 4026 ▲ 

ILi/(jf) ^ lorsque 7i oo. (utiliser |/(x) -x/'(0)| ^ ± sup |/"(f)| pour 0 s: x sC l) 


Correction de l’exercice 4027 ▲ 


1. y 

2. v 

3. j 

4. 37 

5. 37 

6. j 


1 4 . * _ *L 
1 i- 2 8 ■ 


x 1 7x 3 
« ' 360 ‘ 


_x _ 17x3 
6 360 ‘ 

e 3 (l — 4x+ 16x 2 ). 

1 ^ 3 45 ‘ 


V2(i + t-S 


Correction de l’exercice 4028 A 

h^k^g^f. 


Correction de l’exercice 4029 A 

1. y=x+\-±. 

2. y=x+\ + ^. 

3. J = 2x-A 

4. 37 =? + f + l-£. 

5. 3i = ^ + |_l + 2Zlzi. 

6. y=f + n-\ + ^. 
l. y = x+\-!~ x . 


Correction de l’exercice 4030 ▲ 
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1 . 



Correction de l’exercice 4032 ▲ 



Correction de l’exercice 4033 ▲ 



Correction de l’exercice 4037 A 

1. Notons /„ l’intervalle ]n7l — §,/i7T+ f [. Alors sur chaque /„ la fonction definie par fix) = tanx — x est un 
fonction continue et derivable. De plus f (x) = 1 + tan 1 2 3 x — 1 = tan 2 x. La derivee est strictement positive 
sauf en un point ou elle est nulle et ainsi la fonction / est strictement croissante sur /„. La limite a gauche 
est — °o et la limite a droite est +°o. Par le theoreme des valeurs intermediaries il existe un unique x n E /„ 
tel que f(x n ) = 0 c’est-a-dire tanx„ = x n . 

2. x H > arctanx est la bijection reciproque de la restriction de la tangente tan| :] — | , + f [h>] — °o. +oo [. Sur 

ces intervalles on a bien tanx = y x = arctany. Mais si y — f , +f [ il faut d’abord se ramener 
dans l'intervalle ] — + | [. 

Ainsi x n E I n done x„ — nK E] — f , + f [. Maintenant x„ = tan(x„) = tan(x„ — iik). 

Done arctanx,, = arctan ( tan(x„ — Ml)) = x n — Ml. Ainsi 


x n = arctan x n +rm. 


L'crrcur classique est de penser que arctan ('tanx) = x. Ce qui n’est vrai que pour x £.} — f j+f [ ! 


3. Comme x n E /„ alors x„ — > +oo lorsque n — > +oo. 

On sait par ailleurs que pour x > 0 on a arctanx + arctan \ = \- Ainsi arctanx,, = | — arctan 
Lorsque n tend vers +°o alors - — > 0 done arctan - — > 0. 

x n x n 

Ainsi 



4. On va utiliser le dl obtenu precedemment pour obtenir un dl a un ordre plus grand : 


x„ = mi + arctanx,, 
71 


1 


= Ml + — — arctan — 


n 


1 



2 1171 ^ -f- o(l ) 



419 


Ainsi en +°° on a le developpement : 


x n 


% 1 

= nn+-- — + 
2 n7C 



Correction de l’exercice 4038 A 

1. f n (x) =0 cotanx = «.r. 

2 . 0 . 

3. x n tan x n = 

4 - 1 


Correction de l’exercice 4039 ▲ 

1. 

2. (a) 

(b) a ~ e~ b a\nb — > 0 => b a — > 1. 


Correction de l’exercice 4040 ▲ 


Existence et unicite de x n par etude de / sur [3,+°°[ (pour x ^ 3 on ne peut pas avoir 0 < /M < !)■ On a 
facilement x n — >• +°o lorsque n — y 


In [x n ~ 2) = (l - £) ln(x„) => ln(l - ^ 


_ in^n) Xn in(.r„) ~ In =>• x n ~ 


2/7 

ln/i 


Correction de l’exercice 4041 ▲ 


Correction de l’exercice 4042 ▲ 


Existence et unicite de x n par etude de la fonction xi->-e x +x sur M + . On a clairement x„ — >• +°° (lorsque n — )• °o) 
et n = e x,i +x n d’oii : 


\nn = \n(e Xn +x n ) =x n + \n(\+x n e Xn ) =x n +x n e Xn - 2Xn +o(x 2 e 2x "). 


On en deduit x n ~ In n. Ecrivons x n = In n+y„ : 


0 = y n +x n e~ x " - +o{xle- 2x ’') 


d’ ou y n — > 0 (lorsque n — »• oo) ct y n ~ —x n e Xn ~ — ^ e y " ~ — — . Ecrivons maintenant y„ = — ^ + : 


ln/7 


ln/7 


Inn 

n 


0 = -— +z„ + (In n+y n ) '-^e~ 2x " +o(x%e~ 2x ") 


= z„ + (ln„)(- y „+ 0 ( y „)) +y ^ _ 

n n Z 

vZp—2y n 


— Z n + 


(ln«)(-y« + o(y„)) , ^ c - v '‘ x 2 __ 2yn 


+?» ^e-^'+o 

n 2 n z 


ln 2 n /ln 2 n\ 


— Zn + 0 + O 
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d’ou z n ~ - et finalement, x„ = In n-^-^+ol^ 


In/? 


In ~n 


2 n 2 


2 n 2 


■m- 


Correction de l’exercice 4043 ▲ 

1. 

2 . 


nx n{ x n 1 ) — x n "E 2 ^ /«+ 1 ( x n) 


n + 1 
n 



— x 


n+ 1 


1 

2 


x^ +1 (n + 1 )x„ — n 
n 2n 


^ x n + 1 < x n- 


Done la suite (x„) est decroissante et minoree par 1, elle converge vers £ ^ 1. 

0 ^ x„ — 1 = ^ + 2~ji — ^ 0 (lorsque n -> °o) done £ = 1. 

Soit v„ = n(x„ — 1) = 1 + 2^3 r. On a /(j„) = ln ^ 2 ^"~ 1 ^ = — = —g(x„) et f,g sont strictement cois- 

santes sur [l,+°o[ done les suites (x n ) et (y„) varient en sens contraire. On en deduit que la suite (y n ) 
decroit done admet une limite A ^ 1, soit x n = l + ^+ o(M. Alors x" -X e k (lorsque n —x ° °) d’oii 


Correction de l’exercice 4044 ▲ 

II s’agit bien sur de calculer un developpement limite, le premier terme de ce developpement donne l’equivalent 
cherche. 


1. Le dl a l’ordre 3 en 0 est 


done 


2e x — \] 1 + Ax — \J 1 + 6x 2 


llx 3 


+ o(x 3 ) 


2e x — v 7 1 + 4x — \J 1 + 6x 2 ~ 


llx 3 

~T~ 


2. De meme 

x 5 

(cosx) sinA -(cosx) tanA ~-. 

3. On pose h=x — \/3 alors 

3 2n h 1 /l2 . 

arctanx + arctan — = — + o(h 

x 3 8\/3 

done 

3 2k (x — a/3) 2 

arctanx + arctan ~ — — . 

* 3 8a/3 

4. En +oo 

y/x 2 + l — 2\/ x 3 + x + "v/x^-j-x 2 = — — +o(-) 

12x x 

done 

V x 2 + 1 — 2a/x 3 + x + \/x 4 +x 2 ~ — — . 


5. II faut distinguer les cas x > 0 et x < 0 pour trouver : 


argeh 



~ x 
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Correction de l’exercice 4045 ▲ 

Le dl de cosx en 0 a l’ordre 6 est : 

cosjc = 1 — ^-.r 2 + x 4 — ^-x 6 + o(x 6 ) . 
2! 4! 6! 

Calculons celui de : 


1 +ax 2 

1 +bx 2 


(1 +ar 2 ) x 


1 

1 - \-bx 2 


(1 + ar 2 ) x (l — bx 2 + b 2 x A — b 3 x 6 + o(x 6 )) 


car 


1 H - M 


on developpe 

1 + (a — b)x 2 — b(a — b)x A + b 2 {a — b)x 6 + o(x 6 ) 


1 — u + u 2 — u 3 + o(ll 3 ) 


Notons A(x) = cosx — 1 ' // alors 


A W = ( - ^ - *))* 2 + +b(a - b))x 4 + (-^Q- b2 ( a - b))x 6 + o{x 6 ). 

Pour que cette difference soit la plus petite possible (lorsque x est proche de 0) il faut annuler le plus possible 
de coefficients de bas degre. On souhaite done avoir 

-\~{a-b)= 0 et ^ + b(a-b) = 0. 

En substituant l’egalite de gauche dans celle de droite on trouve : 

5 , 1 

a = - 7 x et b = 

12 12 


On obtient alors 


= (- = Aj* 6 +o(* 6 ). 


Avec notre choix de a.b nous avons obtenu une tres bonne approximation de cosx. Par exemple lorsque Eon 

12 

0.9950041631.. 


evalue | + "E (avec a = — i et b = X) en x = 0. 1 on trouve : 


1 +bx 2 


Alors que 


En l’on trouve ici A(0.1) ~ 2 x 10 9 . 


cos(O.l) = 0.9950041652. 


Correction de I’exercice 4046 ▲ 


a = -7/60, b = 1/20, A ~ llx 7 /50400. 


Correction de I’exercice 4048 ▲ 


1. (3aa(a — a)+2(ba — a[5))X 7 . 

2. —x 1 /30 + o x ^q {x 1 ) . 
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Correction de l’exercice 4051 ▲ 

~ x pour k impair, et = 1 +xln(x) + o x ^o(xlnx) ~ 1 si k est pair ^ 2. 


Correction de l’exercice 4054 ▲ 

i- y = i+£~v 

9 C+sinx 

y ~ x ■ 

3. y = — cosx + 

4. y = Xx-^. 

5. y = Ax 4 / 3 — x. 

r sinx— cosx | 3sin2x— 6 cos 2 x . \ x 

O. y = 2 1 5 r/ie . 

7. = argch(l— 2x)+4 <Q 

2 yxr—x 

arcsin(2x— l)+jU n ^ ^ i 

7 = 2 Vx-x 2 P ° Lir 0 < x < 1 

P° Url <*- 

8 - y = x ~w arctan * + ^ ( ln St + A ) ■ 

9. y = ((1 +x) lnx + 1 + Ax^ . 


Correction de l’exercice 4055 ▲ 


1. y = (x + acosx + ftsinx)e x . 

2. y = (ax + + 2xe*. 

3. y = c 2v (fl , cos3x + ftsin3x) + 2 cos 2x + sin 2x. 


4. y = sinxln 


tan; 


+ A cosx + /r sinx (variation de la constante avec sin). 

5. y = (A +ln|x|)<?”' r + jU<? _2x . 

6. v = Acosx + ;ttsinx + £“ =0 (— l)"/ , ^ 2,! '(x). 

1 . y = a cosx + b sinx avec a 2 + b 2 = 1 ou y = ± 1 . 


Correction de 1’exercice 4056 ▲ 


1. 

>’ = 

-e x + le e ' +lie~ eX . 


2. 

y = 

Ae* 2 + ne 2 ^ + 2 if . 


3. 

y = 

Ax 2 + fi lnx. 


4. 

y = 

ax + bx 2 + 1 — 2x sinx. 


5. 

y = 

x 2 In x + 1 + A (x 2 ln ^ | +x 

- j) +^tx 2 . 

6. 

y = 

— 1 +a chx+b shx 

X 2 


7. 

y = 

A v* 2 + 3 + /rx — 1. 


8. 

yW 

— 2 y" +y = Q^y = a(chx — x 

shx) +b(xchx 


Correction de l’exercice 4057 ▲ 


423 


1. 2n(2n—3)a, 


n 


9o>i — 3 = ^ > y 


no cos (x 3 / 2 ) six^O 

aoch(|x| 3 / 2 ) six^O. 


Solution generale : y 


acosu + b&inu 
flchu + ftsh u 


si x ^ 0 
si * ^ 0, 


avec u = |*| 3 / 2 . 


2. n(n + l)a n = a n -2^y = cio § ^r. 

Solution generale : y = Qchv + /2sh -\ 

3. (2 n + l)(2n + 2)a n+ i = a n =>■ y = aoch(y^c). 

Solution generale sur M + : u = ach(y^c) +b sh(y^c). 

4. n(n — 1 )a n + ( n + l)a „-2 = 0 =>■ y = «o(l — x 2 )c~' v ~/ 2 + a\Z- 

Solution generale : y = (1 — x 2 )e~ x ~ t 2 (a + bF (x)) +bx avec F(x) = J^e^^dt. 

5. (n + 2)(n + 3)a n = a n - 2 ^y = ^ir i . 

Solution generale : y = achx +^ shx + x _ 

6. na n+ 1 = (n + 1 )a n ^y= • 

Solution generale : y = (\- x ) 2 • 


Correction de l’exercice 4058 ▲ 

| • | 2 4 y°o cos 2 nx v 2 4 yoo cos 2nx 

I ■ \ — n 7t Ln= 1 4» 2 -l ^ — n n^n=\ (4n 2 -l)(16« 4 -4n 2 +l) ' 

Cette serie converge et definit une fonction de classe Z 4 solution de l’equation. 

_ • -2 _ -2 

Unicite : les solutions de 1’ equation homogene sont combinaison de e JX , e~ JX , e J x et e J x done non n- 
periodiques. 


Correction de l’exercice 4059 ▲ 

k i Z : y = U = , ,, 2 (^ 2 ) + a cos kx + b sin kx. 
k £ Z : remplacer fc2 ^° 2 s _^ 2 ) P ar xs ^ x ■ 


Correction de l’exercice 4060 ▲ 

y = x + \ + Xe x ou y = x — 1 + Xe~ x . 


Correction de l’exercice 4061 ▲ 


V-i 


y = 


< 1— cos* + sin* 
^n/2-x _ y 


si * < 0 
si 0 ^ * < ^ 
si * ^ . 


Correction de l’exercice 4062 ▲ 

4*z" + 2z'+z = — (4xy" + 2y'-y- = — (j 2 + 4x/ 2 ) done - = ±-J= et y = A exp(±i/— x) pour* < 0. 

y 2 \ y ' y* y v 

Resolution sans indication : on pose * = et 2 et y(x) = z(t) d’ou + ez = 0. 


Correction de l’exercice 4063 ▲ 

1. g(x)=be- ax + J t x =0 e a{t ~ x) f{t)dt. 

2- Jx= 0 s( x )dx = b -{\ -e~ aX ) + J t x =0 J^ =t e a ^f{t)dxdt 

a 

— >• - + 2 /f+Q /(f) dt lorsque X — > +°o. 
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Done P integrate de g converge. On montre la convergence absolue par majoration elementaire. 


Correction de l’exercice 4064 ▲ 

1. x = 2ae’ + (2yt + 2/3 — y)e 2t , y = (yt + /3)e 2( , z = de' + (yt + [5)e 2t . 

2. y = -\+Xe at + ^ t , z=-l+A(l + a)e® + /i(l+0)eP f , a = =^,p = =^. 

3. y= -^ ost - 13sint + (at +b)e 2t , z = " 4cos 2 f ~ 3sinf + (at + a + b)e 2t . 

4 . x = (a + bt + ct 2 )e l , y = (n + ^ + (b + c)t + ct 2 ) e 1 , z = (a — ^ + (b — c)t + ct 2 ) e 1 . 

5. x = — (b + c)e r + (a + b + c)e 2t , 

y = \(—a + 5b + 2c) — 2(b + c)e t + \(a + b + c)e 2t , 
z= \(a — 5b — 3c) + 2(b + c)e t — ^(a + b + c)e 2t . 

6. x = (at 2 + (a + b +\)t +a + b + c)^ , 
y = (at 2 + (b — a+ \)t + a + c)e‘ — 

z = (—at 2 + (a — b— |)f — c)e l + 


Correction de l’exercice 4065 ▲ 

y = (t 2 + 1 )x' — tx — 2t 2 + 1 =+- (t 2 + 1 )x" + 2 tx! — 2x = 6t. 

Resolution par DSE =+ x = a(l + t arctant) + bt + t ln(l +t 2 ), y = narctan? + b + 1 +ln(l +t 2 ). 


Correction de l’exercice 4068 ▲ 

Deriver deux fois. f(x) = sinx ~ JCC0SX _|_ A shx + /r cosx. 


Correction de l’exercice 4069 ▲ 


!• ^ + E=°- 
2 -> = ^- 


3. 

4. 

5. 


Correction de l’exercice 4070 A 

1. spectre = (x 2 + 1), fx(t) = e _f2 / 2 ^+ 

2. Pour A + 0, <P 2 (f) = X 2 f^f = ah + bf_ x . 

Pour X = 0, d> 2 (/) = 0 4^ f(t) = (at + b)e~ ,2 l 2 . 

3. <P 2 (j) = —2y<=^y = e~ t ^ 2 (acos(t\/2) -\-bsin(t\/2)) . 


Correction de l’exercice 4071 ▲ 

1. X = n 2 : P(X) = aX n . 

2. X > 0 : f(x) = ax^ J + px~^. 

A = 0 : f(x) = a + /3 lnx. 

A < 0 : f(x ) = acos(\/— A lnx) + /3sin(V— A lnx). 

3. Ael: f(x) = a exp A (arcsin y/x — y/x(l — x)) . 
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Correction de l’exercice 4072 ▲ 

1. A = 2 k,P = a(X - \) n ~ k {X + \) n+k pour -n^k^n. 

2. A =0,P= aX 2n . 

3. A =0, P = a(X 2 + \) n . 


Correction de l’exercice 4073 ▲ 

y = J t x =0 g(t ) dt =>• y - = =>- g(x) = ax x± ^. Continuite en 0 =>• g(x) = ax l+ '^. 


Correction de l’exercice 4074 A 

Etudier e~ A (y — z), A 1 = a. 


Correction de l’exercice 4075 A 

Point de concours : (x 0 - 


Correction de l’exercice 4077 A 

1 . 

2. Soient Vo une solution particuliere et y\ une solution non nulle de l’equation homogene : yi(x) = e Aix> 
avec A 1 = a. Alors yo(x + T) = >’o (x) + ay\ (x), et pour une solution y quelconque, y = y^ + Xy^ : y(x + 
T) —y{x) = (a + A(e _/ — 1 ))vi (x) oi il = ^ =Q a{t)dt. 


Correction de l’exercice 4078 A 

A/0: f(x)=a sin(ax), a = |(mod7z:) 

A = 0 : / = 0. 


Correction de l’exercice 4079 A 

f(l)= e - k f t l =0 g(t)e kt dt. 

Avec Cauchy-Schwarz on obtient +kf(t)) 2 dt ^ 1 _ 2 e ^ /( l) 2 = 9 

II y a egalite pour f(t ) = 


Correction de l’exercice 4080 A 

1. u n — u(t n ) = ^ //=^ 2?r SLt n u'{x) dxdt et on majore l’integrale interne par Cauchy-Schwarz. 

2. w + w" = u' done w(t) = sin(f — x)u'{x)dx + acosf + /3 sint puis 


rt„+2x rt„+ix ft 

/ w(t)dt = / sin {t — x)u' {x)dxdt 

Jt=t n Jt=t n J X=t n 

rt n +27l rtn+ln 

= / sin (t — x)u (x) dt dx 

Jx—t n Jt—X 


rt n -\-2n 

/ u! (x) (cos (t„ —t) — \)dx 

JX—t„ 


0 , 


lorsque n —t °° 
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sin(? — x)u'(x)dx. 


et X=^ 27r v( 0 dt = w(t„) — w(t n + 2k) 


rt n +2n 

J X—t n 


Correction de l’exercice 4081 ▲ 


1. Formule de Duhamel : y(t) = — J'_ 0 e‘ x f(x) dx + A <7 . 

Par convergence dominee, P integrate tend vers 0 quand t tend vers — °o done toutes les solutions de (E) 
sont bornees au voisinage de — °o. 

Pour t ^ 0 on a y(t) = e’ (x — f t x=0 e~ x f{x)dx s j done il y a au plus une valeur de A telle que y soit 
eventuellement bornee au voisinage de +°o, c’est A = ff^e~ x f[x)dx. 


Pour ce choix on a : \y(t ) \ = J x tf e 1 X f(x) dx ^ f x= 1“ | f(x) \ dx — > 0 lorsque t — > +°°. 


2 . 



u 

r J 

/•+“ 

e t ~ x \f(x)\dxdt 

x=t 


< 1 

t , 

[ e t ~ x \f{x)\dtdx + 

«_l_°o pb 

J 

x—a J 
rb 

t—a o 

' x—b J t—a 
r*+°° 

< 1 

1 ( ! — e a ~ x ) \f (x) \dx + 

(e b ~ x 

J 

u 

X 9 W 

II + II 

1 8 c 

8 

\f(x)\dx 

j 

c =b 


e r X \f(x)\dtdx 
— e a ~ x ) \f{x) | dtdx 


done F est integrable. F' = F — f est aussi integrable et f t ZHooF'(t)dt 

/_ + r/. 



0 d’ou JffF = 


Correction de l’exercice 4082 ▲ 

Poser F(x) = f x =0 f(t) dt et G(x) = f x =0 g(t) dt puis resoudre : 


F(x) 

= x— 1 + G'(x 

G(x) 

= x — 1 +F'(x 

F(0) 

= G(0) = 0. 


On trouve /(x) = g(x) = 1. 


Correction de l’exercice 4083 A 

y' etant bornee, y admet une limite finie en tout point fini done la solution non prolongeable est definie sur M. 
Une solution y est de classe c €°° vu l’equation et y" = (1 + sin(x + y))cos(x + ;y) est du signe de cos(x + y). 
En un point (xo,yo) tel que X Q +yo = § (mod7r) on a y" = 0 et ^(x+y) f 0 done y" change de signe et il y a 
inflexion. En un point (xo,yo) tel que xo +yo = (mod7r) on a x+y =cste (car y = cste — x est solution et il y 
a unicite) done il n’y a pas inflexion. 


Correction de l’exercice 4084 ▲ 

1. thm de Cauchy-Lipschitz lineaire. 

2. x i — > A(— x) et x i-)- —B{—x) sont solutions de (E) et verifient les bonnes conditions initiales. 

3. Resoudre u"{x) +ku(x ) = 2c/cos(x)m(x) par la formule de Duhamel. 


Correction de l’exercice 4085 ▲ 
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1 . 


2. Oui, Kern = {0}. 

3. Oui : si g G E alors / = t ^ J‘ s= _ oa e s ~ t g(s)ds appartient a E et f + f = g. 


Correction de l’exercice 4086 ▲ 


1. 

2. Up(x) = - J, x =0 pf{t) sh(^) dt + f t i 0 pf(t) sh(^) dt. 

3. TCD : lorsque p — » °o u p (x) — f/L 0 (x — t)f(t)dt+x f [ 1 2 = o(l — t)f(t)dt = f l x =0 t(\—x)f(t)dt + f t L x x( 1 — 
t)f(t) dt (primitive deuxieme de — / s’annulant en 0 et 1). 


Correction de l’exercice 4087 ▲ 

1. II suffit de demontrer que les solutions de (S) sont developpables en serie entiere. La methode des 
coefficients indetermines donne n(n — 1 )a n = (A — l)a „_4 si n ^ 4 et «2 = «3 = 0 d’oii 

ci 4 k + 1 = a 4 k +2 = a 4 k +3 = 0- On obtient une serie de rayon infini pour tout choix de ao • a i done 

les solutions DSE forment un espace vectoriel de dimension 2 et on a ainsi trouve toutes les solutions. 

2. On doit avoir H"(x) —2 xH'(x) + ((2 — A)x~ — 1 )H(x) = 0. Si H est une fonction polynomiale non nulle, 
en examinant les termes de plus haut degre on obtient une contradiction. Done il n’existe pas de telle 
solution. 


Correction de l’exercice 4088 ▲ 


Considerer hit) = a + ft l= of(u)g(u) du et resoudre l’inequation differentielle h! (t) S g(t)h(t) par la formule de 
Duhamel. 

Correction de l’exercice 4089 ▲ 


f(x) = f x =0 g(t)sin(x — t)dt + A. cos x + JU sinx avec g = / + /". 


Correction de l’exercice 4090 ▲ 


On pose tp(t 

= f"(t)+At)+f(t). 


II 

To 

1!,= 0 (p(u)e l,/2 sm ^ 2 ^) ,d ll + Acos (^) + Bsin 


Correction de l’exercice 4092 ▲ 



1. y = J t x =a b(t)e A ^ dt +y(a)e avec A' = a et A(a) = 0. 

Comme 1, on a A(x) ^ x — a et A(t) —A(x) ^ t — x pour t ^ x. 

Done \y\^f; =a \b{t)\e 1 ~ x dt + J^bit)^ dt + \y(a)\e a ~ x ^ \\b\\^~ x + sup \b\ + \y{a)\e a ~ x . 

On choisit z tel que z — > +°° etx — z—t +°° =>■ cqfd. 

2. Comme A(t) — A (x) S t —x pour t S x, l’integrale b{t)e A '- t > A ■ '* dt converge et fournit une solution 
nulle en — °o. Comme -» +°o lorsque x —> c’est la seule. 


Correction de l’exercice 4093 ▲ 

1. Sinon, la convexite de y est incorrecte. 

2. S’il existe x tel que z(x) = z!(x) = 0, alors z = 0 ce qui est absurde. 

S 'il existe x tel que z(x) = 0 / z'(x), alors par convexite, z ne peut s’annuler ailleurs. 
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Correction de l’exercice 4095 ▲ 

Si y\ et >>2 sont deux solutions bornees alors y'[ et y'[ sont integrables done y\(t) -> 0 lorsque t — y +°o et 
Wyi J2 (/) = 0 pour tout t . 


Correction de l’exercice 4096 ▲ 

1. On suppose y y 0 sinon y n’a pas de zeros consecutifs. Conime v(xo) = 0, on a y'(x o) / 0 sinon y = 0. 
Ceci implique que chaque zero de y est isole, done la notion de zeros consecutifs est pertinente. Enfin, 
;/(jto) et y' (x i ) sont de signes opposes sinon il existe un autre zero dans ]xo,xi [. 

2. W' = ( q-r)yz . W(x\) — W(xo) = /(xo)z(xo) — ;/(xi)z(xi) (non simplifiable). 

3. Si z ne s’annule pas dans ]xo,xi [ alors W' est de signe constant sur cet intervalle. L’examen des differents 
cas possibles de signe apporte une contradiction entre les signes de W' et deW(x]) — W (jto) si z(x o) y 0 
ou z(x l) y 0. 

4. On prend r = q,z = u. Si u(x o) / 0 alors u admet un zero dans ]jco,xi [ et en permutant les roles de u et y, 
le prochain zero eventuel de u vient apres y\. Sinon, u = v. 


Correction de l’exercice 4097 A 

1 . 

2. (a) Wronskien. 

(b) = zy ~ 2 zy est de signe constant =$■ ^ est monotone. 

| admet des limites infinies en u et v. TVI 


Correction de l’exercice 4098 A 

z! = — yr s i n ( r — a)y(t) done si y ne s’annule pas sur )a.a + n , alors z est strictement monotone sur [a. a + k}. 
Mais z(a + n) —z{a) = y(a + k) +y(a) =3- contradiction de signe. 


Correction de l’exercice 4099 A 

1. L' ensemble des zeros est localement fini d’apres Cauchy-Lipchitz. 

Si y ne s’annule pas sur [«,+<»[, par exemple y > 0. alors y est concave positive done minoree, done 
y" — > — oo ce qui implique y',y — > — °°, contradiction. 

2 . 

3. Soit b n = Alors b n+] ^ 2 In ^ b„ et b n 0 done b n ~ b n+ 1 ~ 2 (j^ - lj. 

Alors sir “ k 2* b » ~ k et a n ~ 21n/I - 


Correction de l’exercice 4100 A 

Les formes lineaires y i — y y(a ) et y y(h) sont lineairement independantes sur l’espace des solutions de l’equa- 

tion homogene. 


Correction de l’exercice 4101 A 

On se ramene au cas z = 0. Soit x tel que y{x) <0 et y’(x) = 0. Alors y"{x) < 0, done y n’est pas minimale en 
x. Done y n’a pas de minimum local sur ]a, +°°[. 


Correction de l’exercice 4102 A 
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Si x,(0) > 0 pour tout i on obtient une contradiction en considerant le plus petit t tel qu’il existe i avec xft) < 0. 
Cas general : dependance continue de la solution par rapport aux conditions initiales. . . 


Correction de l’exercice 4103 ▲ 

fix) = 2 ff 1} /(x) =» f{x) = v / tt(x 2 + l)- 1 /4 exp (^arctanx). 


Correction de l’exercice 4104 ▲ 

1. Soit / non identiquement nulle verifiant f" = A A/ avec A > 0 : sur tout intervalle ou / est strictement po- 
sitive, / est strictement convexe done ne peut pas s’annuler aux deux bords ; idem quand / est strictement 
negative, il y a contradiction. Le cas A = 0 est trivial. 

2 . (/ S) = -!lj"(t)g(t)dt = -tj(t)g"(t)dt. 

3. (a) 

(b) Si fx a un nombre fini de zeros, soit x n le dernier et A = max(x„,2). Sur [A,+°o[, / est de signe 
constant, e, et on a — A fx = A(A — 1 )fx = (p d’oii fx(x) = / f ^ A sin((.r — t)y/—X)(p{t)dt + 

a cos(x\/— A ) + /3 sin(x\/— A ) . En particular fx(A)+ fx [a + ^ = J v ^’ sin ( (x — t ) y/— A )(p(t)dt 

est du signe de — e, absurde. 

Si l’ensemble des zeros de / admet un point d’ accumulation x on a fx {x) = f[ (x) = 0 d’oii fx = 0, 
absurde. 


Correction de l’exercice 4105 ▲ 


1. Apres le prolongement indique on peut appliquer le relation de Parseval a / et f' sachant que co(/) = 0 

par imparite et \c„(f) \ = \c„ (f)\/n ^ \c n (f)\ pour n f 0. 


2 . 


x”(t) +q(t)x(t) = 0 Jq x! 2 = 


XX 


f 7T // 

- Jo 


J0 


Rmq : il n’est pas necessaire d’ avoir q de classe 


= So <?x 2 =>• x' = 0 x = 0. 

V 1 . 


3. Il existe xo de classe verifiant l’equation differentielle. Par difference avec xo on se ramene au cas 
/ = 0 et il faut montrer que 1’application (p : SA — > M 2 ,x i — > (x(0),x(tt)) est bijective, en notant 5? l’espace 
des solutions de l’equation homogene x" + qx = 0. Or (p est lineaire et est injective d’apres la question 
precedente, e’est done une bijection car dim JA = 2. 

Remarque : l’hypothese / de classe C S' ] est inutile, continue suffit. 


Correction de l’exercice 4106 A 

x et 1/x sont solution =>■ x /2 + ^x 2 = 0 done une condition necessaire est : q{t) ^ 0 et q = — x /2 /x 2 est de classe 
If 1 . Reciproquement, supposons q negative de classe 'if 1 et soit r(t) = \/—q(t). Si x est solution de x 1 = r(t)x 
alors sur tout intervalle I ou q ne s’annule pas on a x" = r{t)x' + r'(t)x done 

x" + p(t)x +q(t)x = (r(t) + p{t))x + (r'(t)+q(t))x = (r(t)p(t) + r' (t))x 

done une deuxieme condition necessaire est : p(t)q(t) = — \cf(t). Ces deux conditions sont suffisantes si q est 
strictement negative. 


Correction de l’exercice 4107 ▲ 

La suite {Xf) de fonctions definie par X/f t) = Xo, Xk + \ (t) = Xo + Sh=oA{ u )Xk{u) du converge localement uni- 
formement vers X et X/f t) est clairement a composantes positives pour t f 0. 


Correction de l’exercice 4108 ▲ 
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Pour n = 1 et A(t) = a > 0 on trouve apres les incantations usuelles (equation homogene, variation de la 
constante et mise en forme de 1’ integrate) que X : 1 H > {tii)ii a 1 du est l’unique solution prolongeable en 

0 et qu’elle est de classe sur M. Pour n = 1 et A non constante, on trouve de meme : 

X(t)= [ 1 F(fM)ti A(0) ~ 1 ex pf r A — dv) du 

J u — 0 W v—t V / 

et l’on voit que X est en ecrivant A h'W(°) _ J^ =0 A’(vw) dw. 

Pour n quelconque et A constante : alors la fonction X : t H > J^qU^ 0 ^ 1 F (tu) du est l’unique solution pro- 
longeable en 0, en convenant que u A ■ ^ - / = exp((A(0) — I)ln(u)) (P integrate converge en 0 car u A(i})I = 
0{u a ~ l \n(u) n ) pour tout a > 0 minorant les parties reelles des valeurs propres de A(0)). 

Pour A non constante, on met l’equation sous forme integrate : 

P 1 

tX\t) +A{t)X(t) = F(t)^X(t) = / u m ^{F{tu) - ( A(tu ) -A(0))X(tu)}du. 

Ju—0 

Soit a > 0 a choisir. Posons E = ( [— a , a] , (x 2 + 1 ) et pour X € E : 

p\ 

<3>(X) =fi-> / u AI '°^ I {F(tu) — (A(tu) —A(0))X(tu)}du. 

Ju— 0 

On a facilement : <f>(X) G E si X G E et <f> est contractante sur E pour || || M si a est choisi suffisament petit. Done 
l’equation tX'(t) +A(t)X(t) = F(t) admet une solution (unique) definie au voisinage de 0, et cette solution est 
prolongeable en une solution sur M car le theoreme de Cauchy-Lipschitz s’ applique en dehors de 0. Par ailleurs, 
on a : 

P 1 

Vi Gl, X(t)= / M A f°) — z {_/r (f m) — (A(tu) — A(0))X(tu)}du, 

Ju— 0 

ce qui montre par recurrence sur k G || que X est de classe r E k sur M. 


Correction de l’exercice 4109 ▲ 

1. Poser F(t) = J‘ u=t f(u)du et resoudre l’inequation differentielle E'(t) ^ g(t) +kF(t) par la formule de 
Duhamel. 

2 . 

m'=am^|||m'(0IK^|||m(0I|| 

^\\\M(t)-I\\\^K [ \\\M(u)\\\du 

J u—tO 

=H||M(0|||<1+* f \\\M(u)\\\du 

Ju—t 0 

=» \\\M(t)\\\ < 1 +K f e K{t ~ u) du = e K ^~ to) . 

J u—tO 

{M—N)' = (A — B)M + B(M — N) 

^\\\{M-N){t)\\\^l{e K ^-\) + {K + ^ f \\\(M — N)(u)\\\du 

A Ju—tQ 

=» HI (M-N) (f)lll ^ ^-(e K(, - to) - 1)+ ^ K + 77)77 f e {K+ri){ - t - u) (e K ^- to) -1 )du 
K K Ju=t 0 

^ V- ' 

= e K(t-to) ( e T](t-to) _ l j 


3. Xo(t) = Mo(t)a et Yo(t) = No{t)oc, d’ou \\X 0 (t) -P 0 (OK e K ^\e^-^ - l)||a 
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Correction de l’exercice 4110 ▲ 

1 . y = -l + T zx^ °u>' = - * 1 - 

2 . y = 2 arctan(Ae~ C0S *) — Kmod 7 r). 

3. y = ±y/l + (y/x + X) 2 ou y = ±1. 

4. y = — ln(l — x(l — 1/e)). 

5. y = (A + |) |A + || ou y = 0 . 


Correction de l’exercice 4111 ▲ 

1. j=!=^£,A>0. 

2. y = — x± \Jlx 2 — A ou y = x( — 1 ± ^2). 

3. >’ = ~ 1±v/ 2 ^ 4A — ou y = ±x ou y = 0. 

4. y = — x± Vk+3x 2 et y = x(— 1 ± V?>). 


Correction de l’exercice 4112 ▲ 

L y = V^+2x ° U ' V = °' 

2 . y = ±^x 2 + ±. 

3 . y = ((y/x + 2) 2 + Ae"^ ) 2 . 

4 - ^ = * (x^x) 2 ou 7 = 0. 

5 - ^ = ± ^i ou ^ = 0 - 


Correction de l’exercice 4113 ▲ 

y = \ + i^+r x ou y = -x- 


Correction de l’exercice 4114 ▲ 

y = A ± \/A 2 + 1 — x 2 ou y = 0. 


Correction de l’exercice 4115 A 

1 . /i(t) = (— x(t),y(t)) et 72 (f) = (x(—t),—y(—t)) sont aussi solutions de ( S ). 

Par ailleurs, la theorie de Cauchy-Lipschitz s’applique, en particulier s’il existe to tel que x(to) = 0 alors 
x(f) = 0 pour tout t. De meme s’il existe to tel que x(?o) = y(to) = 0 alors x(t) = y(?) = 0 pour tout t . 
Pour A,/i non nuls et x ne s’annulant pas, 1 1 — > (Ajc(jUf), Ay(jUf)) est solution de (S) si et seulement si 
H = A. 

L’ ensemble des trajectoires maximales est done stable par les symetries par rapport aux deux axes et par 
les homotheties de centre (0,0). De plus toute trajectoire maximale qui touche l’axe des x est symetrique 
par rapport a cet axe. 

2. x'(fo) = 0 x(to) = 0 ou y(to) = 0. Dans le premier cas on a x(t) = 0 pour tout t et y(t) est arbitraire 
(solution de y' = y 2 ). Dans le second cas x(to) est arbitraire (Cauchy-Lipschitz) done P ensemble des 
points a tangente verticale est la reunion des deux axes prive de ( 0 , 0 ) (oil il n’y a pas de tangente). 

y' (to) = 0 4=>x(?o) = ±y(f(j), quantite arbitraire, done l’ensemble des points a tangente horizontale est la 
reunion des deux bissectrices des axes, privee de ( 0 , 0 ). 

Solutions particulieres : x(t) = 0 ,y(t) = j^~ r 
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3. En supposant <i> de classe % A on obtient l’equation 2 x<f><t>' = <J> 2 — x 2 soit 2 x\ / = y/ — x 2 avec y/ = <t> 2 . 
On obtient yr(x) = si n ^ 1 et y/(x) = |jc|(A — ln|jc|) si n i= 1. 

Une courbe integrale (en fait une trajectoire) qui ne touche aucun des deux axes verifie l’hypothese y = 
fonction de x car x' ne peut s’annuler done x est une fonction injective de t. Une trajectoire qui touche 
l’axe des y est incluse dans cet axe (deja vu) et une trajectoire qui touche l’axe des x en dehors de (0,0) 
le traverse (/ / 0), done est reunion de sous-arcs localement d’un seul cote de l’axe des x, de la forme 
y = * Hx)=±y/v(x). 


Correction de l’exercice 4116 ▲ 


Methode d' Euler : 


X 

0.0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

y 

1.000 

0.900 

0.810 

0.729 

0.656 

0.590 

0.531 

0.478 

0.430 

0.387 

0.348 

z 

0.000 

0.100 

0.180 

0.243 

0.292 

0.328 

0.354 

0.372 

0.383 

0.387 

0.387 


Solution theorique : y = e x , z = xe 


Correction de l’exercice 4117 ▲ 


1. y = 4arctan((\/2— l)e*). 

2. y = 2a — (Ax + /r) 2//3 . 

3. y = exp y + Ax + ju). 


Correction de l’exercice 4119 ▲ 


Si a > 0, /(0) = n 3 , si a = 0, y"(0) = 0, y w (0) = 0, y IV (0) = 6. Done y est croissante au voisinage de 0. 

Si y' > 0 sur ]0, /[, alors y(y) > 0 done /(/) > 0 et / > 0 sur [7, 7+ e[ done, par connexite, y' > 0 sur ]0,j8 [. 



Correction de l’exercice 4120 ▲ 

1. Regionnement. 

2. idem. 

3. Pour x < 0, / < — e y => —y'e~ y > 1 => x > e~ y + C > C. 


Correction de l’exercice 4122 ▲ 

Supposons t > to tel quex 2 (i) — t ^ 0. On peut alors poser t\ = min{f > to |x 2 (t) —t > 0}. On a alors x 2 {t\ ) — 1\ = 
0. Si x(t\) = sjt\, on etudie la fonction y{t) = x(t) — y/t. On a y'{t\) = — 7^ < 0- C e l a contredit le fait que, 

pour tout t e [to,tt[, y{t) < 0. De meme si x(ti) = —y/h, on etudie la fonction z(t) = x(t) + y/t et on aboutit 
a une contradiction. Par consequent la courbe integrale reste dans Dq. Si la solution maximale (a droite) est 
definie sur [to,j8 [, avec /j G M, alors pour tout t e[to,j 8[, -p ^x'(t) ^0. On en deduit que x! est integrable sur 
[to,j8 [ et done que x[t) admet une limite finie quand t tend vers /3. On prolonge la fonction en /3 et la fonction 
prolongee verifie (E) sur [to,j8] ce qui est impossible. On en deduit que /3 = +°°. On a, pour tout t ^ to, 
x'(t) < 0, done x est decroissante. Si x(t) a une limite l G M en +00 alors x'(t) ~ —t, ce qui est impossible. 

t — >+00 

Par consequent x(t) — > — 00 (lorsque t -x +00). En particulier, pour t assez grand, x(t) ^ 0. En derivant (E) 
on a x"(t) = 2x(t)(x 2 (t) —t) — 1. Si, a partir d’un certain rang, pour tout t, x" (t) ^ 0 alors x' est croissante et 
majoree. Elle ne peut tendre que vers 0 car sinon x'(t) ~ £, puis x(t) ~ it et x'(t) ~ (: 2 t 2 . Sinon il existe t\ tel 
que x"{t\) < 0. S’il existe tj > t\ tel que x" (ti) = 0 (avec ty minimal) alors x!" {t 2 ) = 2x + y4 qui est negatif 
pour t assez grand. Ceci est impossible et done dans ce cas x"(t ) reste negatif lorsque t tend vers +°°, on a alors 
0 < t —x 2 (t) ^ ’ P ar consequent x 2 (t) — t — > 0 lorsque t -X- +°o, on en deduit que x(t) ~ —y/t. 
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Correction de l’exercice 4126 ▲ 

Soient y,z deux solutions distinctes. D’apres Cauchy-Lipschitz, y'(a ) / z'(a), done par exemple y'(a) > z!{a). 
Soit c > a maximal tel que : V x E }a,c[, y(x) > z(x). Done y — z est strictement positive convexe sur \a,c], et 
s’annule en a et c, ce qui est impossible. 


Correction de l’exercice 4130 ▲ 

1. Sinon r/(0,/'(K)) > 0 et / ne peut pas etre minoree. 

2. Supposons que pour tout a E M. p on a V/(a) / 0. 

On considere 1’ equation differentielle autonome : x' = ■ Pour x(0) donne il existe une solution 

maximale, et elle est definie sur M car x' est bornee. Alors la fonction : 1 h y f(x(t )) est 2? 1 minoree sur M 
done il esiste une suite de reels (t„) telle que jjj(f(x(t n ))) = ||V/(jr(t„))|| — > 0 lorsque n — > 


Correction de l’exercice 4131 ▲ 

fu '■ P >->• P + u f\p est lineaire injective car /„(/;) = 0 => p _L p, done bijective. L' application u i-)- f u de M 3 
dans «5f(M 3 ) est done il en est de meme de 1’ application inverse : u i — > (/„) 1 et 1’ equation differentielle 
donnee equivaut a u' = (/„ ) 1 ( — m A (ii^e^)) qui releve de la theorie de Cauchy-Lipschitz : il existe une unique 
solution maximale definie sur un intervalle ouvert I. D’apres l’equation differentielle, (V u) = 0 d’ou ||u|| est 
constant. Alors u' = (/„ ) ~ 1 (— u A (1*363)) est borne, done u admet une limite finie en tout point fini par uniforme 
continuite, ceci prouve que 1 = M. 


Correction de l’exercice 4132 ▲ 

1 . fn+i(x) -fn{x) = J t x =0 (fn - fn-i){t - 1 2 ) dt done par recuiTence f n+ \-f n ^ 0 . 

De plus /„ + l (x) —fn{x) <x||/„-/„_l||ood’ou/„ +2 (x)-/ n+ l(x) ^ \\fn-fn-l\\°°J t X =o(t-t 2 )dt ^ g|| fn- 
fn- t||=o et ||/jj+2 fn+\ 1 1 00 ^ \\\fn- fi-\\\oo ce qui prouve que la serie telescopique £(/„+ 1 -/„) est 
normalement convergente. 

2. Par passage a la limite uniforme sous le signe integral on a f(x) = 1 + f t x = of(t — t 2 )dt d’ou / est "tf 1 et 
f(x) =f(x — x 2 ) ce qui entraine le cai'actere c £ co de / par recurrence. f'(0) =f'( 1) =/( 0) = 1. 

3. f est positive d’apres l’equation differentielle verifiee par / et f"(x) = (1 —2 x)f'(x — x 2 ) est du signe 
de 1 —2x, e’est-a-dire que / est convexe sur [0, j] et concave sur [|, 1], 

4 . 1 +x = /1 (x) ^ f(x) = fi (x) +ir=i (fk+ 1 W -fk{x)). De plus, f(x) = f{x -x 2 ) < f(x) d’ou x ^ f{x)e~ x 
est decroissante et vaut 1 en 0 ce qui prouve que /(x) ^ e x . 


Correction de l’exercice 4133 ▲ 

1. Qu’il en existe et qu’il y en a une unique maximale, son intervalle de definition est ouvert. 

2. Soit (]a,j3[,x) une solution maximale. Si to £ ]oc,j8[ est tel que x(fo) = a alors x'(fo) > 0 done x(t) — a 
est du signe de t — to au voisinage de to- Ceci montre que to (eventuel) est unique, et en particular to < 0. 
De meme, il existe au plus un reel t\ tel que x(t\) = b et t\ <0. Par ailleurs l’existence de l’un des deux 
reels to ou t\ exclut l’autre. Enfin, a ^ x(t) ^ b pour tout f E [0,j3 [ done d’apres le theoreme des bouts on 
a /3 = +00. 

3. Soit (p : [a,b] — > \a.b .y x(T). Comme deux courbes integrates maximales distinctes n’ont aucun point 
commun, (p est injective et par disjonction de cas on montre que (p est strictement croissante et satisfait a 
la propriete des valeurs intcrmcdiaiics. En particulier (p est continue et <p(y) —y prend une valeur positive 
en a, negative en b done s’annule pour un certain y E a.b\. Pour cet y, la solution correspondante est 
T -periodique. 
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Correction de l’exercice 4134 ▲ 

Remarque : la seule continuite de / implique 1’ existence d’une solution maximale a condition initiale donnee 

(thm. de Cauchy-Arzela, HP), mais pas son unicite. 

thm des bouts : supposons y solution, definie sur [to, a[ avec a < sup/. 

On a ^(||y|| 2 ) = 2(y' \ y) = 2(f(t,y) \ y) ^ 2n||y|[ 2 + 2b, ce que l’on ecrit z' = 2az + 2b — c avec z= ||v|| 2 et c 
fonction continue positive. Done z{t) = exp(2A(t) — 2A(to))z(to) + // =f ex; p(2A(t) — 2A(s))(2b(s) — c(s))ds oil 
A est une primitive de a sur /. On en deduit que z est majoree sur [to, a[ car A et b sont continues sur [to, a] et 
c^O, done ||/|| = ||/(f,y)|| est aussi majoree, et J[“ ( y'{s)ds est absolument convergente. Ainsi y admet une 
limite finie en cx ", et l’on peut prolonger y au dela de a avec le thm de Cauchy-Arzela ; y n’est pas maximale. 


Correction de l’exercice 4135 A 

1. ^ f(x,y ) =x'ijt +y"j^ done / convient si ^ =y(x — 1) et ^ =x{y— 1) (condition suffisante). Iln’existe 
pas de telle fonction (thm. de Schwarz), mais on peut accepter / telle que = A,(x.y)y(x — I ) et f> J = 
A (x,y)x(y — 1) ou A est une fonction bien choisie (appelee facteur integrant). On voit immediatement 
que A (x,y) = A convient, d’oii f(x,y ) = x+y — ln(xy). 

2. D’apres le theoreme d’ unicite de Cauchy-Lipschitz, s’il existe to tel que jc(to) = 0 alors x(t) = 0 pour 
tout t, et de meme pour y. Ainsi, si on fixe une condition initiale x(0) > 0, y(0) > 0 alors x(t) > 0 et 
y(t) > 0 pour tout f. De plus, par le meme raisonnement, si (jt(0),y(0)) ^ (1,1) alors (jc(t),y(t)) ^ (1,1) 
pour tout t. Desormais on suppose ces conditions satisfaites. Soit k = /(x(0),y(0)) = x(0) + y(0) — 
ln(jt(0)y(0)). Par etude de fonction, on voit que k ^ 2 et la courbe Q d’equation f(x,y ) = k est une 
courbe fermee de classe A' 1 entourant le point (1,1). Le point M, = {x(t).yit)) se deplace sur C/ c avec 
une vitesse numerique ds/dt = ^/jc 2 (l — y) 2 +y 2 (x — l) 2 ? (Xu > 0 ou au ne depend que de k. On en 
deduit qu’une abscisse curviligne de M t decrit M quand t decrit M. En particulier il existe to > 0 tel que 
s(to) — s(0) = longucur(Q) ce qui implique M to = Mo et le mouvement est fo-periodique. 


Correction de l’exercice 4137 ▲ 

lim = 3. 


Correction de l’exercice 4138 ▲ 

1 . 

% = if? » + si y > x, - si y < x. 

% = if?, - si y > x, + si y < x. 

3. Pour y^x, f(x,y) = f +g(x,y), pour y < x, f(x,y) = § -g(x,y). 


Correction de l’exercice 4141 A 

d~j du. du_ d~g | ( du. dy_ _j_ du_ d~g _i_ dv dy_ d^g ■ d 2 u dg ■ d^u dg 

dxdy dx dy du 2 ' \dx dy ' dy dx 1 dudv ' dx dy dv 2 ' dxdy du ' dxdy dv * 


Correction de 1’exercice 4143 ▲ 


1 . 

9 A f — d2 S I 1 d s I 1 d 2 8 
_ dp 2 " l_ p dp p- 502 ‘ 


Correction de l’exercice 4145 ▲ 

AF=^f\r)+f"{r). 
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Correction de l’exercice 4146 ▲ 

d / x (0,y) = -yf l (n/2),^(x,0)=xf(0). 


Correction de I’exercice 4147 ▲ 


1. / e st homogene de degre 2, ^ et ^ sont homogenes de degre 1, done ces trois fonctions tendent vers 0 


en (0, 0). Ainsi / est de classe ' 

iV / 

dxdy ' 


2- S(0,0)=0,a-(0,0) = 1. 


Correction de l’exercice 4151 ▲ 

d"(fg) ^ r'i r'J d' + * f d"~'~ k g 

dx k dy n ~ k ^i— 0 ^j— 0 k dx'dyi r)x k l dy n k ~ ! ' 


Correction de l’exercice 4152 ▲ 
1. pas de solution. 

2- /(*,?) = T+ cste - 

3- f(x,y) = ^ + cste. 

4. f(x,y)=x 2 +y 2 + ±+ cste. 


Correction de l’exercice 4153 ▲ 

f(y) = le~y, F(x,y ) = A - (}> + l)<r y ). 


Correction de l’exercice 4154 ▲ 


Correction de l’exercice 4155 ▲ 

f(y) = l’g(z)=kz + e,F(x,y) = (x 2 + } i)z+^ + C. 


Correction de I’exercice 4156 


i- /(*o0 = -£-£■ 


▲ 


2 . >’ 


In a 

Aa— 1 * 


Correction de l’exercice 4160 ▲ 

det (Jf) = Ui<j{xi-Xj). 


Correction de l’exercice 4162 ▲ 

/(M 3 ) = {(u,v,w) tq u + v > 0, ue 2w — v > 0}. 


Correction de l’exercice 4164 ▲ 

y = — f +o(x 2 ) =>- tangente de pente — au dessus. 
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Correction de l’exercice 4165 ▲ 


1 . 

2. (p(x) = l+x — pc 3 +o(x 3 ). 


Correction de l’exercice 4166 A 


Correction de l’exercice 4169 ▲ 

x=l-^H + ^L +o{ r- + Li 2 ) . 


Correction de l’exercice 4170 ▲ 

x = sh(fl), y = sh (b) => u = sh (a + b), v = sh(a + Z?) +ch (a + b). done /(M 2 ) est inclus dans l’hyperbole 
d’ equation v 2 — 2uv = 1 et on doit avoir v ^ u ce qui donne la branche superieure. 


Correction de l’exercice 4173 ▲ 

!• f(x,y) = J t l 0 (x^(tx,ty)+y^(tx,ty))dt. 

2 . 

3. 


Correction de l’exercice 4174 A 

1 . (a) thm des trois cordes pour u H > f(x + uh) sur [—1,1]. 

(b) Soit Boo{x,r) C U et y tel que 0 < ||x — y||<x> < r. On note t = ||x — y|| M /r et h = ( y — x)/t . Alors 
y = x + th et ||jc + h\\ = r done : 

I I/M - /Ml < t max(\ f(x + h) -/Ml, \f(x-h) -f(x) |) ^ Mt 

car la restriction de / aux cotes de B^(x, r ) est bornee (fonction convexe en dimension 1). 

2. La surface representative de / est au dessus de ses plans tangents. 

3. 


Correction de l’exercice 4176 ▲ 


1. df M (H) = 1 (M k - 1 // + ••• + HM k - 1 

2 . 

0 1/fc 


3. les matrices Mk = 

4. M k = 


0 2 /^ / 

0 2n+\/k 

—Atz 2 /(2tz + \/k) 0 


sont toutes semblables a M m et ont meme exponentielle I. 


Correction de l’exercice 4181 ▲ 

1. xy/(x 2 +y 2 ). 

2. f est lipschitzienne pour || ||oo 
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Correction de l’exercice 4182 ▲ 

1. 2x 4 y 1 2 ^(x 4 +y 2 ) 2 . 

2. g e (r ) ~ r 2 . 

3. f(x,x 2 ) = — x 4 . Done (0,0) n’est pas minimum local de /. 


Correction de l’exercice 4184 ▲ 

1. 

2. ||/(x)|| — > +oo lorsque ||jc|| — > °° done x i-)- || f(x) — a\\ 2 admet un minimum sur W l . En ce point on a pour 
tout h € M" : {.fix) — a \ df x (h )) = 0 et df x est surjective (lineaire injective en dimension finie) done 
f(x) = a. 


Correction de l’exercice 4185 ▲ 

1. Si u atteint son maximum en (x,y) G Q. alors d 2 u(x.y) est negative, contradiction avec Au(x.y) > 0. 

2. Soit u p (x,y) = u(x,y) + (x 1 +y 2 )/p : A u p = Au + 2/p > 0 done u p releve du cas precedent. 

On a maxi; + — ^ maxn„ = maxn„ ^ maxii et on passe a la limite. 

& P n Q\Q Q\Q 

3. Soit ip(x,y) = u(x,y) + aln(x 2 + y 2 ) oil a est tel que M\(r\) = M\(i' 2 ), avec M\(r) = max (u(x,y)). 

x 2_\_y2— r 2 

On a Au i ^ 0 d’ou M\ (r) ^ M\ (r\ ) = M\ (r 2 ) e’est-a-dire : 


M(r ) ^ M(n ) + a ln(n / r ) = M(r 2 ) — a In (r/ 7 - 2 ) 


M(?'i)ln(?'2/r) +M(r2)ln(r/rj) 
In (r 2 /n) 


Correction de 1’exercice 4186 ▲ 


1. On pose g(r,9) = /(rcos0,rsin0), h(r ) = fg(L 0 f(rcosQ,rsm6)dQ et Ton a 0 = A / = + ||| + 


r 2 99 2 d od : 


1 7 / 


1 


0 = /; (r) + -fc W + 


l 27T 


J 0=0 


Le crochet est nul par 27T-periodicite de g done It!' (r ) + \h'(r) = 0 soit h'(r) = j et K = 0 par continuite 
de h! en 0. 


2. nr 2 f (0,0). 


Correction de l’exercice 4187 ▲ 

1. det(/^(x,j)) = f'(x)f'(y) — g'(x)g'(y) > 0 done le theoreme d’inversion locale s’applique, il suffit de 
verifier l’injectivite de (p. Si (p(x,y ) = <p(u,v ) alors : 

\x-u\ ^ \f(x)-f(u)\ = |g(v)-g(j)| < |v-y| 

\v-y\ ^ |/(v)-/Cy)| = \g(x)-g(u)\ < \x-u\ 


d’ou \x — u\ ^ \x — u\ et il y a inegalite stricte si v / y ce qui est absurde done v = y et de meme u = x. 

2. On a (p(x,y ) = (w,v) si et seulement si x = f~ x (u — g(y )) et y = / _1 (v — g(f~ l (u — g(v)))) = /1 (>’) . h est 
fc 2 -lipschitzienne done le theoreme du point fixe s’applique. 
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Correction de l’exercice 4188 ▲ 

Sinon il existe a £ M 2 3 telle que g : x H > f(x) — (a \ x) n’a pas de point critique, done pas de mi nimum ni de 
maximum. On a aussi |g(x)|/||x|| -> +°o lorsque ||x|| — >• °° d’ou sup(g) = +°o et inf(g) = — °o. Considerons pour 
r > 0 E, ={rGl' tq ||x|| ^ r} : g(E r ) est une partie connexe de M done un intervalle, et sup (g (£).)) = sup(g) = 
+oo, inf(g(£ r )) = inf(g) = — oo, d’ou g(E r ) = M. Ainsi il existe des x de normes arbitrairement grandes tels que 
g(x) = 0 en contradiction avec la propriete |g(x)|/||x|| — >• +°o lorsque ||x|| —> °o. 

Remarque : l’hypothese / de classe c tf 2 est surabondante, la classe "tf 1 suffit a conclure. 


Correction de I’exercice 4189 ▲ 


Remarques : 

- la transformation / 1— > g est appelee transformation de Legendre. On notera g = f* ci-dessous. 

- l’hypothese « Hf est definie positive en tout point » implique que / est convexe. 

Etude d’un cas particulier : f(x) = a||x || 2 +/3(x a) + y avec a £ M + *, j 8 , y £ M et a G 

Alors (x | y) — f(x) = —a 


r y ~P a 

A 2 a 

2 

+ a 

y-pa 
2 a 

—fi/2a e 

t t* = 

f 2 \\a\ 2 


— y d’ou f*(y) = oc 


y~p a 
2a 


- y= a’ 


+ P*(y\a) + 


! /4a — 7 . Ainsi, /* a la meme forme que /, et on verifie 

immediatement que /** = /. 

Cas general : on montre que f* est bien definie, verifie les memes hypotheses que / et que l’on a /** = /. 

1. Bonne definition de /* : a y fixe on a (x \ y ) —f(x) — > lorsque ||jc|| — > oo done le sup existe et est un 
max, atteint en un point x tel que V/(x) = y. Ce point x est unique : en effet, si li G M" \ {0} alors la fonction 
M 3 1 1 — > (h | Vf(x+th)) est strictement croissante (definie -positivite de Hf) ce qui implique V/(x+/z) f V/(x). 
Ainsi, 

.TOO = (y I / )-/(/) avec v /(/) = y- 


2. f* est ( S' 2 et Hj> est definie-positive : d’apres ce qui precede, la fonction V/ est un diffeomorphisme 
de M" ; sa differentielle est l’endomorphisme de M" de matrice Hf dans la base canonique de M". Done /* est 
de classe et pour y,h G M" : 


d(f)y(h) = ( Vf ( y ) I h) = (h I y*) + (y I dy*(h)) - ( V/(y *) | dy*(h)) = (h \ f) 

puisque V/(y*) =y. Onen deduit : V/*(y) =y*, puis Hp(y ) = (///(y*)) , matrice symetrique definie positive. 

3. /*(y)/||y|| — > +°° lorsque ||y|| -> °o ; soit a > l et M a = sup{/(x), ||x|| ^ a}. Pour y G M"\{0} etx = ay/||y|| 
on a f*(y) ^ (x |y)-/(x) ^ a||y|| -M a ^ (a-l)||y|| si ||y|| est assez grand. 

4. f** = / : car pour x G M ,! on a f** (x) = (x | y) — f* (y) ou y est defini par V/* (y) = x, c’est-a-dire y* = x et 
done f**(x) = (y* | y)-f*{y ) = f(y*) = f{x). 


Correction de l’exercice 4190 ▲ 

1 . ??? 

2. On a pour a,b G M : | (p(a + b) — <p(a) — b(p'(a) \ ^ \ ||9 ,, || 00 Zz 2 . 

Done pour /, h G E : \T(f+h) — T(f) — (h\ <p'o/)| ^ 2||(p ,/ || 0 o||/z|| 2 , ce quiprouve que T est differentiable 
en / de differentielle h ^ (/z | (p 1 o f ). On en deduit alors que T est continue en /. 


Correction de l’exercice 4191 ▲ 

1 . ( 0 , 0 ) : non extremal 
( 1 , 1 ) : maximum local 

2 . ( 0 , 0 ) : non extremal 

—y/2) : minimum absolu 

3. (—2/15,— 1/5) : maximum local 

(x,0) : max. local pour x < — 1/3, min. local pour x > — 1/3 
( 0 ,y) : max. local pour y < — 1 / 2 , min. local pour y > — 1/2 
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4. p-VM-VS) : maximum absolu 

5. prendre le log. (1,1) : maximum absolu 

6. (-1,-1): non extremal 

7. (1,0) : minimum absolu 
(e~ 2 ,0) : non extremal 

8. = MA +MB =$■ minimum absolu sur [A, B] 

9. M € med(A,5), (MA,MB) = ±^f 
M = A , B : minimum absolu 

M = 0 


Correction de l’exercice 4192 ▲ 

1 . 

2. (a) isobarycentre de ABC. 

(b) Point de Fermat ou A,B,C. 

(c) A,B,C. 


Correction de l’exercice 4193 A 

1. 45 = V 4 2 a 2 b 2 + 2a 2 c 2 + 2& 2 c 2 — a 4 — b 4 — c 4 . 

o 4 

2. max = -4=. 


Correction de l’exercice 4194 ▲ 

Existence d’un maximum par compacite. Soient x,y les coordonnees d’un point M dans un repere orthonorme 
du plan et (u,v,w) les coordonnees barycentriques de M par rapport kA.B.C (avec u + v + w = 1). u,v,w sont 
des fonctions affines de x,y,z et (AB) a pour equation barycentrique w = 0 d’oii d(M,AB ) = a\w\ pour un 
certain reel a > 0. De meme pour d(M,AC) et d(M,BC) et f(M) = aj3y|u||v||w|. Lorsque M varie dans le 
triangle, (n, v, w) decrit tous les triplets de reels positifs de somme 1 et on cherche le maximum du produit uvw, 
il est atteint quand u,v,w sont egaux, c’est-a-dire au centre de gravite du triangle. 


Correction de l’exercice 4196 ▲ 

o 2 7 

II existe une base orthonormale de E et un reel A tels que f(x) = Xx\ et g(x) = 'kx\e~ x xe~ x ' 1 x ". Done g est 
maximale/minimale pour x\ = ±1/ Vl, X 2 = ■ ■ ■ = x n = 0. 


Correction de l’exercice 4197 ▲ 

Le minimum demande existe car (p(M.N.P) -x +°o quand l’un au moins des points M,N,P tend vers Finfini 
sur sa droite personnelle. Soient D\ = {A}, DtCDt, = {#}, D3 FlDi = {C} et A 1 , B\ C' les milieux de 
[C,A] et [A,B], Deja on a ( p(B',C',A ') = \a et <p(A,N,P) k' 2 AP ^ ci \/3 done le minimum n est pas 
atteint lorsque l’un des points M,N.P est confondu avec l’un des points A,B,C, ni non plus si l’un des points 
M,N,P est hors du triangle ABC. Pour N. P fixes hors de D\, on fait varier M sur D\ : M =A + tAB avec t G R 
et on considere /(f) = <p(M,N ,P ). Alors /'(f) = ^ AB \ ^ done /(f) est minimal lorsque D\ est la 

bissectrice exterieure des demi-droites [. MN ) et MP). 

Soit ( M,N,P ) un triplet realisant le minimum de (p et a, j3, yles angles du triangle MNP cn P.M et N. Les angles 
du triangle AMN sont tt/3, (n — j8)/2 et — y)/2 d’oii 2n/3 = [5 + Y=n — aet done a = n /3 = [3 = y. On 
en deduit que (MP) est paralele a (AB), (MN) a (BC) et (NP) a (AC) puis que (M,N,P) = (B 1 ,C’ ,A’). 


Correction de l’exercice 4198 ▲ 
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1. On fixe A/ € 7), et / 7 , un vecteur directeur de D,. Soit M, = A,- +x/iq. Alors 


/(M 1 ,M 2 ,M 3 )=/(A 1 ,A 2 ,A 3 ) 

+ 2^(AjA 2 | a 2 7 2 — xifii) + (A 2 A 3 | x 3 7 3 — a 2 7 2 ) + (A3A1 | x\Vi\ — a 3 7 3 )^ 

+ ^||a 2 m 2 — jci || 2 + ||a 3 7 3 — x 2 i7 2 || 2 + — a 3 7 3 || 2 ^ 

= a + 6(xi,X 2 ,X 3 )+c(.Ai,X 2 ,X 3 ). 

b est une forme lineaire et c est une forme quadratique positive, et meme definie positive car U\ ,(7 2 ,m 3 
sont deux a deux non colineaires. II en resulte que /(Mi,M 2 ,M 3 ) — > +°o lorsque |ai| + |x 2 | + |x 3 | — > 
done par continuity / admet un minimum. 

Choisissons alors Ai,A 2 ,A 3 de sorte que /(Ai,A 2 ,A 3 ) soit egal a ce minimum. On a alors b = 0 car 
(Ai,A 2 ,A 3 ) est point critique de /, d’oii /(Mi,M 2 ,M 3 ) > /(Ai,A 2 ,A 3 ) si (ai,a 2 ,a 3 ) / (0,0,0) vu la 
definie-positivite de c. Ceci prouve l’unicite du triplet ou / atteint son minimum. 

2. On soupqonne fortement le triplet constitue des milieux des cotes. En notant Ai,A 2 ,A 3 ces milieux, il 
suffit de verifier que la forme lineaire b de la reponse precedente est nulle, et e’est clairement le cas apres 
regroupement autour de xi, x 2 , x 3 . 


Correction de I’exercice 4199 ▲ 


On parametre le chemin en coordonneees spheriques par t xx (9(t), </>(t)). 

La longueur du chemin est f t l =0 \J (f)' 2 (t) + sin 2 ((j)(t))d / 2 (t)dt y XLo avec egalite si et seulement si 
0' = 0 et </>' est de signe constant. On trouve done les meridiens. 


Correction de l’exercice 4200 ▲ 

Soit y E B orthogonal a a. La fonction g : 0 1 — y f(x cos 6 + ;ysin0) admet un extremum en 0, done g ; (0) = 0, 
soit V/(x) _L y. Si a = 0 on a done V/(0) = 0. Sinon, V/( a) = Aa avec A e M, et en faisant un developpement 
limite de /(a — tx) on voit que A ^ 0. 


Correction de l’exercice 4201 ▲ 

/( a , v ) = ( 3 a — 2 y)e^~y). 


Correction de l’exercice 4202 ▲ 

f(x,y) = ‘-^p^+g( x +y). 


Correction de l’exercice 4203 ▲ 

f(x,y) =g(xy). 


Correction de l’exercice 4204 ▲ 

f(x,y) = ln\xy\+g(j c y 


Correction de l’exercice 4205 A 

f(x,y)=g(0)- 


Correction de l’exercice 4206 ▲ 

1. g(p,9) = A(p)e” 2e . 
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2. g est 27T-periodique, done A = 0, et / = 0. 


Correction de l’exercice 4207 ▲ 

A*,y) = g( 1 ¥-)- 


Correction de l’exercice 4209 ▲ 

f(x,y) = p a A(d)+p l - a B(e). 


Correction de l’exercice 4210 ▲ 

1. {a + ba + ca~)^4 + (2 a + b(a + (5) +2ca(3 ) + (a + b[5 +c/3“)|^f = 0. 

2 . 


Correction de l’exercice 4211 ▲ 

2m S + S = 0 ^f( x A)=Afy^/xy + B(^J. 


Correction de l’exercice 4212 ▲ 

2tg'(t) + (1 +t 2 )g”(t) =t g(t) = 2+Aarctan t + p. 


Correction de l’exercice 4213 ▲ 


1 — A^Zl i 

A - 2) Jl — ^ AJ2 I 


’ dxdy + H <9y 2 


dZl = d 2 / o d 2 f , d 2 / 

cty 2 dx 2 dx<9y <9y 2 

d 2 g _ o^ 2 / 

<9x<9y ^ <9x 2 ^ dy 2 * 


2- /(*,;y) = S + /i(x) +£(}>). 


Correction de l’exercice 4214 ▲ 


2u ^,-jv = 0 ^f( x ’y) = 8 

(i) 

, v /xx + /j(xy). 

Correction de l’exercice 4215 ▲ 

(1 — t 2 )f" — 2tf = 0 /(f) = 

A In 

l+f 

l-r 

+ P- 


Correction de l’exercice 4216 ▲ 

Af = 4(x 2 +y 2 )AF. 


Correction de l’exercice 4217 ▲ 


1 ■ dudv — m dx 2 + + V > dxdy + dy 2 + dx ' 

2. f(x,y) = y + h{u) + &(v) avec u + v = v, nv = x. 


Correction de l’exercice 4218 A 

f(r ) = Acosr + Bsinr. 
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Correction de l’exercice 4219 ▲ 

1. II existe G telle que ^ = g + u ^ et = g + 

Done G = ug + <p(v) = vg + y/(u), d’oii g = ,,I„ ' ^ • La reciproque est immediate. 

2. /(jc,y)=jc(9(y-i)+v(y+i))- 


Correction de l’exercice 4222 ▲ 

1. 

2 . 

3. 1/(0). 


Correction de l’exercice 4226 ▲ 

DL de 1 — cos u => lim = ^ ln(/?/a). 


Correction de l’exercice 4228 ▲ 

1. 

2. In it. 

3 ^ 

j. 8 . 

4. 4. 

e 

c I dt dt _K_ 

3 Jt=0 2+cos t Jt= 0 2+cos/ 

6 . ^ny/ii. 

?■ 

71 


Correction de l’exercice 4231 ▲ 


1. 

2. exp(f). 


Correction de I’exercice 4232 ▲ 


b„ si b„ < — 1 

— {b n — l) 2 /4 si-l<fc„^l 
,0 sifc„>l, 

0 si a„ < — 1 

(a„ + l) 2 /4 si — 1 ^ a„ ^ 1 
^ a n si a n > 1 . 

Done a n+ i = f(a„- 1 ), b n+ \ = g(b n -\). Point fixe : a„ — »• x/8 — 3, b n — >• 3 — v^- 


^n+l — < 


bn + 1 — * 


Correction de l’exercice 4235 ▲ 


4 ‘ 
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Correction de l’exercice 4236 ▲ 


u = jr - t =>I=*f t l 0 i+ l jnt dt = f f t= _ x/2 n/2 l+ ^ os( dt = 71. 


Correction de l’exercice 4238 ▲ 


Correction de l’exercice 4239 A 

Couper en intervalles dc kn/n. On obtient /„ = pour tout n ^ 1. 


Correction de l’exercice 4240 ▲ 

/ est paire, 7T-periodique. f'(x) = 0 pour 0 ^ x ^ f => f(x) = /( 71/4) = 


Correction de l’exercice 4244 ▲ 

Comparaison entre f t l =0 et son approximation des trapezes. Decouper et integrer deux fois par parties, 
u n — > | lorsque n — )■ 


Correction de l’exercice 4247 ▲ 


/ = 


1 -Tt 


/'(f) (1 + cos?) +/, = o/ ,/ (0(l +cost)dt ^ 0. 


Correction de l’exercice 4251 ▲ 

1 . formule de Taylor-integrale. 

2 . 


Correction de l’exercice 4254 ▲ 

H' = f(2F — f 2 ) = fK et K' = 2/(1 — /') done H est croissante et positive. 


Correction de l’exercice 4259 ▲ 

1 . 

2. Soil F(x) = f t x =a f(t)dt et G = F~\ Alors ± !£*/(**) = \X'k=lf oG (^ -+ f t l a f 2 (t)dt / .il a f(t)dt 
lorsque n — > 


Correction de l’exercice 4260 ▲ 

On a f = e g avec g de classe 2? 1 par le theoreme de relevement d’oii 1(f) = £ 22 


Correction de l’exercice 4261 ▲ 

1. II existe toujours une unique fonction g de classe c € 2 telle que g" = /, g(a) = g'(a) = 0 : g(x) = f* =a (x — 
t)f(t)dt (Taylor-Integral). 

2. Soient A . /./ £l tels que f\ : fix) — A - fix verifie f b _ a f\ (x) dx = f b _ a xf\ (x) dx = 0. On trouve 

I (b — n)A + (b 2 — a 2 )/2fi = ~Jx= a f( x ) dx 

y (b 2 — a 2 )/2X + (b 3 — a 3 )/3)J. = — f b =a xf(x)dx 

et ce systeme a pour determinant ( b — a) 4 /12 / 0 done A,jU existent et sont uniques. Soit g\ £ F telle 
que g'[ = f\ : f b _ a g” (x)g" (x) dx = 0 pour tout g £ F. en particular pour g = gi done g” = f\ = 0 et 
f(x) = A + jix. 
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Correction de l’exercice 4262 ▲ 

Soit g = f - a. On a 0 < g ^ b - a et g = -a d’ou f ( j g 2 ^ (b - a) f ( j g = -a(b - a) et fj f 2 = g 2 + 
2 a /q 1 g + a 2 ^ —ab. 


Correction de l’exercice 4275 ▲ 

/W = 7=jP ° ur - 1 <x<l. 


Correction de l’exercice 4276 ▲ 


4 ’ 


Correction de l’exercice 4277 ▲ 

2 nl n - {2n + 2)1 n+ \ = 0 =>/„ = - 


Correction de l’exercice 4278 ▲ 

l n +I n + 2 = -^r => h = 3^ (tan § ) ■ 


Correction de l’exercice 4279 ▲ 

i n =*V‘ mui'-D- 


Correction de l’exercice 4280 ▲ 

Decomposer en elements simples et integrer. On obtient I n = YH=i ( — InO 


Correction de l’exercice 4281 ▲ 

1. 

2 . 

3. A„ + A n+ 2 — 2A„ + i = 0 =>■ A„ = 

A n -B n = f =>• B n = - f pour n ^ 1. 

4. J= f. 


Correction de l’exercice 4285 ▲ 
1-7. 


Correction de l’exercice 4286 ▲ 

1. Integrations par parties successives, 


e On tdt = 


h = 0 


)t = o 


(inf - 




r+°° tk / 

/ e~ f — ln(f/£)r/t+ ( : 
7f=o *! V 


1 2 
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Soit 4 = /A q e tt ^ln(t/k) dt. On pose t = ku : 


4 = 


/*+° < 


(we ") A lnn4n 


4 ! J u—0 


k k+] [+°° ( (ue u ) k l \u 2 e U lnu 

d 


k\ 


' u—0 


k- 1 


k k+ 

k\(k- 




1 —u 
u 2 e~ u lnu 


— u 


Comme 0 4 ue " ^ e 1 , il reste \fk au denominateur multiplie par quelque chose de borne. 


2 . 


/■' r 1 l-e _f r+°° e~ f 

/ 4?= / dt — / — dt 

4=o t Jt=o t J t = i t 


= lim I — In*— / - — dt 

x— >0 + \ Jt=x t 


= lim ( (e * — l)ln;t — f e l \ntdt ) 

*->o+ V .4=* / 


e Onfdr. 


/f=0 


3 . /,::v*=( f =- in (i-w))=/ u =i- 


—du 
e~ x ln(l— m) * 


Correction de l’exercice 4288 


t o 


dt 


n 

2' 


▲ 


Correction de l’exercice 4290 ▲ 

1. En supposant / positive decroissante, / 0 + °°/ =4 fg(i) 4 /./’ (0) + / 0 + “/. 

2- /(«) du-ZnZp tfint) = !ulpt(f( u ) — f(t[u/t\))du = J® Pt t( 1 - {«/?})/» rfw -> 0 lorsque 4 2 

CO. 

Done la serie de terme general tf(nt ) est de Cauchy ; elle converge. 

On a alors / 0 + °°/ — fg(f) = / M Ao f (l — { u/t})f'(u ) — )• 0 lorsque t — »• 0 + . 

3- / 0 + ”2/-2fg(f) = + -2{MA})/'(M)r/M = t/(0)-/ u to? 2 {MA}(l -{«/?})/"(«) 


Correction de l’exercice 4293 ▲ 

0 ^ xf(x ) ^ 2 JAjc /2 /A) dt > 0 (lorsque x — > +°°). 

f;l l t(f(t)-f(t + \))dt = fi l tf(t)dt + J t l 2 f(t)dt-J t Z\t-l)nt)dt^fl l tf(t)dt + f t + = ~f(t)dt (lorsque 

X -»• +oo). 


Correction de l’exercice 4295 ▲ 


i. s?„apd,=jz a qi d ,^.^ 

On obtient /A q id) = (E — 


7 _ r* 


dt = SU^d,+SS,a dl . 


2- 


+°° e — e 


<4 = ln2. 
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Correction de l’exercice 4296 ▲ 

1. 

9 1L I In 2 
4 2 * 


Correction de l’exercice 4297 ▲ 


= <p(m+ 1) 


lp/(«) du + J* = l + J /(«) c/M + j;f 

- 5 /«=i-l <P(w) ^M + LtaVl /(«) ^M+ 2 Lp-l 


f(u)du. 

(p{u)du — (p{b — 1) oil ipest une primitive 


de/. 


Correction de l’exercice 4298 ▲ 

Soit F(x) = f t x =0 f{t)dt : ± J t x =0 tf(t)dt = F(x) -\tf =0 F(t)dt. 


Correction de l’exercice 4301 ▲ 

1. 

2. e~ x /x. 

3. — In*. 


Correction de l’exercice 4302 ▲ 

1. 

2. I n — y' / /7^2rt i 1 1 Jn — y ( ^ Flfi 1 ■ 

2 ■ 


Correction de l’exercice 4303 A 

, _ (2n)!0r 
1 n 2 2«+i w ! * 


Correction de l’exercice 4304 A 

Integrate trivialement convergente. Couper en fd et J\ ' changer x en j dans l’une des integrates, regrouper et 
poser m = x— \ . On obtient / = c/m = P 


Correction de l’exercice 4305 ▲ 

L’integrale converge par parties. 


Correction de l’exercice 4306 ▲ 


f x cos(P(t)) dt 


sin(P(r)) 

P'(t) 


fsin (P(t))£ (pfc)dt. 


Correction de l’exercice 4307 ▲ 

I = J par changement mh> 1 / u. 

I+J = \ =*>/ = /= f. 


Correction de l’exercice 4310 ▲ 
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rX p+oa 
Jx = 0 J t x 


sin? 


dtdx = 


= X 

= x 


f +oa sin? i x [ x 

: / dt + / sin.rd.r 

J r=jc t \ x—0 J x 0 

/■+” sinf 

/ df + 1— cosX 

Jt=x t 

r-cosn+“ f +o ° cost 

—X / — =— J? + 1 — cosX 

t h=x 


= -X 


sinn +°° 


? z Jf=Z 


-X 


't=x t 2 
f+°° 2 sin t 


dt + 1 


)t=x 


1 lorsque X — > +°o 


Correction de l’exercice 4311 ▲ 

2\ff"\ ^ / 2 +/" 2 done //" est integrable. On en deduit que / ,2 admet une limite finie en +°o, et cette limite 
est nulle sans quoi / 2 ne serait pas integrable (si fix) — y l lorsque x — > +°o alors f(x) /x £). Ainsi f est 
bornee sur M + , / est lipschitzienne et done uniformement continue. De plus, 

f X f' 2 (t)dt=f(X)f'(X)-f(0)f'(0 )- f x f(t)f(t)dt 
Jt = o Jt=o 

done f{X)f'(X) admet en +°o une limite tinie ou +°°, et le cas f(X)f'(X) = ' (f 2 )'(X ) — * +oo lorsque X — » +°o 
contredit l’integrabilite de / 2 done ce cas est impossible, ce qui prouve que f 2 est integrable sur R + . Enfin, 
ff est integrable (produit de deux fonctions de cari es integrables) done / 2 admet une limite finie en +°o et 
cette limite vaut zero par integrabilite de f 2 . 


Correction de I’exercice 4312 ▲ 


On pose u n = /p_ 


_ r(n+l)]t 


U„ ~ 


2 In n 


dt = j t *_ 0 dt. Par encadrement du denominateur on a u n ~ d'oii uq-\ b 


et, par encadrement encore, P integrate arrctcc en x est equivalente a 


21nx 
71 ' 


Correction de l’exercice 4313 ▲ 

= j?=x{] ~ 6 + o(t)) dt ^\n2. 


Correction de l’exercice 4314 ▲ 


Correction de l’exercice 4315 ▲ 

Formule de la moyenne sur [3 , jc] et [x.x + x 2 ] =>■ lim = 0. 


Correction de l’exercice 4316 ▲ 

In 2. 


Correction de l’exercice 4317 ▲ 

111 (- 1 )" ir JxTfifn = fo + ~(l - (Tw) 2TF ^ /o + °° lorSC l Ue N °°- 


Correction de l’exercice 4318 A 

1. 
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2. /(*)=/+: 


sin(t-x) , _ 


dt = cosx //“ ^dt — sinx J/ 1“ ^ dt —>0 lorsque x — >• +°°. 


Correction de l’exercice 4319 ▲ 

I m 


Correction de l’exercice 4320 ▲ 

t = ux puis integration par parties =^~ \ . 


Correction de l’exercice 4321 ▲ 

/'W = ;#&) =*•/(!+*) = i(/. 2 -ft 3 ) +o(ft 3 ). 


Correction de I’exercice 4322 ▲ 


1. 


2. Soit £> 0 : Pour x assez petit, 1/(7)* — 1 — xln(/(7)) I ^ ex car In/ est borne sur [a,b\. 


Done 


SlaW dt ~ 1 -xJ,iaHf(t))dt 


^ £x, et 


In 


(flaf(t) x dt) — x J t b =a ln(/ (?) ) dt 


^ lex. 


Correction de l’exercice 4325 ▲ 

1. Couper en + f/ =1 _ e 


2. 

3. 


rln(l+?”) 


n 


Jf=0 


n /fL 0 ln(l +t n )dt ~ 


ln2 

n 


I f 1 dt = 2V2-2+2ln(2V2-2) 
n Jt—0 vT+7+1 n 


Correction de l’exercice 4326 ▲ 

I_la2 +0 M 
n 1 V n I 


Correction de I’exercice 4327 A 

■ + ul. ^ +/o = 1 + 2 ^- 2H - 2 r^- 2) +//T 


Correction de I’exercice 4328 


u = t n 


J. r e 

n JU— 


vT+u 


dll. 


A 


Correction de l’exercice 4330 A 

m- 


Correction de l’exercice 4331 A 

Soit f n (x) = (1 —x/n) n si 0 / x / n et f„(x) = 0 si x > n. Alors /„ (x) converge simplement vers e~ x et il y a 
convergence dominee. 


Correction de l’exercice 4332 A 

/(x) = cosx. 


Correction de l’exercice 4333 A 
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1. I n +I n + 2 


1 

n + 1 * 

2 - hk = 2ihi ~ 2F3 h t-^f - + ( _1 ) A f’ 

hk+1 — 2 k~ 2k^2 ^ ^ “ T (— l)*ln y/2. 

3. + ^ — - = f + J — - = In2. 


Correction de l’exercice 4334 A 

pi t n —t^ n i I 1 . _ - 

Jo T=r* = ^+T + • • • + 2 i, -»■ ln2 lorsque n -> 


Correction de l’exercice 4335 ▲ 


1. 

2. g(c). 


Correction de l’exercice 4336 A 

<D(jc) = j t x =0 f 2 (t) dt => <4>'<4> 2 -> C- =» d> 3 ~ 3 £ 2 x => / = V^P 7 - yj. 


Correction de l’exercice 4338 A 

1. 

2 . 

3. 

4. Pour a = 0 on a /;(x) = f x =0 dt, quantite bornee car P integrate converge en +°o. 

• 2 

Pour a = 1 on a h(x) = cosx f x _ () cos ^ smt dt q- sinA f x =0 dt, quantite non bornee car la deuxieme inte- 

gral diverge en +°o. 

Pour 0 < a < 1 , developper le cos (a — t) puis lineariser les produits obtenus. On obtient quatre integrates 
convergentes, done h est bornee. 


Correction de l’exercice 4339 ▲ 

y ln(l+q) 


2 . 


-(p'(a) 


ln(l+a) _ 1 

a 2 a(l+a) ' 


Correction de l’exercice 4342 ▲ 

fix) = /( x) = n\n(x+ 1). 


Correction de l’exercice 4343 ▲ 


1. 

2 - I 'i x ) = fh' I i x ) = nXn f^r)- 


Correction de l’exercice 4344 ▲ 

1- g'(x) = J t 1 =0 {-2x)e^ {1+t ~ ) dt = -2 f{x) = -fix). 

2 . 
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3 . 


Correction de I’exercice 4345 


U = 7 => 




A 

-2a 


Correction de l’exercice 4346 A 


1 . 

2. /'(x) = —2 x/(x). 

3. 7(x) = 


Correction de l’exercice 4350 A 

1- g(*,y) = JLif(ux)dn- 

2 - §f = i (}’/(*>’) - f(x) ~ Jl= i f(ux) dii} ^/(O) lorsque x 0. 


Correction de l’exercice 4351 A 

1. — 2 de — °o a — §, 2sinxde— f a 2 de | a +°°. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 


Correction de l’exercice 4352 A 

2.40 <x <2.41. 


Correction de l’exercice 4353 A 
1 . 

2. a = a,b = a 2 . 

3. comparaison serie-integrale /(a) — > % lorsque a — > +°o. 


Correction de l’exercice 4354 A 

In F est convexe, encadrer lnr(x) par les cordes passant par ( |_xj ,lnT( |_xj )). 


Correction de l’exercice 4356 A 

1 - f(a) = -§ f(a)^f(a) = ^exp(-n 2 /4). 
2. g'(a) = f(a) g(a ) — > | lorsque a — > +°o. 


Correction de l’exercice 4358 A 
1. IPP. 
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2. Soit F(x) = /+“ f(t)dt. On a <p(a) = F (0) - a e~ a1 F (t) dt . 

Soit e > 0 et A tel que * > A =>• |F (jc) | ^ On a : 


a 


Jt=o 


r F(t)dt 


^ a sup \F(t)\,t E [0, A] + £e aA ^2e 


pour a suffisament petit. 


Correction de l’exercice 4359 ▲ 

v„ — > 1 (lorsque n — > oo) par convergence dominee. v„ — 1 = f x L 0 7 d.r = 2 fj_ 0 du ~ done la serie 
diverge. 


Correction de I’exercice 4360 ▲ 


u n — > 1 (lorsque ° o) par convergence dominee. 

«» - 1 = iLo ( tI? - ] ) ^ = £ fLo “I+T (“ _2/ " - 1) 


*=0^ 1+x" 

On a 0 ^ u ~^ n — 1 = exp 


21n(w) 


W=0 1+M 

-1 


21n(u) 


exp 


21n(u) 


d’ou 0 < u n ^ ^ f u=0 


2 fl m'~ 3/ ”(— ln») = 


1 — |— M 


Correction de I’exercice 4361 ▲ 


2(a) est definie pour tout a > 1. 7(2) = (x = e“) = / M t“ „ (1 “ e g t )2 du = / u t° 


r+ c 

Ju= 


»g~" Wh = f+“ "> du = - - I — 

(e“+e-“) 3 Ju=0 (g"+g-“) 3 uu |_2(e“+<;-“) 2 \ q Ju= 0 2(f*+r") ! 


_ f+“ 
, Ju=C 


du 


+ °° oo (e „ + “-") 2 = 0 (P arit e)- 2(3) = 

o r i + 0, 

_ r+oc 2 ” ' ’ 

_ Jlt=C 


f+°° <? 2 “ f/z< _ 

=0 2(l+e 2 ") 2 — 


1 


4(l+e 2 “) 


- u—0 


— g. 1(a) —r 0 (lorsque a — > +°o) par convergence dominee. 


Correction de I’exercice 4362 ▲ 


-|-oo 


1. Df = ]0, 1 [. / est convexe sur ]0, 1 [ par integration de l’inegalite de convexite pour jc i ->t A et fix) 
(lorsque r-t0oui-> 1) par convergence monotone done / decroit puis recroit. 

2 . 


3. EnO: 


En 1 : 


l 


l 


f(1+/) t x + l t x + l {\+t) 

j 1 #1-^: 


- x/rxi dmc f(z) = XU 4ii + i - F,‘ 


dt 


t x+l (l+t) x 


— = i - t; done m = j- - XU f dt + a ^ 


■“ dt 1 

rs-< 


1 — X 


A lv,\ r+°° nu” 1 du r+°° ndv 

J\ L / n ) —(t=u n ) J u=0 u (l+u n ) (v=l/w) J v = 0 1+v ' 


sin (jt/n) 


(formule bien connue. . .) 


Correction de l’exercice 4363 A 

Si a G 2?rZ alors u n = 0 pour tout n. 

Sinon, u„ = Im^ / f LoEt=i t n+k ~ x e lka dt'j = Im (f t L 0 t"e‘ a -t-''e)^ ,+l > a ^ q (] orS q Ue /2 oo) p ar convergence 
dominee. 


Correction de l’exercice 4364 ▲ 


la = f x a =- a I/O) I dx ^ f“ = _ a ^ A ^ |f|) dt dx = f“ = _ a dxdt . On a f x a = _ a e l x+r l dx = 


2 — 2e~ a cht 
2e“l f l shfl 


si 


si 


done I a ^ f t a =0 + /+“ dt = 4 arc tan(y / n) + 


^ cste. 


Correction de l’exercice 4365 ▲ 
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1- ■sW = / f ioEfc=i sin (Oe kMdt - 

On a | sin(t)e~ kxt \ ^ te~ kxt et f t tj)te~ kxt dt = p- done £“ =1 \ sin(t)e~ kxt \dt converge ce qui legitime 

l’interversion integrale-serie. D’oii s(x) = £“ =1 sin(f)e _to dt = £“ =1 k -, | | . 

2. Sachant ( ?) que dt = on obtient : 


/ \ * 

xs[x) - - 


rsint 


!t = 0 v e«- 1 
/•+“/! 1 




/»=( 


= — x 


— 1 

w/ 

( 1 

I) 

\e u - 1 

V v- 

£// 


M\ 

x) 

U 


du 


+x 


X J J u=0 Ju= — l) 2 u 2 


—e 


■ + ■ 


cosf-l 


du 


xJ 


> 2 si w— » 0+ 


► ^2 SI W 




= x(quantite bornee) — > 0 si u — > 0 + . 


Correction de l’exercice 4366 ▲ 

Fonction de x de classe 2?“ sur ]0, +°°[, decroissante de limite nj 2 en 0 + et 0 en +°o. Demi-tangente verticale 
en 0+, Equivalente a 1 /x en +oo (par IPP). Equation differentielle : fix) + fix) = 1 /x. 


Correction de l’exercice 4367 ▲ 


1. [0,+°°[. 

2 . 

3 - fix) - f{x) = f t ± o e~ dx dt = iu = ty/x) = 0= x . 

4 f>(r) = - 1 f+“ tde-"' J _ r+“ xzL f+“ _ nVg 

' J \ ) yfx^U — 0 jc+jf- Xy/x^ u ~t) \-\-U 2 / X Xyfx JU—l 0 \Xyfx' 

5. 

6 . 


_ — 0r 


Correction de l’exercice 4368 ▲ 


1. 

2. Theoreme de Fubini : fffffdx = f =0 f+f 0 Reie^ a+isind i x )dxdO = f =0 g2 °^ fl = ^=5 
(couper en 6 = n/2 et poser u = tanP). 


Correction de l’exercice 4369 ▲ 

I'ix) = f t ±o(cost — e~ t )e~ xt dt = done 7(x) = ln(^ ( {^~ 2 ^ +cste et I(x) — > 0 (pour x -X +°°) d’oii 

cste = 0. Alors 7(x) -> 0 pour x — > 0 + . 


Correction de l’exercice 4371 ▲ 


Df = ] 0, +oo[. II y a domination locale, done / est continue. 

De meme, pour x > 0 on a fix) = f t f£ ^-*7+1+ 1 ) 2 dt. En coupant P integrate en 1 et en posant u = l/t dans 

1’ integrate sur [1, +°°[ il vient : f\x) = /,L 0 ln(t)C +1 ( 
si t £ ]0, 1 [. Done / est strictement decroissante sur ]0, +°o[. 

r+°° dt 


(t x + l +t+ 1) 2 


j dt < 0 car ln(f ) < 0 et t x+1 < 1 


ftt 7 jd % = 1,-7 ir=o dt = (domination du reste avec le CSA) = £* =0 
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O x ^0+(l)- 


r 1 dt , r+“ r 1 A I r+°° dt 

Jr=0 (i+i+f+i “ t "Jf=l (f^ 1 4 -r ) (t Jt+1 +r + 1 ) ^ Jt=0 /+i ' Jt= 1 f(t+i) 


2 In 2 done /(x) = ^ + 


Pour x — > +°o, on a avec le TCM separement sur [0, 1] et sur [1, +°o[ ; lorsque x — » +°o, /(x) — » f / =0 ^ = ln2. 


Correction de I’exercice 4372 ▲ 


Pour A/0:/„ = 


exp(Ansin 2 (jr)) 

2A«cos(x) 


J*=0 


- r=0 g3uj' «P(A»sm 2 (x))& = - sb - ^ avec 0 < 




— fj-r. Done /„ 

cos z (a) n 


^>0eU,~-^ S iA<0. 


Correction de l’exercice 4373 ▲ 

1. Pour 0 ^ ^ 1 on a f (1 — t)(n — 1)! ^ t(l — t) . . . {n — t) ^nl d’oii ^ ^ \a n \ ^ 1 et R = 1. 

2. (— 1 ) n a n = / r Lo f (l — 0(1 — f/2) ... (1 —t/n)dt. Pour 0^x< j onax^ — ln(l — x) ^ x+x 2 (etude de 

fonction) done pour &^2et0^f^l: ^ 1 —t/k^ e~^ k d’ou : 


b n = [ t(l — t)e *( Hn ^ r ~ K " dt ^ (— l)"a„ ^ [ te tH " dt = c„ 
Jt = o 7?=0 


avec H n = 1 + 1/2 4 fl/n et = 1 /2 2 H 1-1/ n 2 . 

Equivalent du majorant : 

1 - (1 +#„)«-«■ 1 
C " ““ H 2 ~ H 2 ' 


Equivalent du minorant : 

/* 1 

/ t(l-t)(l-t 2 ^„)e~ ?(// "“ 1) dt 

Jt=o 


= I te t(H " ^ dt — [ t 2 (\+t(l-t)K n )e t(H " !) dt 
Jt= o 7/=o 

^ [ te~ t{Hn ~ l) dt - (1 + jAT„) [ t 2 e~ t{Hn ~^ dt 

Jt=o Jt=o 


> 


1 - H„e 


l~H„ 


( Hn - l ) 2 


- (1 + K) 


2-(//„ 2 + l) g 

(//„ - 1 ) 3 


1 ~H n 


Hr r 


Finalement, a n ~ 


(- 1 )" 

Hi 


r^j 


(- 1 )" 

In 2 /I 


Correction de l’exercice 4374 ▲ 

1. £n„(t) converge pour |f| < 1. 

2. P„(t) = t n+1 sin(nx) —t n sin((n + l)x) + sin(x), Q(t) = t 2 — 2?cos(x) + 1 = (f — cosx) 2 + sin 2 x ^ sin 2 x. 

3. Pour |f| < 1 on a S„(t) -» lorsque n — y °° et il y a convergence dominee vu la minoration de Q done 

lmtegrale suit : jd„SJt){ll -> /. L 0 = (' “ COSJt = “ sinJr ) = iS-l m Jfi = ! r i - 

4. ^ = JioMOtf d'oii C.1 = V- 


Correction de l’exercice 4375 ▲ 


1. 
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2. sin 2 3 (nt) = 1 co ^ 2ltf ) ; done il suffit d’etudier I n = f t n = 0 cos(2nt)f(t)dt. 

Posons I np = f} m Q ln ' p>7T cos(2nt)f(t) dt : on a |/„ — f n , p \ ^ f t t^ m \f(t)\dt, quantite independante de n et 

tendant vers 0 quand p — > °° done le theoreme d’interversion des limites s’applique : 

lim„ >00 /„ = limn^oJinq, /CO I np = lim p _ j . 0 olim„_ ) .oo/„^ = 0. On en deduit u n — > \ fttofiO dt lorsque n — > 


Correction de l’exercice 4376 ▲ 


1. 0< fn{x) ^ x n et /„( 1) = 1 done lorsque n -> °o f n (x) -» < 

I 1 si x = 1 . 

2. (a) Non, la continuite n’est pas conservee. 

(b) Oui, il y a decroissance evidente. 

3. Changement de variable u = ^ l+x " - j : J n = n ^ 2 _^ fj_\/ 2 ' i (^ u ^ n — 1 ) 2 ^ n ~ l ' l u l / n du et l’integrale tend 
vers 1 quand n — > °° par convergence dominee. 


Correction de l’exercice 4377 ▲ 

Il y a convergence si et seulement si x > — 1. f(x) = / f ^ 0 (l — t)t x dt = D-f — ^ , done f(x) = In^fp^ +C et 
f(x) — > 0 (lorsque x +°o) d’ou C = 0. 


Correction de l’exercice 4378 ▲ 

1. ]l,+°°[. 

2 . 

3. I 1 (a) = — j x + J 0 sh xe~ ax dx = \ (jri ~ S+l)- D’ou 1(a) = 4^ l n + cste et K a ) 0 lorsque a — » +°° 
done la constante est nulle. 


Correction de l’exercice 4379 ▲ 


1. Integrer par parties. 

2. Integrer deux fois par parties. 

3. Pour 0 < u < v : J t v =u e~ ,t2 / 2 dt = 


e-“ 2 / 2 


-1,1 


c-“ / 2 


=« it - 


dt 


- i ' k 2 /2 „ +00 e - U 2 / 2 


- f+‘ 
Jr— 


U it 2 


dt lorsque v — >• +°o. 


Ainsi f f t^e lt2 ! 2 dt converge et de meme pour "^ 2 dt . 

4. On pose f(t) = /( 0) + ttp(t) avec <p de classe tf 1 . Il vient : 


g(x)Vx = f( 0) / 

Ju 

-+m-i 


bs/x 


1 


e~ iu 12 du -—= e~ iu ' /2 (p(u/Vx) 

=dy/x W X L 


- b^fx 


1 rV* 




-hr /2 „/ 


- u=ay/x IX Ju^asjx 


(p'(u/y/x) du 


lorsque x -» +°o. 


Correction de l’exercice 4381 ▲ 


2 . 0 . 

3. jab(a 2 +b 2 ). 
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4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 


96 

35 ‘ 

n_ 

2' 

K( 1 - 
5 

6' 

2 (In 2 

3tt 
2 ‘ 

65 n 
48 ‘ 

¥« 3 . 

45 ‘ 

7r(l — 

(g 2 P-l) : 


In 2 ). 
- 1 ). 


(x = u 2 v,y = mv 2 ). 


Correction de l’exercice 4382 ▲ 

Poser u = x,v = x+y. On obtient / = 


Correction de l’exercice 4383 A 

symetrie + passage en polaires. / = — y . 


Correction de l’exercice 4384 ▲ 

1 . Iln(|). 

2. 2^fl ' 2 arcsin ^ — InR'Ja 1 —R 2 . 
3 — 

4. |-ln2. 

5. ^(a 2 + 3R 2 ). 

6 . f(l-ln 2 ). 

7. +ft 2 ). 


Correction de l’exercice 4385 ▲ 

1. Integrer en z d’abord : = 72372 ( 7-7121 - 77772 ) ■ On obtient I = K\n2. 

2. Integrer / en x et y d’abord. On obtient / = ( arctan; ) dz. 


Correction de l’exercice 4386 A 

1 7rln2 

1 ~ 8 * 


Correction de l’exercice 4387 ▲ 

\n 2 Rr 2 (4R 2 + 3r 2 ). 


Correction de l’exercice 4388 A 

27T/? (m 2 — y) . 


Correction de l’exercice 4389 ▲ 
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1 . 

2 . 

3. Fubini => 1 = 


Correction de l’exercice 4391 ▲ 

!■ 2A = (/ f=0 t ^ t ) =>A = ^. 

2 . 

3. 

4. B + C = ®,B — C= —D. 

5 . c = -*4,D = -£. 


Correction de l’exercice 4392 ▲ 

1. A = f-^ln3. 

2. 4flZ?arctan 


Correction de l’exercice 4393 ▲ 

Formule de Green : srf = 


Correction de l’exercice 4394 ▲ 

Formule de Green. A = ^ (p 2 — p \ ) {qi — q \ )• 


Correction de l’exercice 4395 ▲ 

Formule de Green. A = ncr . 


Correction de l’exercice 4396 ▲ 

1 . V =f{l-y/l^ 3 ). 

2. V = f {2-V2). 

3. V = 2n 2 Rr 2 . 


Correction de l’exercice 4397 ▲ 


v _ 4 Tip 3 
V - 3A 4 ■ 


Correction de l’exercice 4398 ▲ 

]^(31n(l + y/2)-y/2). 


Correction de l’exercice 4399 ▲ 

hauteur = aR avec a 3 — 3a + 1 = 0 =4> a « 0.347. 


Correction de l’exercice 4402 ▲ 
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C’est manifestement vrai pour t/x = I et aussi pour = t. De maniere generale, si \ ff(t) = t k avec k G || 

alors pour n ^ k , (x\ 4 1- x n ) k est une somme de n k monomes parmi lesquels il y a n(n — 1) . . . (n — k+ 1) 

monomes oil chaque variable apparait avec l’exposant 0 ou 1. On a alors : 


A„0) = 


n(n — 1) . . . (n — k+ 1) 


x=0 


x/(x) dx 


x=0 


f(x) dx 


n—k 


+ i- 


n(n — 1) . . . (n — k+ 1) 


)o(i), 


ce qui prouve que A n (w) Yyfx=o x f( x )^ x J (l° rsc l ue n —■ y °°) lorsque \j/{t) = t k . Par linearite, cette relation 
est encore vraie pour tout i// polynome. On conclut pour i// continue quelconque avec le theoreme de Stone- 
Weiers trass. 


Correction de l’exercice 4403 ▲ 

cos(x + ry) = cosxchy — / sin x shy =>• cosz G [— 1, 1] si et seulement si z G M. 


Correction de l’exercice 4404 ▲ 

Mettre 1 + - sous forme trigonometrique. 


Correction de l’exercice 4405 ▲ 

Developpement en serie. 


Correction de l’exercice 4406 ▲ 

2 2x v 

= ~ + ^ 2 C0S '' - Apres simplifications, on est ramene a prouver que x 2 (l — cosy) ^ y 2 (chx — 1), ce qui 
est vrai car on peut caser \x 2 y 2 entre les deux. II y a egalite si et seulement si y = 0. 


Correction de I’exercice 4408 ▲ 


e x + i y = x + iy& 


x = y/ tany 

^g-y/tanv _ s j n v /y. 

de (2k + 1 ) 7T , e~ y / tany > sin y/y (limite infinie). 


Au voisinage de 2 kn + , e y / tany < siny/y (point plat) et au voisinage 


Correction de l’exercice 4409 ▲ 


1. z = ±/ln(2 + v / 3)(mod27r). 

2. z = /7r(mod2/7r). 

3. z = O(mod27t) ou z = 0(mod2j7r) ouz = 0(mod2j 2 7r). 

— 1 i • 7 

e lz = (1 — f)/6 : z = 


tt/ 4 — / In \/2(mod2 n) 

— 7r/4 — /ln(\/2/6)(mod27r). 


Correction de l’exercice 4410 ▲ 

| cos(x + /y)| 2 = cos 2 x + sh 2 y = ch 2 y — sin 2 x sup = eh 1. 

|sin(x + /y)| 2 = sin 2 x + sh 2 y = ch 2 y — cos 2 x. A x fixe, le module augmente avec |y|, done le maximum est 
atteint au bold du disque. 


<p(Q) = sin 2 cos 0 + sh 2 sin 0 (p'(Q) = sin20 


/ sh(2sin0) sin(2cos0)\ 
y 2sin0 2cos0 J 


=>• sup = sh 1. 


Correction de l’exercice 4412 ▲ 

Si x est vecteur propre de M il Test aussi de exp (M) done x = 
tel que e a = 2 i (a = ln2 + /'(| +2 kn), k e Z). On a done M = 


ke i et la valeur propre associee est a G (x 2 + 1 ) 


a 


, exp (M) = 


d’ou j8 = V 5 . 
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Correction de l’exercice 4413 ▲ 


2 Yl 

~ « e «(«-2) : 
2 “-‘ 

~ -4 ^cv. 


~ 4 => cv. 


CV ssi a <2. 


4 =+ cv. 


1. ~ — 4 => DV. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6. cv ssi |a| 4 1. 

7. Serie alternee 

8. Serie alternee 

9. Harmonique + alternee =>■ DV. 
10. d’Alembert =+ CV. 

l)(w— l)!+n! ^ ^ 

(^+2j! ^ 


CV. 

CV. 


(n+l)(n+2) 

+ o(4) ^cv. 


11. + K - V4,4 T " : 4 ,4.,^ =+ cv. 

12. = ^4 , _ , 

n -\- 1 V n 

13. Decomposition en 3 series alternees => CV. 

14 =+?-iS + 0('.- 3/2 )^DV. 

15. Regroupement de termes =>■ DV. 

16. Regroupement par paquets + CSI =>• CV. 

17. Terme general ne tend pas vers zero, DV. 

18. =-4-^cv. 


Correction de l’exercice 4414 ▲ 

P(n) = i ? 3 + |n + C. 


Correction de l’exercice 4415 ▲ 


= (- 1 )" 
yj n(n+l) 


+oU 


converge. 


Correction de l’exercice 4416 ▲ 

Un = { ^Sr - 2^72 + ° ( ^72 ) • il y a convergence ssi a > f . 


Correction de l’exercice 4417 ▲ 

Effectuer un developpement asymptotique pour les deux premieres. Elies convergent si et seulement si a > 
La troisieme diverge par comparaison serie-integrale. 


Correction de l’exercice 4418 ▲ 


^2 n 


— > ab et 

U2n-l U2„-2 


ab (lorsque n — > °o) done il y a convergence si \ab\ < 1. 


Correction de l’exercice 4420 A 

n = 21, S ~ 0.65314389. 
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Correction de l’exercice 4421 ▲ 


1 =>• 2 par comparaison serie-integrale. Contre-exemple pour (2) ^ (1) : u n = X +I )~ — e n ~ , S„ = X +1 ^" — 1, 

= (f+2)ln(f+2) - 


Correction de I’exercice 4422 A 


(n 1 2 +l) 2 


1 

n~ — 1 


3n 2 +l 

(« 2 +l) 2 (n 2 — 1) 


^ -4 pour n ^ 3. 


Done 5 = EjJLi pri)2 + LXv+i ^ + avec < 0 et XT=/m ^ = 

Pour A = 25 on obtient : 0.76981 < S < 0.76990. 


iV+i 
N(N+ 1 )' 


Correction de l’exercice 4424 ▲ 

Si XX; et XX convergent alors rru n — y oo (lorsque « — > °o) done u n v„ ~ 1 frr . Alors les suites ( V X) et (y^) 
sont de carres sommables tandis que la suite ( y'u n v„ ) n’est pas sommable, e’est absurde. 

Si XX diverge on ne peut rien dire : avec u n = 1 on a £v„ convergente tandis qu’avec u„ = ]. on a XX, 
divergente. 


Correction de l’exercice 4425 A 

1. Ml + ••• + «„ = 1 — (1+fll) .!. (1+flll ) ^ !• 

2. ln((l +oi) . . . (1 +a„)) = XX i ln (' + 77) +°°=>'Lu„ = 1 lorsque n -> 00. 


Correction de l’exercice 4426 A 

Regroupement de termes par valeur constante de p\ =>• XX i = Lp_i 1Qf, ~},°' 


Correction de l’exercice 4428 A 


1. 

2. |v„| = 0(n~ 3 / 2 ) ^ CV. 


Correction de l’exercice 4429 A 

Serie alternee. 


Correction de l’exercice 4430 A 


1 2 
1. 4 . 

2 - 

z - 4- 


3. S p -(j> + \)S p+l =S p 


A 23_ 

144 ‘ 

5. In3. 

6. — ln2. 


1 

(p+ij! 


^S p = 


1 

PP! ' 


7. In (*$*). 

8. ^ — 2cotan(2a). 

9. 109 — 40f?. 

10. (1 _'^ p+l pour |x| < 1 par recurrence. 

n. si \x\ < 1, ^ si \x\ > 1. 
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12. S n 
Sn 


L oo yn- 1 r v^°° v^n— 1 _r r 

9=0 2-f-=l (^n+r)(^«+r+ 1) 2-,q=0L*r=\ qn+r qn+r+1' 

y°° ( 1 1 i ... i _J _ ljm-, ( y(N+l)n l _ yN+l j_\ 

2-?=0 \qn+l t qn+2 ^ qn+n q + 1 y — im W->°° \ Lk= 1 i 2^=1 * j 


Inn. 


Correction de l’exercice 4431 ▲ 

Si n + 1 n’est pas un carre alors u n = 0 done £“ =1 u n = £“ =2 n yt 2 _ 1 = rj—f = |- 


Correction de I’exercice 4432 ▲ 


1. y = e x (acosx + bsmx),y = e X sin.x + e ~ x (cx + d). 




_ (-l)"e-" n (e K +l) 


L OO 1 

n= 0 u n ~ 2 • 


Correction de l’exercice 4433 ▲ 


--3 

3 


Correction de l’exercice 4434 ▲ 


l 

l 2 +2 2 +-+k 2 


— 6 _| 6 24_ . _iQ 21 V 2n+1 | 6 

— k^k+l 2k+l^ S ’>~ La 1 * +„+i 


18 — 24 In 2 lorsque n 


Correction de l’exercice 4435 ▲ 


a -\~b = — 1 
a + 2b = 0 


a = —2, b = l, S = — ln2. 


Correction de l’exercice 4436 ▲ 

tans,, =n+ 1 par recurrence et s n €, £“ =0 < 1 + ZLu ^TT = 2 - 


Correction de l’exercice 4437 ▲ 


2. 5(a) ^ ^ =0 arctan(^: + a) — arctan^ — > f + arctan 1 + arctan \ H + arctan ^ =>■ 5(a) — > +°° lorsque 

a — >• +°° . 


Correction de l’exercice 4438 ▲ 

Le deport maximal entre la premiere piece et la derniere pour une pile de n pieces est j + h l;i (en 

diametre d’une piece). II depasse 1 pour n > 4. 


Correction de l’exercice 4439 ▲ 

1. 2(y/2-l )y/n. 

2. In(ln7i). 


Correction de l’exercice 4440 A 

u , , ~ nlvr n =>• CV. 


Correction de l’exercice 4441 A 

2997. 
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Correction de l’exercice 4442 ▲ 

fW 

V 2* 


Correction de l’exercice 4444 ▲ 

S»+.-.S„ = i- ; i T -ln(=±l) = 


rn + 1 <h 
Jt=n t 


<0 



dt > 0. 


Correction de l’exercice 4445 ▲ 


IT = \ ~ [|]> done v„ = y t | ‘jy L est une somme de Riemann pour l’integrale I = f t L 0 ^y — [ j] j dt. La 
fonction : r i — >• j — [^] est Riemann-integrable sur [0, 1], done v n —> I lorsque n — » °o. 

Calcul de / : /„ = / f Li/„(j - [7]) dt = In «-££ =1 f t Lj_ kdt = 1 Fp 7 1 — / = / lorsque n ->• °o. 


Correction de l’exercice 4446 ▲ 


1. Comparaison serie-integrale : u n ~ 


ln~ » 

2 • 


2. Comparaison serie-integrale encore (v„ est la somme des aires entre les rectangles aux points entiers et 
la courbe de t — > ln(t) /t). 


3. v„ — l 


L oo 

k=n 


>k—n l Jt—k t 


k + 1 In? ln(&+l) ^ 


k+1 I 


= - U=„ w k avec w k ~ j^f done v n - £ 


_ r+“ Inr 
Jf=n 2 / 1 2 


In n 
2 n ’ 


Correction de l’exercice 4447 ▲ 


yn- 1 1 J_ r’/i-l / 1 I _J_\ J _( y«2ft— 1 1 1 \\ In n 

^k — 0 n 2 —k 2 2n ^k — 0 \ n— k ' n+k J 2 n k'n) 2n 


Correction de l’exercice 4448 ▲ 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. S n + < 5 ^ S n + j^. Pour n = 60: 2.06857 <S< 2.06956. 


Correction de l’exercice 4449 ▲ 


La fonction t i— » ' etant decroissante sur l’intervalle [n,n + 1], 0 < — ^ — . Done, 

t x n x 


r n+1 dt 

n t* ^ 


r +l dt 


— par positivite de l’integrale 

n x 


puis 


ch 
1 x 



par la relation de Chasles. 


De meme sur [n — 1 , n], — ^ — > 0 et 
t x n x 



r 4 

In - 1 n x 


1 

n x 
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1 


par la relation de Chasles. 


N dt N 


dt 


N 


1 1 t x 


=l 


n — 2 




Finalement 


rN dt N 1 

1+ / — ^ V — 

h t x ^ " x 


n — 1 


Done, on a : 

Calculons dans un premier temps, * : 


tAE = « 1+ /, 7T 


/l t x 




/• w dt 

1 

K 

1 

4^, 

1 

1 '*"* 

1 —x 


A 1 ”* - 1 


1 


->• 


J i 


1 — JC iV-4+°° X — 1 


( 1 ) 


avec la meme limite pour ,// V+ 1 * . Ainsi on a montre que Jr , serie de Riemann avec ;c > 1 , est convergente. 

On deduit alors de (1), en faisant tendre N vers +°° : 


done 

puis 


A < < i+A 

< (x-l)C(x) < (*-l)(l + izi) 

1 ^ (x — 1 ) C, (x) ^ x . 


D’oii, par le theoreme des gendarmes : 

lim (x — 1 ) £ (x) = 1 . 

JC— >1+ 


( Corrige d’ Antoine Poulain ) 


Correction de l’exercice 4450 A 

Si u„ — >■ 0, alors v n ~ u„ ; sinon, v n —f^r 0. 


Correction de l’exercice 4451 ▲ 


1. 

1 L 

Z ‘ (1— r) 2 ’ 


Correction de l’exercice 4452 ▲ 

On remarque deja que £/*, diverge car u n ~ ^ ^ On calcule YH=o^ u k par parties : 


£ ku k = £ KU k -U k - 1 ) = nU„ - £ £/* 

A=0 fc=l i=0 

Comme t/„ ~ aim,,, terme general strictement positif d’une serie divergente, on a £”_ () f/& ~ & Ylk=o d’°u : 
(i + «)ELo to * nU , j et lorsque n — >• °o ; 


1 f , nU n 

? / ■< rs ~ > / 1 . \ ? 
ObS (l + ajn z n„ 


a 

1 + a‘ 


Correction de l’exercice 4453 ▲ 

= LLcM- => ELo«* = ILi ^ -^o + f . 


Correction de l’exercice 4454 ▲ 
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1. 

2 . 

3. 


kr k = k(u k - u k+ 1 ) avec u k = ^ done £“ =1 kr k = L“ =1 ^ 

De meme S' — Y°° In -* — ( n ~ 1 ) r ' 1 i y°° r* _ »r" , r" +1 
ue meme, — L k=n Kr — \- r + La,= m i_ r — i_ r + (i-r) 2- 

fc 2 ^* = *(S* - S k+1 ) et (5,) decroit d’ou = E?=t $(*) = ELi (fe + (f^p 


r+r 2 

(l-r)3- 


Correction de l’exercice 4455 ▲ 

1. 

2. p n = I 2 — >■ 0 done la serie de terme general In ( 1 — ^ J diverge. 


Correction de l’exercice 4456 ▲ 

Methode des rectangles : Yl k =o ° k ~ a ^ ft=a n+ , 7 ” +°° lorsque k — > 

Si a k ~ a k+ 1 la serie donnee diverge done. Sinon, elle diverge aussi car son terme general ne tend pas vers 0. 


Correction de l’exercice 4457 ▲ 

v ■'N v^2iV— 1 1 _. 1 ^2N— 1 ^ ^ O \^2N— 1 

2^/;= 1 v « — Ea=1 u kLk/2<n^k „ ^ 2 Ea= 1 ^ E ( i=l v « ^ 2£^ =1 U k . 


Correction de l’exercice 4458 ▲ 

LLt v *+ nv » = EJU«*- 

Si £«„ converge, £v„ converge aussi (SP majorees) et nv„ —> t = 0. 
Si £ n„ diverge et £ v„ converge, alors nv n —> +°°, contradiction. 


Correction de l’exercice 4459 A 

LLi VA = £Lt ku k r p = A ; ^ ELt =* cv - 


Correction de l’exercice 4460 ▲ 

hr k i\v k ^t[u k ^zun. 


Correction de l’exercice 4461 ▲ 

Pour n > 2, u n+ 1 < ^ done n „ + 2 > („ +1 1 ) e i/ n ~ ^ done la serie diverge. 


Correction de l’exercice 4464 ▲ 


1. 


2 . 


ln(v„ +i )-ln(v„) = ln(l + ^±}) => 


si a — b + 1 > 0, v n — > +oo 
< si a — b + 1 = 0, v„ = cste 
si a — b + 1 < 0, v n — > 0. 


3. {n + b)u n+ 1 — (n + a)u„ = 0 (n + b)u n +\ + (b — a — 1 )££ =1 u k — auQ = 0 £” =0 ma 


(A?— 1)77Q 

b—a—l * 


Correction de l’exercice 4465 ▲ 

La suite (u n ) est croissante done tend vers t E ]0,+°o]. On a i fini si et seulement si la serie telescopique 
£(w„ i — u n ) = £ J u est convergente, soit si et seulement si a > 1. 
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Pour a < 1 on a u 2 n+ \ = done m 2 +1 — n 2 ~ 2_ et u n ~ (sommation des relations de 

comparaison). 

Pour n = 1 on a de merne u n ~ \/2 1 n /i . 


Correction de l’exercice 4466 ▲ 

a > 1 => £m„ cv et vaut £(a) 2 . 
«<!=>■ n„ ^ £f =1 p, =» £m„ dv. 


Correction de l’exercice 4468 ▲ 


a 

(l-a ) 2 


et 


a+a 2 

(i - a y 


Correction de l’exercice 4470 ▲ 

1. Cesaro. 

2. Vo + Vi H b v ra = 2(«o + Ml + • • • + U n ) — v n . 


Correction de l’exercice 4471 ▲ 


^M^|L“ = 2^|<ME“ =2 i<M/“ 1 | = -^ T ^a 1 =0 


Correction de l’exercice 4472 ▲ 

Demonstration pour xi : £.r„ = 0, £a' 2 „ = 0 =A impair^ = 0- On retire les multiples impairs de 3 (£.*3 „ — 
£a'6„ = 0) =>• L„0o[2];n^o[3] x n = 0- On retire les multiples restants de 5 , 7, . . . On obtient ainsi une suite (s p ) p premier 
nulle qui converge vers x\, done ai = 0. 

Peut-on se passer de la convergence absolue ? 


Correction de l’exercice 4473 ▲ 

1. Recurrence sur p. 

C M 

2. Transformation d’Abel et interversion de sommations : £^_ () v n = £[’ =0 £«=o M «- 

Theoreme de Cesaro =>- £ v„ = 2 £ u n . 


Correction de l’exercice 4474 A 

1 - nu 2n ^ li'L n+ \ u k, nU2 „+ 1 < £^i. 2 “*- 

2. £ > 0 : Pour k suffisament grand, n* ^ |, done ^ n => k ^ ne. Alors £,,,.,„ i /„ J sj n 2 £ + Kn. 


Correction de I’exercice 4475 ▲ 


1. TAF : 3 jc„ G [*„+!,*»] tel que = (1 -p)^±i > (l -p)^. Done, £“ =0 f* ^ 


2. C’est -j^ : Pour a„ = /c", A p 1 £“ =0 1| = -A ^ lorsque fc -A 1 . 


Correction de l’exercice 4476 ▲ 

(u„) est croissante. Si la suite ( u„ ) converge alors a n = u n (u n +\ — u„) iC M(n„+i — u n ) done les sonimes partielles 
de £ a n sont bornees. 

Si £«„ converge, alors u n+ \ — n„ = ^ ^ ^ done £(n„ + i — u n ) converge. 
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Correction de l’exercice 4481 ▲ 

Transformaton d’Abel. 


Correction de l’exercice 4482 ▲ 

Transformation d’Abel + decoupage, v n — > 0 lorsque n — y o°. 


Correction de l’exercice 4483 ▲ 

\u n \ + |v„| ^ (| mi | + |vi|)nL! f 1 + et l e produit infini est trivialement convergent. 


Correction de l’exercice 4484 ▲ 

1 . 

2. (a) 1 +Sn ^ Pn n’est plus triviale mais reste vraie par recurrence (la difference est une fonction de- 

croissante de a i). 

(b) 

3. La suite (Pnc~ S n ) est positive decroissante done converge, ce qui entraine la convergence de (Pn)- On a 

2 

Pn — y 0 ssi -» 0 (lorsque /V »=) soit ssi la serie de terme general ln( 1 + a n ) — a n ~ — ^ diverge. 

4. (a) Demontrer l’inegalite en developpant les deux membres. Sachant que la suite (Pn) est bornee on en 

deduit qu’elle est de Cauchy done converge. 

(b) 


Correction de l’exercice 4485 ▲ 

Ona/(x)=I“ =2 ^.Soit a G [0, 1 [ et M a , m a le maximum et le minimum de / sur [().«]. D’apres la relation 
precedente, m a ^ m a i et M a ^ M a i done en fait m a = m. a i et M a = M a 2 . 

On en deduit _/"( [0, «] ) = /([0, a 1 2 3 ]) = •••= /([0,« 2 ]) = ••• = {/(0)}. Done / est constante et reciproquement 
les fonctions constantes conviennent. 


Correction de l’exercice 4486 A 

Soit (po,pi , . . . ) la suite croissante des nombres premiers et Sk = Y,P(n)^k On a S k = Sk-i Y,7=o ~V = 

Pk Pk 

ce qui prouve que S \ est fini. La serie demandee est — + TT = i Sk ~ Sk ~' = — + T?° =1 %• 

P 0 K 1 Pk P 0 K 1 Pk 

Montrons que Sk ^ 2 ^fpk, ceci prouvera la convergence. C’est vrai pour k = 0 et k = 1, et si c’est vrai pour 
k - 1 avec k ^ 2 alors on obtient S k ^ 2^/pk ^ ^ 2 ^Pk\J~^^ ^ ^s/Pk- 

Remarque : on a en realite S k ~ e r ln (p k ) oil y est la constante d’Euler (formule de Mertens). 


Correction de l’exercice 4488 ▲ 

1 . 

2 . 

3. Soit (r„) une enumeration de Q. On pose f(x) = L,-„< x („+i )2 • / est strictement croissante car pour x < y 
il existe n G 1 1 1 tel que x<r n <y done f(y) —f(x) ^ , ^ 2 . Si x£Q,x = r k alors f(x + ) — f(x~) ^ ^. + 0 2 
d’oii / est discontinue en x. Si x G M \ Q et n e 1 1 1 alors il existe un voisinage de x ne contenant aucun r,-, 
i ^ n d’ou 

f(x + ) - f(x~) ^ L>« (yyTp et f est cont inue en x. 
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Correction de l’exercice 4489 ▲ 

Soit [a, b] de longueur superieure ou egale a 2£(2) et F n = [a, b] \ (/i U ■ ■ • U/„). Alors (F„) verifie le theoreme 
des fermes emboites dans un compact. 


Correction de l’exercice 4490 A 

1. Regroupement a i + j constant => CV ssi a >2. 

2. Pour a ^ 1 on a par convexite : 2 1- “(i + j) a ^ i a + j a ^ (/+ /)“ done il y a convergence ssi a >2. 

3. II y a une infinite de termes superieurs a 1 /4. 

4 =► sommable. 


Correction de I’exercice 4491 


L +°° y^+°° J_ y^+°° k+ 1 9 

n=0 Lk=n k\ ~ Lk= o jt! — ^ 


▲ 


Correction de l’exercice 4492 A 

-iC(3). 


Correction de l’exercice 4493 ▲ 


1. E7=i a n.n- 1 diverge. 

2. Y,p=0 a n,p = 4^2 s i 7^ 



si 72 = 0. 


L OO ^-1 oo 

n=0Lp=0 a n,P = ~ 


L OO ' OO 

p = 0 L/;=0 a n,p- 


Correction de l’exercice 4494 ▲ 


v’i” y 2 " + 1 v-’+oo v (p+l)(2n+l) .y p+1 

" 71 = 0 1_jc 2»+1 "(n,p)e|||' 1 -.[ 2 P+ 2 ' 


Correction de l’exercice 4496 ▲ 

1 . |f| < 1 . 

2. S(f) = £“ =1 = En=iEr=i( — \) k ~ l t kn et on peut echanger les deux sommes car il y a convergence 

absolue. 

3. On suppose t e ]0, 1 [. < 0 done le critere des series alternees s’applique, le reste est 

majore en valeur absolue par le premier terme du reste. 0 ^ | 1 = 1+1 + f + , ^ j done le terme 

general converge uniformement vers 0. 

Par interversion de limite (puisqu’il y a convergence uniforme) on obtient lim^j- (1 — t)S(t) = E”=i 
In 2. 

4. 5(0 = e:_, ELt(-i) k_ 1 ^ = Lkn=p(~ i ) k ~ ltP = Ep =1 o(py 

avec o(p) = (nombre de diviseurs impairs de p) — (nombre de diviseurs pairs de p) = Oj(p) — o p (p). Si 
p = 2 a q avec q impair alors <J p (p) = aa,-(p) = oc<Ji(q) done a (p) > 0 ssi p est impair (tresjoli exercice). 


Correction de l’exercice 4497 ▲ 

1. Il y a convergence si |z| < 1. On a alors f{z) = Y.(n.p)e\\\ 2 z anp+bn+cp . Il y a aussi convergence pour |z| > 1 
lorsque a > b e t on a dans ce cas : f(z) = E(«,p)e| 1 1 x I II* z~ anp+bn ~ cp (non symetrique en b,c). 

2. f{z) = E,7=T‘^i£ ,i avec d n = nombre de diviseurs de n dans [[ I .n — 1]]. 
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Correction de l’exercice 4498 ▲ 

A = C(2) 2 , B = C(2)C(4), C = A/C (4) = 5/2. 


Correction de l’exercice 4499 ▲ 

ln2 + \\n(p/q). 


Correction de l’exercice 4502 ▲ 

La serie converge pour tout x ^ {—2, —3, . . .} car le critere des series alternees s'applique a partir d’un certain 
rang (fonction de x). II en va de meme pour toutes les series obtenues par derivations successives terme a terme, 
et ces series convergent localement uniformement (le reste d’une serie verifant le CSA est majore en valeur 
absolue par la valeur absolue du premier terme figurant dans le reste) done / est 
Pour \x\ < 2 on a 


oo oo 


/w = I I 

k=2n=0 


(-1 Yt-x 


oo oo 

II 

k—2 n—0 


(-1 


\k+n 


k n+l 


(1 -ln2) + £ (-1)"(1 - (1 -2-»)C(n + l))x n . 

n= 1 


Correction de l’exercice 4503 ▲ 


1 . 

2. H/Joo = /„ (^i) ~en a ~ l . 


Correction de l’exercice 4506 ▲ 

1. 

2. Integrale constante = 1 . 


Correction de l’exercice 4507 ▲ 

1. e~ x . 

2 . 

3. 

4. 


Correction de l’exercice 4508 ▲ 

CVU sur tout compact par encadrement du logarithme. 


Correction de l’exercice 4511 A 

1. y n = {n + 1) ( e *-g«*/(»+ 1 )). 

2. y = xe x . 

3. 


Correction de l’exercice 4512 ▲ 

(|/ B (*) | ) decroit done tend vers L. On extrait une sous suite (/$(„)) convergeant vers /' \£\ = L. 

La sous-suite (/<p(„) + i ) converge vers /(£) |/(^)| = L => L = 0. 


Correction de l’exercice 4513 ▲ 
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1 

2 

3 

4 


Correction de l’exercice 4515 ▲ 

f n (t) — > \/t par valeurs croisantes, il y a convergence uniforme. 

Correction de l’exercice 4516 ▲ 

p n {t + 1) = \ + \ LL o ( l /2 ) (t “ *) ■ 

Correction de l’exercice 4518 ▲ 

1 . 

2. oui, par convolution. 


I 0 si t = 0 

*(0 = t+vT+4f 


si t > 0. 


Accroissements finis. 


Correction de l’exercice 4521 ▲ 

\gn(fn(x)) -g(f(x))\ ^ |g„(/„(x)) -g(/„(.r))| + | g(fn(x)) - g(f(x))\ et g est uniformement continue. 

Correction de l’exercice 4522 ▲ 

1. Poly nome de Lagrange. 

2 . 


Correction de l’exercice 4523 ▲ 

1. II y a convergence simple vers la fonction nulle en 0 et 1 et egale a 1/2 ailleurs. La convergence est 
uniforme sur tout [a.b\ C]0,1[. 

2. La question precedente donne le resultat pour 1/2, il suffit alors d’utiliser le theoreme de Weierstrass et 
les nombres dyadiques. 


Correction de l’exercice 4527 ▲ 

Prendre une subdivision reguliere de \a,b\ et encadrer /„ par les cordes associees. 


Correction de l’exercice 4528 ▲ 


1. 

2. f(0)=0,f(n) = 7rsh !,/(§) = f (e-cosl). 


Correction de l’exercice 4529 ▲ 

1. M*. 

2. CSI : ^ 0 e - ' rA “ dx ^ f(a) ^ 0 e ~ a ~ x ~ dx + 1 = ^ + 1. Done af(a) — > ^ lorsque a — > 0 + . 

3. TCM : f(a) — > 1 lorsque a -> +°o. 
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Correction de l’exercice 4532 ▲ 


1. 

2- f(x) 


e? 


Correction de l’exercice 4534 ▲ 

1. 

2. xg(x)-g(x + 1) = 2 

3. CSA g' < 0. g(x) —>■ +°° lorsque x — > 0 + , g(x) — > 0 lorsque x — > +°°. 

4. g(x) ~ \ en 0+ et g(x) ~ 2_ en +oo. 


Correction de l’exercice 4536 ▲ 

1. 

2. CSA =» |tf„(jc)| ^ \u n+ i(x)\ ^ In (1 + ( ^ T ). 

3. Non, |K||oo = In (l + 2). 


Correction de l’exercice 4537 ▲ 


1 . 

2. f(x+ 1) = xf{x) - 1. 

3. 


Correction de l’exercice 4538 A 

1. CVU sur tout [a,b\. 

2 . 

3. f(x+ 1) = f(x) + t — arctanjc. 

4. f(x+l)-f(x)~ 2 done la suite (f(n) ) diverge et f est croissante =>■ lim = +°°. 


Correction de l’exercice 4539 ▲ 

1 V* 00 ( 1 \ n + n 

jz I — v l ) 1 • 


Correction de l’exercice 4540 ▲ 


1. , = 1 — '' A 1 +o (2y) done la serie £ln f„(x) est convergente pour tout x £ — \ 


2 . 

3. 


fn+ 1 (x) 


fn(x) 

fn(x) 


jc(jc+1) 


-7+ir=i 


k(k+x) 


lorsque n — y 


Correction de l’exercice 4541 ▲ 

Poser t = xu puis integrer deux fois par parties : f n {x) = 1 — fj _ 0 ( 1 — u) n+] xs\n(xu) clu done (/„) converge 
simplement vers la fonction constante 1, et la convergence est uniforme sur tout intervalle borne. 


Correction de l’exercice 4543 ▲ 
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1. cva si | cos*| < 1, scv si cos* = 1, dv si cos* = — 1. 

2. TCM en regroupant les termes deux par deux. 

3. — ln( 1 — cos*) dx. 


Correction de l’exercice 4544 ▲ 


1. 


J 7 (\r\ \-ll— 1 e 2i«Tir/n 

r n\ A ) - Lk = 0 X+n(l-e 2ik */“) ' 


2 F (2x) — F f— 2*1 — T”” 1 4 - vg2 ' W '' y«-l £ 

z. r n yz.x) r n y z.x) - ^ =0 4 x 2_ n 2( 1 _ e 2» K / B )2 - 2^ =0 ^ e -2te/ n+n 2 sin(te/n) 2 • 

Supposons n impair, et regroupons les termes conjugues obtenus pour k et n 

^ ^ * +Ii =‘ (x 2 e ~ 2lkK / n + n 2 sin(kn/n) 2 + x 2 e 2,k7C / n + n 2 sin(kn/n) 2 ^ 

' V ' 

=u(k,n,x) 


-k : 
* 


On transforme la sonime en serie de&=la/c = °oen posant u(k,n,x ) = 0 si k > (n — l)/2, puis on passe 
a la limite, sous reserve de justification, dans cette serie pour n -y oo, ce qui donne la formule demandee. 

Justification de l’interversion limite-serie : en utilisant sin(t) ^ ^ pour 0 ^ t ^ f on a \u(k,n,x)\ ^ 4 ^-x 2 
pour tout k ^ |*/2|, done il y a convergence normale par rapport a n, a * fixe. 

3. ILi x 2+k 2 n 2 = COt ^ A 1 ~~ x 1 est norma l ement convergente sur M, on peut passer a la limite pour * — > 0. 


Correction de l’exercice 4545 ▲ 


1. Transformation d’ Abel. 

2. /(*) = arctan ( , xsinx ). 

J v / V 1— jccos*/ 

o n-l 

X. 2 . 


Correction de l’exercice 4546 ▲ 


1. 

2 . 


CM 


1 

x-l 


L OO 

n— 1 



A n fixe, * — >• 3 — j- lorsque * — ^ 1 1 et la convergence est monotone done lorsque * — > 1 + 



3- i: =1 ^^ = rj'(l) = yln2-iln(2) 2 . 


Correction de l’exercice 4548 ▲ 

Pour k fixe et * £ [0, 1[ on a 0 ^ /(*) ^ polynome(x) +£“= 0 ^ = polynome(*) + y^ et y^yr ~ ^TA) au 
voisinage de 1 done 0 ^ /(*) ^ k(i-x) P our x suffisament proche de 1. 


Correction de l’exercice 4549 ▲ 

1. 

2. soit y € [c,d] et *„ = f~ 1 ( v) . La suite (*„) admet au plus une valeur d’adherence, * = / 1 (y). 

3. 


Correction de l’exercice 4550 A 

Oui : | sup /„ -sup/| < || f n -/||. 
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Correction de l’exercice 4551 ▲ 

1. II y a convergence normale sur tout intervalle \a. +°°[ avec a > 0. II n’y a pas convergence normale au 
voisinage de 0 car sup j x ^ 0 j = f J n)> atteint pour x = ^ et £ diverge (serie de Bertrand). Par 
contre il y a convergence uniforme sur [0, +°o[ car 




k—n 


xe~ kx = 


xe 


k—n 


In n( 1 —e 




sup{f/(l — e t ^ 0} 

Inn 


2 . 

3. Lorsque x — s - 0 + , 5W ~ 5(0) = £“ =2 ^ — » L,T =2 inyy = +°° par convergence monotone. 

4. 


Correction de l’exercice 4552 ▲ 

Comparaison serie-integrale, fix) -X ln(2) lorsque x — »1 _ . 


Correction de l’exercice 4553 ▲ 

1. -1 < t < 1. 

2. Pour 0^t<letn^2ona: 

fU fU 

(1 -t)-— = r 

v ’l -t n 1+H H”" 1 

_t n P i ((l-Q + (l-t 2 ) + --- + (l-P i - 1 )) 

n n(l+H 1- f" _1 ) 

_ (t n - t n+l ) ({n - 1 ) + (n - 2)t + • • • + t ”~ 2 ) 

7Z /z( 1 + f H ft" -1 ) 

d’ou 0^(1 — 0 X—-t" ~~ ^ ^ ^p(f” ~t n+l ) ^ t” — f n+1 (vrai aussi si n = 1) et en sommant : 

0^(1 — t)S(t) + ln(l —t) ^ 1. 


Correction de l’exercice 4554 ▲ 

1 . La serie converge normalement et (j) est continue. 

2. 0 est 1 -lipschitzienne, mais on ne peut rien en deduire pour / : 

pour N fixe et 0 < h ^ on a | f(Ji) — /(0)| = f(h) ^ 3 "h = 3jV+ 2 ‘ ~ 3 /? done / n’est pas lipschit- 

zienne au voisinage de 0. 

3. D’apres ce qui precede, le taux d’accroissement de / en 0 est arbitrairement grand, done / n’est pas 
derivable en 0. On montre de meme que / n’est pas derivable enrGR. 


Correction de l’exercice 4555 ▲ 

On suppose h reel. La serie converge localement normalement sur M* done / est definie sur M et continue sur 
M*. Continuite en 0 : on pose A n = YX=n a k et <P( 0 = 41L21 si t 7^ 0, <p( 0) = 1 (<p est < ff°° sur M comrne sonime 
d’une serie entiere de rayon infini). Pour h ^ 0 on a : 

00 00 00 

f(h) = -A n+ i)(p(nh) =A[(p(h) + ^A„(q>(rc/z) - <p((n- l)/i)) =A[(p{h) + A n / (p'(t)dt. 

n= 1 n=2 11=2 Jt=(n-l)h 
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Cette derniere serie est uniformement convergente sur M car A n — > 0 (lorsque n — > oo) et f^\(p' (t)\dt est 
convergente. 


Correction de l’exercice 4556 ▲ 

1. Soit k = [n/2n\. On a F„(x) = ^ J,%f(x + t)f(t)dt + ± f" =2kn f(x + t)f(t)dt ->• J,%f{x + t)f(t)dt 
lorsque n — > °o. 

2. Uniforme. 

3. Cauchy-Schwarz. 


Correction de l’exercice 4557 ▲ 

g = x i— )• /( tan(x/2)) est limite uniforme de polynomes trigonometriques. 


Correction de 1’exercice 4558 ▲ 


1. CSA : 0 ^ f(x) ^ y^= done f(x) — > 0 lorsque x — > +°°. 
2- xf(x) = E“ 


' P 0 y/ (2p+l) 1 2 +X 2 yj (2p+2) 2 +X 2 


L OO rip 

p= 0 Jr= 


■2p+2 

=2p+\ ( t 2+x 2)3/2 
(2p+2)/x 


dt 


_ v oo A2p+2)/x u J 

Lp=0 Ju={2p+l)/x («2+l) 3 / 2 

0n a 17= o (m 2 + “) 3/2 r/n = 1 = a - 

n — y°° r(-P+ 1) A u j.. r( 2 P+ 2 )/- x » r i 7 . — x f( Y \ 

a Lp = 0 J u ={2p)/x (u 2 + 1)3/2 aM eI ° Lp = 0 j«=(2p+l)/;t ( M 2 + i )3/2 W- 

h'.ut-A -r 

(« 

lorsque x — >• +°o. 


h:w-A ( M 2 + “p /2 est croissante sur [0, y^] et decroissante sur [y^, +°°[ done |a — Z?| ^ 2M!k ? e tx/(x) 


Correction de l’exercice 4559 ▲ 


0^ a /+: £ 4 xS: (*)<£ + £«£ = } + 0(t) done £ 

Inx 


ln(jt) + 0(l). On en deduit Si (jc) ~ 


* 

La meme methode ne marche pas pour .S? car le terme residuel, n’est pas negligeable devant f t £ ££ 
Par contre, on peut remarquer que la serie Y7=\ ££] est norma lcment convergente sur M, d’oii S? (x) ~ £7- 


Correction de l’exercice 4560 ▲ 


1. Lorsque n — > oo, S n (t) = Im 


e ix _^n e i(n+l)x 

1 -te ix 


Im 


l—te' 1 


1—2 ( cosa— / 


2 pour — 1 < t < 1. 


2 . 

I'-rylindl -= (t-cosx = usin.tj = J“2 1U J “. = V. 

3. TCD : |S„(f)| U integrable par rapport a t sur [0, 1], On en deduit Ep=i 


Correction de l’exercice 4561 ▲ 

1. R est trivialement un M-espace vectoriel. Le theoreme de decomposition en elements simples donne une 

base de R en se limitant aux elements simples n’ayant pas de pole dans [0,1]. 

R m n n’est pas un espace vectoriel. Par exemple et £=y appartiennent a 7?o,t ma is pas leur somme. 
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2. Soit (/*) une suite d’elements de R mn telle que ||g — /*|| — >• d quand k — > On note f k = P k /Q k avec 
P k G M m [X], Q k G M„[X] et ||e,t|| = 1. On a ||P*|| ^ ||g-/*|| + ||g|| done les suites (P k ) et ( Q k ) sont 
bornees dans M,„[X] et M„[X]. Quitte a prendre une sous-suite, on se ramene au cas P k — > P G M m [X] et 
Q k — > Q G M„[X] (quand k — > °o) avec de plus ||<2|| = 1. 

Si Q n’apas de racine dans [0,1], il existe a > 0 tel que |<2(x)| ^ a pour tout x G [0, 1], done Q k (x) | ^ ^ a 
pour tout x G [0, 1] et tout k assez grand. On en deduit que la suite (P k /Q k ) converge uniformement vers 
P/Q sur [0, 1] et que r$ = P/Q convient. 

Si Q admet dans [0, 1] desracines oq, . . . ,a p de multiplicites oq, . . . , a p , on note Q° = n,(X — et Q l = 
Q/Q°. SoitM = max{||g — /*||, k G |||}. Pour tous x G [0, 1] et k G ||| on a \g(x)Q k {x) -P*(x)| ^M|2*(.r)| 
done a la limite, | g(x)Q(x) — P(jc)| ^ M\Q(x) \ pour tout x G [0, 1], Ceci implique que Q° divise P, on note 
P l =P/Q° ■ Alors pour tout x G [0,1] et k G ||| on a \g(x)Q°(x) - P k (x)Q°(x)/Q k (x)\ < ||g-/*|||G°(x)[, 
d’ou \g(x)Q° (x) - P\x)Q° [x] / Q x (x)\ ^r/|2°(x)| et finalement ro = P 1 /Q { convient. 


Correction de l’exercice 4562 ▲ 

1 . 

2. Soit P n le polynome de Lagrange defini par P n (xi) = f n {xi) et deg P„ < p. Les coordonnees de P n dans la 
base de Lagrange forment des suites convergentes done la suite (P n ) est uniformement convergente sur 
[a,b\. Quant a la suite (P„ p ' > ), c’est la suite nulle. Done on peut remplacer f n pai - f n — P n dans l’enonce, ce 
qui revient a supposer que /„ (jc,-) = 0 pour tous n et /. Soit / la fonction definie par /(jq) = 0 et / ^ = g-f 
existe (prendre une primitive p-eme arbitraire de g et lui soustraire un polynome de Lagrange approprie) 
et est unique (la difference entre deux solutions est polynomial de degre < p et s’annule en p points 
distincts). On remplace maintenant f, par /„ — /, et on est rammene a montrer que : si /„(*,•) = 0 pour 
tous n et i et si (/„ ) converge uniformement vers la fonction nulle, alors (/„) converge uniformement 
vers la fonction nulle. Ceci resulte du lemme suivant : 

II existe une fonction (p p bornee sur [ a,b ] 2 , independante de n, telle que /„ (x) = f t b =a <p p (x,t)ffj?\t)dt. 
Demonstration. On ecrit la formule de Taylor-integrale pour f n entre x et y : 

fn (y) = fn (x) + (y - x)f n (x) + • • • + ^ (x) + fif ] ( t)dt . 

L’integrale peut etre etendue a l’intervalle [a. b] sous la forme f t b =a u p (x,y,t)f,[ p \t)dt en posant 


u P (x,y,t) 


' {y-t) p ~ l /(p- 1)! si x < f < v ; 
< -(y-t) p ~ x /(p-\)\ si y<t<x\ 

0 sinon. 


En prenant successivement y = x\, . . . , y = x n , on obtient un systeme lineaire en f„(x), . . ., /,/’ 1 * (x) de 
la forme : 


fn (x) + (xi - x)f n (x) + • • • + } W 

k fn W + {X p - X)/' (x) + • • • + ( -pi; (x) 


- ft b =a u p( x ^ x ld)fn P) (t)dt 


~ ftta u p(x,X p , t)f,[ P) (t) dt 


La matrice M de ce systeme est la matrice de Vandermonde de x\ — x, . . . ,x p — x, inversible. On en deduit, 
avec les formules de Cramer, une expression de f„(x) a l’aide des integrates du second membre, de la 
forme voulue. Le facteur (p p est borne car le denominateur est det(M) = Yl^jixj — x ( ), independant de x. 


Correction de l’exercice 4563 ▲ 

Developper en series sous l’integrale, multiplier, permuter avec l’integrale puis simplifier. 


Correction de l’exercice 4565 ▲ 
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1. R= 1. 

2 . /?= 1 . 

3. R= 1. 


4. /? = i. 

-4- 

6. /?= 1. 

7. /?= 1. 

8. /?= 1. 


9. R = 


l 

3' 

10 . /?= 1 . 

11 . /?= 1 . 

12. R = 42 — 1- 

13. R = 


, _ (Ar-l )*" 1 




14. R = 0. 


15. R = i, 2t < 1+f 2 <2. 

16. /?= l,a„~ 

17. R = 1. 


Correction de l’exercice 4567 ▲ 

La suite (4is ^4 + ct j j ^ est periodique de periode 5, done prend au plus cinq valeurs distinctes. soit a 

celle de plus grande valeur absolue. Alors R= X. 


Correction de 1’exercice 4568 ▲ 


1=5 sia<\, 

Zk=i k a ~ ln(n) si a = 1, Dans les trois cas, on obtient R = 1. 

£(a) si a > 1. 

II y convergence en x = 1 si et seulement si a < 0 et il y a divergence grossiere en x = — 1 lorsque a > 1 vu les 
equivalents. Pour a ^ 1 et x = — lilya convergence (CSA). 


Correction de l’exercice 4569 A 

1. (a„) est bornee et ( na „ ) ne Test pas, done R a = 1. \b„ \ ~ \a n \ done Rb = 1. 

2. II y a doute seulement pour x = ±1. Le critere de convergence d’Abel (hors programme) s’applique, 
£ a„x" converge si x = ±1. b n = a n — |a 3 + 0(n 5/3 ) et le critere d’Abel s’applique aussi a Y. a 3 x” 
(lineariser le cos 3 ), il y a aussi convergence pour * = ±1. 

Resolution conforme au programme : regrouper par paquets de six termes. 


Correction de l’exercice 4570 ▲ 

1. R' = R 2 . 

2. R' = oo. 

3. R' = eR. 
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Correction de l’exercice 4571 ▲ 

min(v / ^, VR')- 


Correction de l’exercice 4572 ▲ 

1. Serie produit de a(z) et ^ b n = YX=o a k+n+\P k ■ 

2. Si o(p) / 0 : b(z) converge pour |z| < p et tend vers l’infini pour z — > p~ =>■ R = p. 

Si a(p) = 0 : V r > p, \a p \ ^ \b„\ ^ r „^_ p) =^R = °°. 


Correction de l’exercice 4573 ▲ 

1. ] — 1,2[. 

2. Pour 0 ^ k ^ 4”, on a |a*| ^ C 4 ,/“ j 2 4 " (atteint pour k = 4 ,! /2). 

Done a n -> 0 lorsque n — )• oo et si x > 1 alors a 3 * 4 ,, / 2 x 3 * 4 "/ 2 — >• 0 lorsque n — >• 00 . 


Correction de 1’exercice 4574 ▲ 


/ *3„+l 


P "+ 2 2 jc3 ' 1+3 ^ 


1 . ln(l x) ln(l x) L„=o ^ 3n+ i t 3 , !+2 ^ 371+3 ,/■ 

2. Factoriser : -ln 6 + (§ +ln 6) *-£“ =2 

1 2 n— f 


3. Deriver le In : L” =l ( n j / | 2 ) — 


/i \^°° 2«+5+3(— I)' 1 v n 

‘ 4 - 2 ^=o 4 x ■ 

5. iL“ = 0 (l+2v / 2' , (2cos(3n;r/4) — sin( 3 n 7 r/ 4 ))^x". 

6 . Integrer : I “ =0 ^ ((->/2 - 1 )' 1+2 - (V5- 1)' i+ 2 )jc". 

7 - = = i«=o (i /2 )(-ir( x2n - x2,,+1 )- 

8 . Deriver : f -£“ =1 sin ^ 4) (~1 )”jc”. 

9. Denver : f+£“ =1 (-l)"- lsi11 ^) 

10. Deriver, factoriser : £“ =1 — 

11. Lineariser : 1 +£“ =1 


n2" 


X". 


2" +2-" n 
«2 • 


v 2 n - 1 _L (2«-+3«— 1) 2« 

x " r (2n+l)(2n+2) x 


12. Deriver : £“ =0 ( ^+ 1 ) 1> x2n+1 - 

13. / = —4xy+ 1 : L“ = 0 (— l) fi 


(2/H-l)! 


r 2n+l 


14. 2x(l —x)y' + (1 —2x)y = 1 : 


0 ( 2 »+i)q„ 


— r' 

'At * /v • 


15. (1 — x 2 )y" —xy' + zi = 0: £“ =l 


4"C?, 


0 (2;i+1)3 3 "+ 1 ” 


v-2n+l 


Correction de l’exercice 4575 ▲ 

= 5 ln(e° - x) + \ ln(e -a - x) = Y% =1 c ^^-x k . 


Correction de l’exercice 4576 ▲ 

6 = (1 + x )£? = £“=o (1 + T! + • ■ ■ + h ) (* 2 " + x2,!+1 )- 
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Correction de l’exercice 4577 ▲ 


/(shy) = e y ! 2 d’oii l’equation differentielle : (1 +x 2 )f"(x) +xf(x) = \f(x). 

En posant f(x) = £“ =0 a„x" on obtient 4 (k + 1 ) {k + 2)a£ +2 = —(2 k+ 1)(2 k— 1 )a^ avec no = /( 0) = 1 et 

i . (-i r+'clzzl . . , . (-i) p cj; . 

ai = / (0) = d ou aip = p 2 4 „ ' Si p > 1 et n 2p+ i = 2^+1 ( 2p +i) S1 7 1 ^ °- 

Le rayon de convergence de la serie correspondante est 1, ce qui valide la methode (avec le theoreme d’unicite 
de Cauchy-Lipschitz). 


Correction de l’exercice 4578 A 

d n — d n —i~r G n —2 ' &n — I I 2 J l 2 )) 


Correction de l’exercice 4579 ▲ 

Coefficient de*" dans (L.r A )(L(& + 1 )-**)(E(^ + l) 2 x k ) = ( 

„ _ (n + + 1 (n+4\ _ (2n+5)(n+4)(n+3)(n+2)(n+l) 

5 l + l 5 / “ 120 


Correction de l’exercice 4581 A 

1. — 1 + y/ 1 argth \Jx pour 0 ^ x < 1 et — 1 — xarctan x pour — 1 ^ x ^ 0. 

9 x+x 2 
(l-x)3‘ 

o a-(1+4a'+.E) 

(l-*) 4 ' 

4. ~ (1 A dnd /j+.x +2x (decomposer en elements simples). 

5. — 2 (x + (x 2 + 1) arc tan*) (decomposer en elements simples). 

6. —1+1 argth u — | arctan u,u = \fx. 

7. + yy argth y(x pour 0 ^ x < 1 et 9(1 1 _ v ^ + 7^= arctan \J^-x pour — 1 < * ^ 0. 

8. — *ln(l — 2xchn+x 2 ). 

9 - 1 - (5— 4cos20) 2 dineariser). 

in 2.V-1 2 ln( 1 — x) 

1U - (l-.r) 2 * • 

11. ch y)x pour x ^ 0 et cos y/—x pour * ^ 0. 

12. ^2 — — cos(x sin20). 

13. (x + 15x 2 + 25x 3 + 10x 4 +x 5 )e x . 

jy e Jr +2e~-+ COS++3/2) ^y/// _ y^ 

1 ir 1 — \/l— 4x— 

2a: V 1—4^: 

16. ^i. 

17 ln( 1 — jc) 


Correction de l’exercice 4582 ▲ 

R = C2-1,E=,++ 


Correction de l’exercice 4583 ▲ 

1. 
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2. S’il existe A e Sp(A) tel que |A | ^ 1 et si x est un vecteur propre associe alors kA k x = kX k x /> 0 done la 
serie diverge. 

Si toutes les valeurs propres de A sont de module < 1, comme kA k = La (&) oil les Px sont des 
polynomes a coefficients matriciels, la serie converge absolument. 

3. S = Lr=o(*+ I )A M = AS + Lr=o^ +1 = AS+A(I— A) -1 done S = A(I — A)~ 2 est inversible ssi A Test. 


Correction de l’exercice 4584 ▲ 

1. Za(A) = — A 3 +2A 2 + A — 1. Xa(- 1) > 0, Xa{ 0) < 0, Xa( 1) > 0, Xa{ 2) > 0, Xa{ 3) < 0 done Xa admet 
une racine dans chacun des intervalles ] — 1 , 0 [, ]0, 1[ et ]2,3[. 

2. Cayley-Hamilton : t n = 2t n -\ +t n -2 — f«- 3 - 

3. Soient — l<a<0</3<l<2<y<3 1es valeurs propres de A. On a t n z n = (ciz) n + (j3z) ,! + (yz) n 
donc la serie L7=o t n z n converge si et seulement si \yz\ < I et vaut : 

1 | 1 1 _ 1^/1\ _ —z 2 — 4z + 3 

1 — az l-pz 1 — yz z x^z.) z 3 -z 2 -2z+l' 


Correction de l’exercice 4585 ▲ 


— ft= o i+ f 3 dt — 


In 2 


+ 


3vA 


- 1 . 


Correction de l’exercice 4586 ▲ 


R = 1. On decompose P sous la forme : P = ao + ai(X + 1) + a 2 {X + 1)(X + 2) 4 \-a p (X + 1) . . . (X + p). 

Alors C=oP(»)V = ft + ^ + - + ^fn- 


Correction de l’exercice 4587 ▲ 


sinnQ 
«=1 2" 


2 sin 0 
5— 4 cos 0 ’ 


L7=l = In 2 — \ ln(5 — 4cos 0). 


Correction de l’exercice 4588 A 

f(t) = L7=o«« f " = — = L7=o£Lo done u n -a- - lorsque n -A- °°. 

1— f A! e 


Correction de l’exercice 4589 ▲ 

1. Pour M < \ : ln/(x) = 17= , Ml ~ <?"*) = - L7=i 17= 1 ^ 

f = e Xa d est DSE par composition. 

_ y(»+l)/2 _ 

2 - — °°- 


J( v k 

L oo CJ X 

*=1 A (1 ^*4 ’ 


Correction de l’exercice 4590 A 

I/M (0)1 = L7 = o n 2k e- n ^ k 2k e~ k , donc ^ k k e~ k ^R = 0. 


Correction de l’exercice 4591 ▲ 

II y a derivation terme a terme facilement et indefiniment. 

DSE au voisinage de 0 : on envisage de permuter les £ dans : f a (x) = L7=i £7=0^ ”° ce Qui est legitime 
si la serie L7=i e^'V ' x converge. On en deduit qu’une condition suffisante pour que / soit DSE au voisinage 
de 0 est a ^ 1 (avec convergence si x e ] — 1 , 1 [ pour et = 1 et pour tout x E M si a > 1). 
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Cas a < 1 : |/^(0)| = £“ =1 e "" n k ^ e N " N k avec N = done pour r > 0 fixe et k tendant vers l’infini 


on a In 


/W(0)P 


~ — 


^ — \^jk\n(k) et la serie de terme general - diverge grossierement. 


DSE au voisinage de a / 0 : meme raisonnement en ecrivant fix) = £“ =1 £“ = o e 
sion, / est analytique sur M si et seulement si a ^ 1 . 


-n a Jna (■ in(x-a)Y 


P'- 


. En conclu- 


Correction de 1’exercice 4592 ▲ 


1 . Pour x ^ 0 la serie comporte un nombre fini de termes non nuls au voisinage de x, done est au voi- 
sinage de X. On a |/ w (x)| = Zn=o a nK~ n <Pn k \X n x) ^ £“ =0 \a n \X k ~ n M n < cste(fc) + I“ =jt+1 \a n \M n /X n 

en supposant X n ^ 1 pour n ^ k, done f- k> est bornee sur M. Ceci implique que / est ^°° en 0 et on a le 
developpemment limite : f(x) = Y*n=o a nX n + o(x k ) car (f> = 1 au voisinage de 0 done /— j (0) = k\a^. 


2. t f/(x) = exp 


l 

{l-x)(x-2) 


sur ] 1, 2[, y/(x) = 0 ailleurs. 


Correction de 1’exercice 4593 ▲ 

1. R= 1. 

2. x = — 1 => cv (serie alternee), x = 1 =b dv. 

3. / est croissante sur [0, 1 [ done L existe dans [0, +°o . 

L = sup /(x) ^ sup Ln-\ X ' 1 sin -jr, > In=l sin Tft =► L = +°°- 
[0,1[ [0,1[ V V 


Correction de 1’exercice 4594 A 

1. Fonction croissante. lim v A{x) ^ L ^ =0 a „- 

2. Dem de type Cesaro. 


Correction de 1’exercice 4595 ▲ 

Continuite radiale. 


Correction de 1’exercice 4596 ▲ 

Y = ao + a i -| b a n j^ = Y,k=o a k u n,k et le theoreme de convergence dominee s’applique. 


Correction de 1’exercice 4597 ▲ 


„ — V°° 5' , ~V (n _ \ 

y - Ln = 1 112 ^( 3 * 4 - 2 ) \ R ~ >■ 

N = S^ 0.409954 0(1)^ 0.409973. 


Correction de 1’exercice 4598 ▲ 

1. tanW =£"-iC*_ 1 tanWtan("- 1 -*). 

2. Pour 0 ^ x < Jl /2 la serie est a termes positifs et les sommes partielles sont majorees par tanx. Pour 
— 7 t/2<x^ 0, ilya convergence absolue. 

3. 

4. Si R> n/2, f aurait une limite finie en k/2. 


Correction de 1’exercice 4599 ▲ 

1. Produit de deux series => R ^ 1. Lorsque x — > 1” /(x) — > +°° => R= 1. 
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9 C* 4^ 

2. (1 -x 2 )/ =xy+ 1 =>- (« + 2)a, 5+2 = (n+l)a„ =>- a 2k = a 0 a 2k+ \ =a i {2k+1 ) C k - 

~ , ,-,00 4kj2*+l 

fl 0 = 0,fl 1 = l^j = I t= o W 

3. arcsin 2 x = 2 J t x =0 f(t)dt = £“ =1 ^ 


Correction de l’exercice 4600 ▲ 


1. /? = 4. 

2 - J = 4 y/ (y ^-arctany^£+c)./(x) = l + f+o(x) ^>c 


7T v yoo 1 

2 • =?• L„=0 

l 2 n 


4 , 2tt 
3 9\/3 ‘ 


Correction de l’exercice 4601 ▲ 

1. R = V2. 

2. Stirling =► ^2 2w+1 ~ =>- DV. 

3. (x 2 - 2)/ + xy + 2 = 0 => /(x) = 2an ^j^ S) , 


Correction de l’exercice 4602 ▲ 

1. 

2. f(x)=e x f(x). 


Correction de l’exercice 4603 ▲ 

1. a„ ^ n! par recurrence. 

2. 2 f = f 1 ^f(x) = T ± n . 

3. a n = n\2~ n . 


Correction de 1’exercice 4604 ▲ 


Z(x) 1 p2« Hp^zl pi—x ' 

^ (^) ^p^l (p2_. v )2 I p- —x : p 2 —x) 2 

^ 1 (pl— x )(q 2 —x) ^ a ^ 

Z 2 (x) — xZ'(x) +Z(x) = 2£ /; _^ (y2 _ p2 ~ p2 _ t) ■ 

1 = A 




X 2 

(p 2 —x ) 2 


2p Lqpkp l 


<7+P 

x 2 


2p W " r 2p 


V 


A P fixe, I f//p 

Done Z 2 (x) -xZ'(x) +Z(x) = §I^i p£_ x) = |( z (x) -x^( 2)). 
Rmq : 2Z(x~) = 1 — 7Txcotan(;rx) (Euler). 


Correction de l’exercice 4605 A 

a = k/4, j8 = n/2. 


Correction de l’exercice 4607 ▲ 

1. f = exp(flnf) = Er=0TT' 

2. 0.78343 
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Correction de l’exercice 4608 ▲ 

L oo r 1 t" Inf j. yooo 1 t tE 

n—l Jt—0 n L^n—\ n{n+ 1 j 2 6 


Correction de l’exercice 4609 ▲ 

Developper en serie entiere ln(l — t 2 ). I = ^ — 4 In 2. 


Correction de 1’exercice 4614 ▲ 


1. Calcul. 


2. Soit 0 < ro < <7 et R(0) le rayon de la serie de Taylor de / en roe . Le cercle de centre 0 et de rayon ro 
est reconvert par les disques ouverts D(roe' e , \R(6)), 0 variant de 0 a 2n, done on peut en extraire un 
recouvrement fini ; soit p le rayon minimum des disques extraits. Alors pour 0^0^ 2k on a Rid) ^ p 
(cf. analycite de la somrne d’une serie entiere dans le disque ouvert de convergence). 


D’apres la premiere question on a : 
P : 


f (n) {r Q e' e ) 

n\ 


^ ouMmajore |/| surD(0,ro + p) d’ou pour | r — r o | < 


r2n 


f(re w ) 


I e = o e 


in 6 


de = 


f 2K f f (k) (r 0 e 


i9 


k\ 


(r-r 0 ) k e i{ - k - n ^de = Y J {r-r 0 ) k 

k = 0 


r 2n 


/ W ( 


r 0 e' 


i6\ 


1 9=0 


k\ 


J(k—n)9 d q 


ce qui demontre l’analycite de (p = r fg* 0 ^'J, e 1 dO sur ]0,d[. 

Enfin, <p(r) = a n r" au voisinage de 0 d’ou (p(r) = a n r n sur [0.c/[ par prolongement analytique. 


3. g(z) = hfT=o^je iQ dd = 

Le rayon est au moins egal a r car / est bornee sur D( 0, r). 


1 r2n 




r27l f{re‘ l 


4. resulte de la question 3.. 

5. D’apres la question 1., \ a n\ ^ ||/||oo/r" pour tout r 0 done cin — 0 si vi ^ 1 . 

6. 1 jP est analytique bornee sur (x 2 + 1 ) . 


7. On peut passer a la limite uniforme (ou dominee) dans la question 3.. 

8. f(z) = L“_o a nZ n => fog(z) = Y<n=o a ng n {z) et il y a convergence localement uniforme. 


Correction de l’exercice 4616 ▲ 


2 => 1 : evident. 

1 => 2 : Soit a > 0 etM = sup(|/(z)|e _a l z l). 

r 2n f(Re' e ) 


1 r 271 

a » — 2n J9= 0 Rn e if i0 

Done 


dS 


n\ \\a„ 


€ 


\a„\ < M 1 ^- ^ M inf ^ = M ( ea )'\ 

K S>0 K V ' 

-7- n lorsque n — > °o. CQFD 


Correction de l’exercice 4617 ▲ 

!• f(z)=f(z). 

2. Im(/) est de signe constant sur le connexe D n Q. et f(z) ~ z au voisinage de 0. 

3. Integrer terme a terme. 

4. Im(/(re !0 ))sin0 ^ 0 par la question 2.. 


Correction de l’exercice 4619 ▲ 
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On pose, sous reserve de convergence, f(t ) = £“ =1 z n t n - Alors : 


p 

I 

n= 1 


fit) = Y znt n + Y e ' a pj Y z »-/ ! = Y z ^ n + H e ,a Pjt J (/w - Y z > s 

7=1 n—p -\- 1 n= 1 7=1 «= 1 


SOlt : 


7=1 


= P(t)f{t) = Yznt n -Y el(0 Pjt ] Y Z " tn = 2(0 1 

7=1 


£ 

I 

77=1 


72=1 


done /(f) = 2(0 /P{t)- Reciproquement, soit 2(0 /R(0 = L(T=i : en remontant les calculs precedents on 
voit que ( a n ) verifie la meme relation de recurrence que (z,„) avec les memes premiers termes d’ou z n = a n pour 
tout n. 


Si If I < 1 alors 


L U ei(0 Pjt j 


< 1 done P n’a pas de racine dans le disque unite ouvert. Si P n’a pas non plus de 
racine sur le cercle unite alors le developpement en serie entiere de Q(t)/P(t) a un rayon > 1 et z n — > 0 lorsque 
n — > oo. Si P admet des racines dans HJ on peut deja dire que la suite (z„) est bomee par max(|zi|, . . . , |z p |) 
puis. 


7 


Correction de l’exercice 4620 ▲ 

1. 

2. Completude : soit (/*) une suite d’elements de E de Cauchy, fk(z) = Lngm a n,kZ n - On a, a k et n fixes, par 
convergence dominee : 

1 r 2n . 1 r 2n 

— / fk{e' 6 )e~ md dQ = lim / fAre ld )e~ ine dO = ci n k- 

2nJe=o y 7 r->i-2nr" J e =o J y 7 

La suite (//,) converge uniformement sur D vers une fonction (p : D — > (x 2 + 1) continue. On note : 

1 r 2n 

a n = — / (p{e ,e )e~ m6 d6 = limn,,^. 

2 71 70=0 

La suite (a n ) est bornee, done le rayon de convergence de a n z n est superieur ou egal a 1. Pour zSD 
fixe on a alors lorsque k — > °o : 


1 


r 2 K 


fkiz) = Y = EZ / 

27Z J e=° 


YM' 


JQ\ —inQn 


ne\ 


1 


r2 n 


z n \de = — 


fk(e w ) 


2 n 70=0 1 - ze 


-w d0 


1 


r 2 k 


iG\ 


_ <P( g 

2n 70=o 1 — ze 


1 


c2k 




le w )e- M z ’ 


ne\ 


do = Y a nZ n 


ne\ 


ce qui prouve que (p € E. Enfin on a || fa — (p\\ — > 0 lorsque k — >• oo par convergence uniforme, d’ou 
( p = limi^oo/r dans E. 

3. Soit / G E et f n (z) = /( fpj 'j ■ Comme / est uniformement continue, f n converge uniformement vers / 

sur D. Soit £ > 0 et n tel que \\f — f n ||«, ^ £. Comme /„ est developpable en serie entiere avec un rayon au 
moins egal a 1 + ^ , son developpement converge uniformement vers /„ sur D done il existe P E (x 2 + l)lx] 
tel que ||/„-P|| oo ^ £ • 


Correction de l’exercice 4621 A 

1- ( I 4 F =ir =1 nz' ! (R=l). 

Pour z,t G D{ 0, 1) on a — a- t ) 2 = ’ <l uan tite nulle si et seulement si z = t, d’ou l’injec- 

tivite de z i-)- ,, z 

(!-z) 
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2. (a) f{z) f(z) = f(z ) = f(z) = 

Par injectivite, on en deduit que Im(/(z)) garde un signe constant sur chaque demi-disque limite 
par ] — 1 , 1 [, et comme f(z) = z + 0j^o(z)> ce signe est celui de Imz. 

(b) f t 1 L 0 Im(f(re ,t ))smntdt = ^r-. 

On a | sin(7it)| ^ nsin(t) pour 0 ^ t ^ tz par recurrence, done ^ n / f ” 0 Im(/(re tf ))sintdt = 

On en deduit \a„\r n ^ n\a\ \r et on conclut \a n \ ^nen faisant tendre r vers 1. 


Correction de l’exercice 4622 ▲ 

1- flO — TTj 02 p — Oj 0 2 p+\ — n(2p+ 1) 2 ’ ^ n — 

2. ci n = 0, b n = — . 

O n — Ml n - i _ M 

“0 — 3 > u « — n 2 5 t'n — „ ■ 

4. fl 0 = a 2 P = ^Liy a 2 P +\ = 0, bi = b p = 0. 

5- 0.2 p = x(Ap 2 —V){Ap- ~9) ’ 612 P+ l = bp ~ R 


Correction de l’exercice 4623 ▲ 

In+i-In-i = / r % 2 2cos(/ it) dt = = sin(n7r/2). 

Done I 2p = \ | 4 P ^ 2 p-\ )’ ^ 2 p+i = f ■ 

b n = 0 (parite), a 2p = 0 (symetrie par rapport a (jt/2,0)), a 2p+ \ = - ( 2 p +i)n l2 P+ 1 = ~ 2 fH~ 


Correction de I’exercice 4624 ▲ 


2 ak = +a^ + i)cosa 

no = aicosa + 2 


,71 OC \K , K OC \i. 

cifr = Atan( ) k + Z?cotan( ) . 


Comme — > 0 (lorsque & — >■ °o) on aB = Od’oii A = — Finalement, f(t) = ( 4 +£“ =1 


oo / 1— sin a 
cos a 


COS 


Correction de l’exercice 4625 ▲ 


i- ir=o a '' c ° s? “= Re (Lr=o(^“)") = Re (r^) =<?(■*)■ 

2. II y a convergence normale. 

3. 


r27l °° 

h{x) = / Y\ a n cos(nx — nt)f(t)dt 

^=0„=o 


r 2 k 


n— 0 


h = o 


a n cos (nx — nt)f(t ) dt 


00 , 1-271 r2n V 

= H \cos(nx) J a n cos(nt) f (t) dt + sva(nx) J a n sin(nt)f(t)dtj 


= ^ (TZa n a n (f) cos(nx) + Ka n b n (f) sin(njc)). 

n—0 


II y a convergence normale car \a\ < 1 et les coefficients de Fourier de / sont bornes. On en deduit que h 
est continue, puis que les coefficients de Fourier de h sont a n a n (f) et a n b n (f). 
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4. Les coefficients de Fourier des deux membres doivent etre egaux, ce qui donne : a n (/) = „ 2 ( et 

b n (f) = 0 si pour tout n e |||* on a 7rAa" / 1 (sinon il n’y a pas de solution), et ao(f) = 0 si 27 iX / 1, 
«()(/) quelconque sinon. Reciproquement, en posant f(x) = [flo/2] + L“ =1 on definit /, 2k- 

periodique continue (la serie converge normalement), solution de l’equation par egalite des coefficients 
de Fourier de chaque membre. 


Correction de l’exercice 4626 ▲ 


!• /(*) 


1 _i_ cos nx 

2 “r 2^n— 1 2" 


3 

2(5— 4cosx) ' 


Correction de l’exercice 4627 ▲ 


1. 

2 - 8(x) = 1 t a {e a tte iX )-e- ix f(e- ix )) = ^ (l +2^ =l (-l) k e~ ka coskx) . 


Correction de l’exercice 4629 ▲ 

1. c k (h)=c k (f)c k (g). 

2 . 


Correction de 1’exercice 4630 ▲ 


r . _ _L r 27r y+ oi 

2nJx=0Ln= 


_™fl 

2 


(x—2 nri) 2 * —ikxj r2K — ( je — 2 nit) 2 

ux — 2 ji Lm=-oo Jx=0 e 


-ikx 


dx 


calculer J//T „ e x l ^ x dx = \jKe ^~/ 4 par equation differentielle j . 


l r+“ 
2n 


e~^~ ikx dx = 


e- k2 / 4 

2 y/n 


Correction de l’exercice 4631 ▲ 


i 2sh it „ 

t- fl() — —jT' a 


2( — 1 )" sh?r , 

» - TT(l+77 2 ) ’ b " - na > 1 - 


2 . 


_ x-thn ci _ 
~ 2 th 7r ’ ° — 


Jl—sh7C 
2sh7T ‘ 


Correction de l’exercice 4632 ▲ 

1- Si fl + 0 : S f (x) = 

2 7t (a— in) 

2. On peut supposer a > 0 car I (—a) = 


e^ na — \ i v+oo (p- Ka —\ / / \ • / \\ 

= S*b-+E»=i ^^(fleosM-nsmtn*)). 

-/(a) et 7(0) = 0. On envisage d’integrer terme a terme la relation : 


e 


—U 


1 — e u 


sin(flw) = fl nu sin(flfl). 

fl— 1 


On coupe F integrate / 0 + “ en f^ a + : sur [0,K/a\ le sinus est positif et le theoreme de conver- 

gence monotone s’applique. Sur [n/a, +°°[ le theoreme d’integration terme a terme s’applique (serie des 
normes 1 convergente) car \e~ nu sin(au)\ du ^ j^e~ nu du = e~ nK l a jn. Ainsi, 


I 

1(a) = 52 / fl~ ,iU sin (au)du = 52 


fl— 1 


/ u—0 


77 2 + fl 2 


3. Deja fait, / [( /q e " sin(fl77) du = II doit y avoir une autre methode pour la question precedente ? ! 

4. En comparant avec 1) pour x = 0 on obtient : 1(a) = - (///| — - pour a > 0. 


484 


Correction de l’exercice 4633 ▲ 


2- i„a 4iwy = i sSo i/mi 2 * = 


d_ Hnnr V _n_ _ lr^+1 

4tZ7T - /»2a7F_ 


glall J 


2a 


^n 'd> I a 2^_ n 2 


J_ 

2a 


th(a7r) 


— lorsque a — > 0 ct il y a convergence dominee. 


3. 5. 

2 


Correction de l’exercice 4634 ▲ 


, = 4_ , = 32n 

n An 2 — 1’ n Jl{An 2 — l) 2 ' 


o 7T-2 
->■ 4 • 


Correction de l’exercice 4635 ▲ 


1. 


cos ax — 


sin TO | 2asinTO v^°° ( - 1 )" cos nx 

7la ' 71 i-m= 1 a 2 -n 2 


2 . 


g\t) = I 


oo 

71— 1 


2? 

t 2 —n 2 


- i =>■ g(0 = In (A ) et g(0) = 0 =>■ g(t) = In ( ^t) . 


Correction de l’exercice 4636 A 

i- /(*)= ir=i^- 
2 . 

3. Le premier membre vaut /( 1) = et le second ^ f 2 J* 0 (f(t + 1) —f(t — 1 )) 2 dt = 


Correction de l’exercice 4637 ▲ 

1- ^2p+l — ^2p+l — 0. 

2. U2p — b2p — 0. 


Correction de l’exercice 4639 ▲ 

a' k = kbk, b' k = — kau + inegalite de Bessel. 


Correction de l’exercice 4640 ▲ 

1. 

2. S' g (x) = f{2n l K f{0) +L“ =1 (nb„ - /W ~/ (27r) ) cos nx — na„ sin nx. 


Correction de l’exercice 4642 ▲ 
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r2 It 

izcik = / f(t)cos(kt)dt 
Jt = o 

k— 1 r27t/k 

= Y\ f(t + 2in/k)cos(kt)dt 

£b J ‘=o 

k ~ 1 i-Ti/lk / s 

= J ^ y \f(t + 2ijc/k) - f(t + 2in/k + n/k) —f(t + 2(i+ \)n/k-n/k ) +f(t + 2(/+ l)jr/fc)J cos (kt)dt. 


Correction de l’exercice 4643 ▲ 

1. Immediat. La fonction prolongee est 21 sur M et A' 2 par morceaux. 

2. On decompose / en serie de Fourier : f(x) = — £“ =1 sinf/i7iA') avec c n = 2 / h I _ 0 / // (m) sin(n7Tn) du. En 
appliquant l’inegalite de Cauchy-Schwarz on obdent : ||/|| 2 ^ (£“ =1 -jyr) (lT=iC 2 ) = ^pn ||/"||2 = 

11/11 

45 ■ 

Autre demonstration sans utiliser les series de Fourier : pour x G [0, 1] on a 

f(x) = I fit) dt = xf'(x) - f tf\t ) dt 
Jt=o Jt = o 

/(*)=/ f\t)dt = (x-\)f'{x)- f (t-\)f'(t)dt 
Jt=\ Jt = t 

f{x) = (1 -x)f{x)+xf(x) = [ t{x-\)f{t)dt+ f x{t-\)f”(t)dt 

Jt — 0 Jt—x 

= / (p(x,t)f"(t) dt. avec cp(x,t) =xt — min(x,f). 

Jt=o 

Onendeduit |/(x)| 2 ^ \\f"\\lJ t l =0 (p{x,t) 2 dt = x ~ {x ^ Y \\f"\\l ^ 


Correction de l’exercice 4644 ▲ 

Parseval pour / et f . Egalite ssi f{x) = acosx + bsinx. 


Correction de l’exercice 4645 ▲ 


1. Developper f, f et g' en series de Fourier et appliquer Finegalite 2\ab\ ^ |n| 2 + \b\ 2 . II y a egalite si et 
seulement si f et g' sont CL de cos et sin. 

2. On parametre par une abscisse curviligne : x = /(f), y = g(t) =x .s/ = Jq K fg' 1 / 0 2?r - = 71 ■ 


Correction de l’exercice 4649 ▲ 

On pose g(t) = f(a\t\/n) pour t G [ — tt, tz\ , prolongee par 27T-periodicite. Alors g est paire, continue, et tous ses 
coefficients de Fourier sont nuls done g = 0. 


Correction de l’exercice 4650 ▲ 


1. 

2 . 


71 

n + 1 * 


Somme de Riemman : i = f t l L 0 y 2 dt. 
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Correction de l’exercice 4651 ▲ 

sup \a n cosnx + b n smrvc\ = \J a\ + b\ pour n ^ ^r. 
[«,/3] 


Correction de l’exercice 4652 ▲ 

S’il y a convergence uniforme : |ja„sinn^H 1- sin 1 1 — >■ 0 lorsque n,p — > 

On prend x = ^ : 0 ^ c -j(n-\ b p) ^ (na n H b pa p ) -» 0 lorsque n,p n= [p/2] =b cqfd. 

Si na n — > 0 : Soit x G ]0, n\ et n tel que ^ ^ x ^ -4f • 

Transformation d’ Abel : «„sin nx-\ b sin px\ ^ ^ 

et la^sin&xH \~a n -\ sin(n — l)x| ^ ( ka * 4 b (n — l)fl„_i)x ^ '//Ey a k ^ 2 a^. 


Correction de l’exercice 4654 A 

1. R(n) = a Tl +S{n ) avec degS ^ -2. Done f(x) = R(0) + 2/a£“ =1 + L“ =1 (S(n)e /rar + S{-n)e~ i,vc ) 

converge pour tout r£l. 

2. /?(«) = ^ H b ^ +5(n) avec degS ^ -k-l ^ fix) = R(0) + ai/i(x) H b%AW + g(x) avec 

„inx _i_ / i \p „—inx , 

f p (x) = Y*n=\ rip et <? de c l asse ^ sur K\27 tZ. / p = if p -\ et f\ est < if°° sur M\2 n7L done f p 

aussi. 


Correction de l’exercice 4655 A 

1 . f(x) = * +4E“ =1 =. 

2. SoitP(n) =an 2 +bn + c. Alors /(x) - 4ag(x) = y +4£“ =1 ^g^rcosnx. 


Correction de l’exercice 4656 A 

1 u ( \ _ 1— cos((»+l).r) _ sin~((»+l)i/2) 
'4 ' (n+l)( 1 — cosx) («+l)sin 2 (x/2) ‘ 

2 . 


Correction de l’exercice 4659 A 


1. | sinx 

2 . 


2^ 4y°o cos 2njc 

7T n Ln= 1 4 w 2_i • 


Correction de l’exercice 4660 A 

| ■ n | 2 4 y°° cos 2/ix v 2 4 y°° cos 2/ir 

I ■ \ ~ n Jt Ln=l 4/i 2 — 1 ^ — JI 71 2jii = 1 ( 4 /? 2 - l )( 16 » 4 - 4;? 2 + l)' 

Cette serie converge et definit une fonction de classe 7f 4 solution de 1’ equation. 

_ • -2 _ *2 

Unicite : les solutions de T equation homogene sont combinaison de e JX , e~ JX , e J x et e J x done non n- 
periodiques. 


Correction de l’exercice 4661 A 


k£1:y = ir =1 - 

k G Z : remplacer 


2 (k 2 —n 2 ) 

coskx 

k 2 (k 2 -k 2 ) 


+ a cos kx + b sin kx. 

xcosfct 


par 


2*3 


Correction de l’exercice 4662 A 
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1. Developper / en serie de Fourier. 

2. Densite des polynomes trigonometriques dans 2?°. 

3. f{t) = sin 2 (7rr), a = d, x = 0 : S n = sin 2 H bsin 2 /?. ~ |. 

Transformation d’Abel : Y^,=\ = — sin 2 1 + k(k-\) + ^ — > +°° lorsque N -» oo. Remarque : on 

a un raisonnement plus simple en ecrivant 2sin 2 (/i) = 1 — cos(2 n). 


Correction de l’exercice 4663 A 

Integration a x! — x constant : a k = ( A __ t e' y P ( I — \y\)e~ 2lkny dy est le 2/c-eme coefficient de Fourier de la 

fonction /, 2-periodique, telle que f(y) = e ~ br (1 — y|) si — 1 ^ y ^ 1 done le Feme coefficient de Fourier de 
g, 1-periodique, telle que g(y) = \{f{y) +f(y+ 1))- Soit g n la /i-eme somme partielle de la serie de Fourier 
de g, gn(y) = L| k \^ n a k e 2ik7Cy . 

On a par convergence normale de la serie de Fourier de g : Y,\k\>n ou \i\>n a k a i = g 2 (0) — g 2 (0). 


g(P)~8n(0)= sin((2?r + l)ny)dy 

,/ v =- i sin ny 


= 2 


y — — j Sin ny 
y = o Sin Ky 


= 2 


r g(0) -g(y) cos((2« + l)7Ty)i 

5 + 2 1 
y=0 J 

r- d 

^(0)-g(y)\ 

sin7Tv (2 h + 1)jt 

Nd 

II 

O 

£1 

^ sin ny 7 


l-e 1 f 2 . cos((2n + l)7Ty) 

(2n + \)n 2 J y = o w {2n+l)n 

l-e ” 1 
(2n + \)n 2 ' 


s(0) +g«(0) -> 2g(0) = 1 (lorsque n -> °o) d’oii L w>wou | e\ >n a k a e ~ ( ^ |+ e 1) ^ 2 . 


Correction de l’exercice 4664 ▲ 

1. Si / = 0 alors c n = 0 pour tout n par integration terme a terme. Done une fonction / G E possede un 
unique developpement trigonometrique et ||/|| est bien defini. Alors E est isomorphe a Z) qui est un 
espace vectoriel norme complet. 

2. Produit de convolution de deux Z-suites sommables. 

3. (a) zo = <p(x i-)- e 2l7lx ). On a |zo| = 1 car la suite (cp(x i->- e 2m7CX ) ne z) est bornee. 

(b) 


Correction de l’exercice 4665 ▲ 


+ 1 + (-!)■ / r L 0 * = , + (-!)■ fS±!» du -> 1 lorsque „ 


Uo- 


2 COS (u)y/u 


Correction de l’exercice 4666 ▲ 

1. Si / est C S" ] 27T-periodique alors f est continue, 27T-periodique de moyenne nulle done D(E^) C Eq. 
Reciproquement, si g £ Eq alors toutes les primitives de g sont 27T-periodiques de classe 2? 1 et il y en a 
exactement une qui a une valeur moyenne nulle (une seule possibilite de regler la constante). 

2. Non (et ceci quelle que soit la norme) car le spectre de D n’est par borne. 

3- il f\\l = Lkez* M/)| 2 Z L* gZ * \ikc k (f)\ 2 = ||/'|| 2 . 
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4. 


Idem, lllDip 1 2 1 


1 

n + 1 * 


Correction de l’exercice 4667 ▲ 

On a co(g) = ci (g) = c_i (g) = 0, done g est orthogonale a tout polynome trigonometrique de degre inferieur ou 
egal a 1 . Si g est de signe constant sur ]0, 27r[, on contredit co(g) = 0. Done gaau moins une racine a £ ]0, 2n[. 
Si g n’a pas d’autre racine dans ]0,2 jt[ alors g est de signes constants opposes sur ]0,a[ et }a 1 2n[. Mais alors 
g(f)(cos(t — a/2) — cos(n/2)) est de signe constant sur la reunion de ces intervalles, e’est absurde. Done g a 
une deuxieme racine dans ]0,2 jt[, par exemple b £ ]a,2n[. Si g n’a pas d’autre racine sur ]0,2 jt[ alors g est de 
signes constants sur ]0,a[, ]a,b\e t ]b,2n[ et les signes alternent. On obtient une nouvelle contradiction car alors 
g(t) (cos(t — (a + b)/2) — cos ((b — a)/ 2)) est de signe constant sur la reunion de ces intervalles. Ainsi g admet 
une troisieme racine, par exemple c £ }b. 2n\. Enfin, si l’on suppose que g n’a pas d’autre racine sur 0. 2n\ 
alors on a g(t) > 0 sur ]0,a[ et ]b,c[ et g(t) < 0 sur ]a,b[ et ]c,2n[ ou l’inverse. Dans les deux cas, on en deduit 
que g(0) = g{2n) = 0. 


Correction de l’exercice 4672 ▲ 

1 . 

2. 1 = 31. 


Correction de l’exercice 4676 A 

X 

2 * 


Correction de l’exercice 4680 ▲ 


1. u n 

2 . 

3. 

4. 


(-”)! 
4"(/ j !) 2 ' 


Correction de l’exercice 4681 ▲ 

Si \a\ < 1, a partir d’un certain rang, | | < a < 1 =>■ lim = 0. 

Si Ini > 1, — > 0 => u n — > 0. 


Correction de l’exercice 4684 ▲ 

limS„ = limn,,. 

Si u n = (3i/2) n , alors (u n ) diverge, mais S„ > 0. 

n — >oo 


Correction de l’exercice 4689 ▲ 

1. 1 <5(n + l) <5(w) + l ^>0^ ^2. 

2. inf = 0 (99... 99), sup = 2 (100... 00). 

3. 


Correction de l’exercice 4693 ▲ 

1. Sinon, on construit une sous-suite strictement croissante. 

2. La suite ( m i n ( aq , . . . ,.*„)) converge vers 0, et prend une infinite de valeurs differentes. 
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Correction de l’exercice 4696 ▲ 

... , , ^ 1 H hn n 1 

u 2 n il n ^ 4 (i 2 ^ g- 


Correction de l’exercice 4697 ▲ 

1. Par recurrence, yfn ^ u n \/2n. 

2 . ^ u n ^ \J n + \[2(n ~ 1 ) =4- lim = 1 ■ 

3. \J n + -v/ti — 1 ^u n ^ J n + \Jn — 1 + y / 2(n — =4> lim 


i 

2 ' 


Correction de l’exercice 4698 ▲ 

Soit ^ = inf{&„ | n E 1 1 1*}, £ > 0 et p E 1 1 1* tel que b p ^ l + £. Pour 72 E 1 1 1* on effectue la division euclidienne 
de 7? par p : n = pq + r d'ou a„ ^ 22 ^ 22 ,. et b n ^ b p + — ^ i + 2e pour n assez grand. 


Correction de l’exercice 4699 ▲ 

Si e ,a n’est pas valeur d’ adherence alors il existe 8 > 0 tel que \e lhin ) — e m \ >8 pour tout n assez grand done 
l’ensemble Uke||| [a — 5 + 2 kn, a — 8 + 2 kn\ ne contient aucun terme de la suite (, h(n )) pour n assez grand ce 
qui contredit les hypotheses h(n ) > +°o et h(n + 1) — h(n) > 0. 

n—> °o n— >oo 


Correction de l’exercice 4700 ▲ 

Soit E l’ensemble des valeurs d'adherence de (u n ). Si u„ k > A alors u nk +\ > A + A 2 done E est stable par 

k— >°° k—> °° 

1’ application / : x 1 — > x + x 2 . En fait E est invariant par cette application car la suite (u nk - 1 ) admet une valeur 
d’adherence p E E et on a p 2 + p = A. En particular l’intervalle inf(E).supfE)] est invariant par / ce qui 
implique sup(£) = inf(E) = 0. 


Correction de l’exercice 4701 ▲ 

Soit t une valeur d’adherence de (x n ) . Si l’on suppose que (x„) ne converge pas vers l alors il existe un voi- 
sinage [a,b\ de i tel qu’il y a une infinite de termes dans [a,b] et une infinite hors de \a.b\. Ceci implique que 
[c,d] = /([a, b]) n’est pas inclus dans \a.b et que [c.d] \ [a.b\ contient une infinite de termes, done (x„) a une 
deuxieme valeur d’adherence dans [c,d]\]a,b[. 


Correction de l’exercice 4702 A 

Les suites (ln(n n )/2”) et (ln(l +u n )/2 n ) sont adjacentes. 


Correction de 1’exercice 4703 ▲ 


1. u n \J~d , et u n \J~d < ! • 

2. 72 2« —S’ 0, U2n+\ 1- 

3. Si 0 ^ uq ^ 1 : 22 „ \ 0, sinon u n \ — °°. 

l 
4 


<« < 3 : « 


1 — V /I ^4a 
31 


- — 1 < a ^ | : 1 point fixe et deux points reciproques. ( 22 ,,) ne converge pas. 


5. Si 220 > - 5 , u„ 

6 . u n — y 1 , . 


> ; si 22 0 < - A , u n -> — 1 . 
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7. Thm du point fixe sur ] — °o , ^] =+ n„ — >■ 1. 

8. Si no / 1, 3 n tq 4 — 3u n < 0 =+ suite finie. 

9. n„ -+ a « 0.39754. 

10. 1 est point fixe, it y a deux points reciproques. (n„) ne converge pas. 

11. - 1 < a : u n — > 0 si mo < 1, n„ — si no > 1 
1 < a < 1 : u n — > 1 

- a < — 1 : si uq ^ 1, (n„) diverge. 

12. c 1//f < a : n„ — > oo. l < a < e x ^ e : 2 pts fixes, /3 < y. n„ — >• y3 si no < y, et n„ — > °° si no > 7- ^ a < 1 : 

1 pt fixe, /3, et n„ — >• /3. a < : 1 point fixe et deux points reciproques. (n„) ne converge pas. 


Correction de l’exercice 4704 ▲ 

CV (vers 0) ssi | A:«o| < 1- 


Correction de l’exercice 4706 ▲ 

p _ 1 + 75 

l — 2 . 


Correction de l’exercice 4707 ▲ 

u n+ 1 = \J uji + u„ ^ u n . II n’y a pas de point fixe. 


Correction de l’exercice 4710 ▲ 

y n ~ x„ = cste =>• x„ -+ 0, y n -yyo~ *o- 


Correction de l’exercice 4711 ▲ 

y n Xfi — y, et y n + x n — yo ~\~ xq ^ x ni y n 


yo+*o 

2 • 


Correction de l’exercice 4712 ▲ 

Xn)'n — C =+ X n . V„ y XqVq . 


Correction de l’exercice 4713 ▲ 


1. 

2 . £ = b 


Correction de I’exercice 4714 ▲ 


1. x 3 +y 3 + z 3 -3xyz = \(x+y + z){(x-y) 2 + {y-z) 2 + (z-x) 2 ). 

2. 3c n y\ 3b n y\ — ci n -\~ b n c n 3 \/ ci n b n c n ^ 0 =+ b n y\ ^ C/i+i . 
b n 


3 

^n+1 


b . — a + ^ + c 3 7 , ^ 0 =>■ 7 ^«+i- 

t'n+l “/i L n \J a n O n C n 


Done (a„) croit et (c„) decroit : a„ — » a, b n — )• b, c n 


c avec 


2 = 1 + 1 
a b e 

b 2 = ac 
2c = a + b 


=> a = ft = c. 


Correction de l’exercice 4715 ▲ 

Pour no > 0 on a n„ \ 0 et pour no < 0 on a n„ 0. /'( 0) = ^ done u n+ \ ~ ^n„ et la serie £n„ converge 
absolument (d'Alembert). 


491 


Correction de l’exercice 4716 ▲ 

L’ ensemble des valeurs d’ adherence de la suite est un intervalle dont tous les elements sont points fixes par /. 
S’il y a plusieurs valeurs d’adherence il faut passer de l’une a l’autre avec une longueur de saut qui tend vers 
zero, on doit tomber sur point fixe entre les deux, contradiction. 


Correction de l’exercice 4717 ▲ 

1. A\]a — \,a + est fini. 

2 . 


Correction de l’exercice 4719 ▲ 

Soient x : II existe a 6 1 1 1 tel que n ^ a \Jn+\ — y/n <y — x. 
II existe b E 1 1 1 tel que yfa — \/b < x. 

Alors il existe c ^ a tel que x < yfc — s/b < y. 


Correction de l’exercice 4720 ▲ 

n + ps/l > 1 => n > 0, p > 0, done An] 1 , +°°[ admet un plus petit element : 3 + 2\fl. 


Correction de l’exercice 4721 ▲ 

On construit un ensemble de type Cantor dont les trous ont pour longueur 1, , 4 ’„ , . . ., et on repartit les x* de 

part et d’autre des trous en fonction de l’ecriture decimale de k (0 — > a gauche, 1 — > a droite). 


Correction de l’exercice 4723 ▲ 

L'ensemble des valeurs d’adherence est un intervalle constitue de points fixes de / =>• la suite ( u n ) a une seule 
valeur d’adherence. 


Correction de l’exercice 4727 A 

Soit £ = liminf ^ et e > 0. Il existe p tel que (£ — e)p ^ u p ^ (£ + e)p. 
Alors pour n G 1 1 1 et 0 ^ k < p : + (£ — e)np ^ u np+ k ^ Uk + (£ + e)np. 


Correction de l’exercice 4728 ▲ 

1. Il est suppose connu (et a savoir demontrer) le fait suivant : si G est un sous-groupe de M, alors soit G est 
monogene, soit G = M. Dans le cas de la question, le groupe G des periodes de / contient 1 et \Jl done 
n’est pas monogene car y/2 ^ Q (la demonstration a ete demandee a l’eleve). De plus G est ferme par 
continuite de /, d’oii / est constante. 

2. D’apres la premiere question, pour tout y G M \ Q l’application x f(x,y ) est constante et il en va 
de meme si y G Q par continuite de /. Done / est de la forme (x,y) i-)- g(y) oil g est 1 -periodique. 
Reciproquement, toute fonction / de cette forme convient. 


Correction de l’exercice 4729 ▲ 

Soit a 6 U n V : Il existe B(a, r) C U n V. 

Soit b E B(a, r)C\U : Il existe B(b, /) C B(a, r) n U. Done b £ V, conttadiction. 


Correction de l’exercice 4731 A 

TJ C U =► V C U. 
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U CU =>U CU =>U CU. 


Correction de l’exercice 4732 A 

Soit a interieur a Fr(t/) : II existe B(a, r) C U \ U . B(a , r)C\U = 0 => a ^ U, contradiction. 


Correction de l’exercice 4734 ▲ 

Par passage a la limite, 5(A) = 5(A) ^ 5(Fr(A)). 

Soient x , y E A distincts et D la droite passant par x et y. D coupe A suivant un ensemble borne dont les extremites 
appartiennent a Fr(A). Done 5(Fr(A)) ^ 5(A). 


Correction de l’exercice 4736 ▲ 

Si / est continue : soit x € A : x = limn,, =>■ f(x) = lim f(a n )€f(A). 

soit x £ f l (B)° : f(x) E B => 3 B(f(x),r) C B,3 8 > 0 tq f(B(x, 5)) C B(f(x),r) 

^B(x,8)cf~ 1 (B). 

si /(A) C /(A) : soit B C F ferme et A = f~ [ (B) : /(A) C B done A C A. 
si f~ l * (B) C f~ l (B)° : soit B C F ouvert et A = f~ l (B) : A D /“' (B) = A. 


Correction de l’exercice 4741 A 

1 . Pour x.x! E R" et v E A on a d A (x) / ||jc — y || ^ | \x — x' \ | + | \x! — y \ \ . En prenant la borne inferieure sur y on 
obtient 5 a (x) ^ ||x— x'\\ +d A (xf). Par symetrie on a aussi 5 a (x 7 ) ^ ||x — x'|| +d A (x) d’ou |5 a(x) — 5a(x / ) ^ 
||jc — x'\\. 

2. On sait que A = {x E M" tq cl A ( x ) = 0}. Done d A = dp, =$• A= B et la reciproque resulte de la propriete 
facile 5 a = d A . 

3. On note : M = sup{|5a(j) — dg(y) |, y E M' ! }, a = sup{5s(x),x E A} et /3 = sup{5a(x), x E B}. Par 
restriction deyaAUBon obtient M ^ max(a, /3 ). Par ailleurs, pour y E M", a E A et b E B on a ||y — 
a\\ — ||y — b\\ ^ ||n — b\\ d’ou d A (y) — ||y — b || ^ d A (b ) puis d A (y) — ds(y) ^ Par symetrie on a aussi 
5fi(y) — d A (y) ^ a done \d A (y) — ds(y) | ^ max(a,/3) et finalement M ^ max(a,/3). 


Correction de l’exercice 4744 ▲ 

1. Pour P E M, la demi-droite d’origine O et d’ angle polaire P coupe K selon un intervalle non trivial (K est 
convexe et O est interieur a K), ferme borne (K est compact). On note f(9) la longueur de cet intervalle, 
ce qui definit / : M — > M + * 27T-periodique telle que K = {M(p,9) tq 0 ^ p ^ /(P)}. 

Continuite de / : soit Po E M et e > 0. Soit M(po, Po) tel que f(Oo) — £ < po < f(9o). Done Msiet 
il existe a > 0 tel que la boule de centre M et de rayon a est incluse dans K (faire un dessin). Ainsi, 
pour tout 6 suffisament proche de Po on a f(6) ^ OM > /(Po) — s. Considerons alors une hypothetique 
suite (6k) de reels convergeant vers Po telle que la suite (/(P/t)) ne converge pas vers /(Po)- Comme la 
suite (/(P*)) est bornee on peut, quitte a extraire une sous-suite, supposer qu’elle converge vers un reel £ 
et le raisonnement precedent montre que £ > /(Po)- Si Mk designe le point de A" a la distance /(Pa) dans 
la direction d’ angle polaire Pa alors la suite (Mk) converge vers le point M(£, Po) qui doit appartenir a K 
par compacite, mais qui contredit la definition de /(Po)- 

2. Si g ne s’annule pas alors J A=0 g(x) sin(x) dx / 0. Si g ne s’annule qu’en a E [0, n] alors g est de signe 
constant sur [0, a] et sur [a, n\, les signes sont opposes, et on obtient encore une contradiction en consi- 
derant ff_ 0 g(x) sin(x — a) dx qui vaut 0 (developper le sinus). 

3. On choisit O = G. On a ff MeK 0~M = 0, soit /q/ 0 / 3 * (P)cosP 5P = /g/ 0 / 3 (P)sinP5P = 0, soit encore : 

Jq=o(/ 3 (P) — / 3 (P + 7t))cosP5P = Jq—q (/ 3 (P) — / 3 (P + 7r))sinP5P = 0. D’apres la question prece- 

dente, il existe a / j8 E ]0, k{ tels que f(a) = f(a + n) et f(\ 8) = /( j8 + k), ce qui prouve qu’il y a 
au moins deux diametres de K dont O = G est le milieu. On prouve l’existence d’un troisieme diametre 

en decalant l’origine des angles polaires de faqon a avoir /( 0) = f(it), ce qui est possible vu l’existence 

de a,/3. 
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Correction de l’exercice 4745 ▲ 


Pour ||x|| ^ 1 et | 
Pour ||x|| ^ 1 < 

2 \\ x -y\\- 

Pour 1 < |U|| ^ | 


^lona||/U)-/U)|| = |U-y{ 

I on a 1 1 /(•*■) ~ f{y)\\ < Il*-;y||+ 


ona ||/(x)-/U)|| < 


H 


y 

IUII 


+ 


y 

IUII 


= \\x-y\\ + Ibll - 1 < \\x-y\\ + IMI - IMI ^ 


■V 

W 




Ib-rll+lbll-H 


^ 2 IU— y|| 
^ IUII 


Remarque : dans le cas ou la norme est euclidienne, fix) est le projete de x sur la boule unite, c’est-a-dire le 
point de la boule unite le plus proche de x. Dans ce cas, / est 1-lipschitzienne. Dans le cas d'une norme non 
euclidienne on peut avoir ||/(jc) — ./'(>') 1 1 > ||x — v||, par exemple avecx = (l,l)ety=(l,|) dans M 2 pour || ||oo. 


Correction de l’exercice 4755 ▲ 

On construit (sif) de proche en proche de sorte que pour tout n fixe la suite (yf ) soit convergente vers z n . Comme 
(>’«') 2 est bornee independamment de N et k la serie £„z 2 a ses sommes partielles bornees done converge. 
On a alors (x | v v,: ) > (x \ z) pour toute suite x a support fini, puis pour toute suite de carre sommable par 

oo 

interversion de limites. 


Correction de l’exercice 4756 ▲ 

1. Soit (ei,. . . ,e p ) une base de E. On remplace la norme sur E par la norme infinie associee a (e.\.. . . ,e p ). 
Alors 1 1 1 m" 1 1 1 ^ £f =1 ||n"(e,)||. 

2. Trigonaliser fortement u (ou son prolongement au complexifie de E ). Comme iu") est borne, les valeurs 

propres de u sont de module inferieur ou egal a 1, et pour celles de module 1 le bloc triangulaire associe 
est en fait diagonal. On trouve u ‘ > projection sur Ker(n — id) parallelement a Im(n — id). 

n-\- 1 d w — ^oo 


Correction de l’exercice 4760 ▲ 

1. 

2 . 

3. 

4. (P„) converge vers 0 pour a e]-2, 2[ et vers 1 pour a = 2. La suite est non bornee si |a| > 2 ; elle est 
bornee divergente pour a = —2. 

5. ( X/b) n converge vers 1 pour Nb et vers 0 pour N a . 


Correction de l’exercice 4762 ▲ 

1. 

2 . 

3- f(x) = f t x =0 sin(x — f)(/(f) + f"(x) = (/(x) +f(x))-f(x). 


Correction de l’exercice 4763 ▲ 

mu = LLi A ik B kj =y mtj f LLi 4 x LUBlj 


Correction de l’exercice 4764 ▲ 

Si A est une matrice de rang r > 0 telle que p{A) = 0 alors pour toute matrice M de rang < r on peut trouver P et 
Q telles que M = PAQ d’ou P(M) = 0. Done p est nulle sur toute matrice de rang 1 et par inegalite triangulaire 
sur tout matrice. 
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Correction de l’exercice 4771 ▲ 

1. 2”I" =1 |h-|| 2 . 

2. Supposons qu’il existe une norme euclidienne || || et deux reels a,/3 > 0 tels que a||u||oo ^ ||w|| ^ /3 ||w||oo 
pour tout u E ^([O, 1],R). On pose u(x) = 1 — 2|x| pour x E 5 ] et u(x) = 0 sinon. Soit n E ||| et pour 

1 ^ i ^ n : Ui(x) = u((n + \)x— i). Alors Lct||L”_i 1 1 2 ^ 2"/3 2 et 2" Yli=i Ill'll 2 ^ 2"na 2 done ces 
deux sommes ne peuvent rester egales quand n -» °o. 

3. Meme construction. On trouve 


C7 *= 1 


^ 2"/3 2 ||u 


1 1 2 
\\p 



2 Ip 


et 2"L" =1 |h- 




2"a 2 ||u 


1 1 2 n 
»P(n+\)Vp- 


Correction de l’exercice 4773 ▲ 

1 . 

2. On prouve la convexite de B. Soient x,y E B, t E [0, 1] et z = (1 — t)x + ty. On a N 2 (z) ^ 2 ? 2 + 2(1 — t) 2 , 
d’ou N(z) ^ 1 si t = 5 . Ceci prouve deja que B est stable par milieu, et on en deduit par recurrence 
sur n E HI que z E B si t est de la forme a/ 2 n avec a E [[0,2"]]. 

Si t n’est pas de cette forme, on ecrit t comme barycentre de deux nombres dyadiques t = u Jt + (1 —u)J^ 
en faisant en sorte que u soit arbitrairement proche de Si c’est possible, on obtient que z est baryccntrc 
de deux elements de B avec les coefficients u et 1 — u, d’oii N 2 (z) ^ 2 u 2 + 2(1 — u) 2 >. Reste done 

u — } 1/2 

a choisir n, a, b : pour n donne, on choisit a = [ 2" ] — netb= |2"] + n. C’est possible car [2"f] ~ 2 n t et 
on est dans le cas 0 < t < 1 done on a bien a,b E [[0,2"]] si n est suffisament grand. II vient u = b r 2 "‘ , 
quantite comprise entre et ^ et done qui tend bien vers j. 

Remarque : la condition (iii) est aussi necessaire, done une norme est une application verifiant (/), (ii) et 
(Hi). 


Correction de l’exercice 4779 ▲ 

1. On precede par recurrence sur n. Pour n = 1, 1’ application [0,+°o[ 3 Ai i — > ||jc — Ai«i || est continue, 
constante si ct\ = 0 et tend vers +°° quand k\ -3- +°° si a\ / 0. Dans les deux cas elle admet un minimum. 

Pour n + 2, soit C = j k,a l . A, + 0 1 . Soit pour A, , E [0,+°°[ : <p( A„) = d(x~ X rl a „■€')■ La distance a 

C' est 1-lipschitzienne done <p( A„) ^ d(—X n a n ,C') — ||x|| = A n d(—a n ,C') — ||x|| > +°o. Etant conti- 

A„— 

nue, <p admet un minimum sur [ 0 , +°°[ et on applique l’hypothese de recu rrcncc ax — A n a n . 

2 . 


Correction de l’exercice 4780 ▲ 

On precede par recurrence sur n = dim E. Pour n = 1, en confondant E et R, C est un intervalle dense, c’est 
R. Pour n ^ 2, soit E = H © < a > oil H est un hyperplan de E. On montre ci-dessous que C' = Cfl El est une 
partie de H convexe et dense, done egale a //, d’ou H C C et ce pour tout El. Ainsi C = E. 

Dcnsitc de C : soit x E H. et (_>>/. ) , (z.k) des suites d’elements de C convergeant respectivement vers x + a et x — a. 
On ecrit y* = y\ + 2+/ et Zk = z' k + /+£/ avec y ' k , z' k E H et A k, Bk E M. Par equivalence des normes en dimension 

finie, on a A k > 1 et m > — 1, done le point x/ f = est bien defini et appartient a C' pour k assez 

grand, et converge vers x. 

Remarque : Si E est de dimension infinie, alors il contient des hyperplans non fermes, done des parties strictes, 
convexes denses. 
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Correction de l’exercice 4782 ▲ 

1. P = P, P = {fonctions strictement positives}. 

2. P = P,P = 0. 


Correction de l’exercice 4783 A 

F = F, F = 0. 


Correction de l’exercice 4784 ▲ 

Oui pour zbidjRn, non pour les autres (les symetries non triviales). 

idign est isole car si id]Rn et it 1 = id- 31 , alors — 1 est valeur propre de u et \\u — id** 1 1 ^ 2. De meme pour — id®* . 
Si u est une symetrie non triviale, soit (e\.. . . , e n ) une base propre de u avec u(e 1 ) = e\ et u(e 2 ) = —ei. Pour 
p e HI* soit u p € definie par u p (e\) = e\ Pei /p et u p {ej) = w(e,-) pour /' ^ 2. On a u 2 p = id®.*, u p / u et 

u p > u. 

p— >00 


Correction de l’exercice 4787 ▲ 


1. GL n ((x 2 + 1)^ = det 1 ((x 2 + 1)\{0}) est ouvert. II est dense car A G + 1)^ quelconque est limite 

des matrices A — inversibles pour presque tout entier p (A a un nombre fini de valeurs propres). 

2. Toute matrice triangulaire est limite de matrices triangulaires a coefficients diagonaux distincts. 


3. 


A 0\ (k 

0 a = lim .»- 0 



done une matrice triangulaire a valeurs propres non distinctes est limite 


de matrices non diagonalisables. Par conjugaison, la frontiere de l)„ ( (x 2 + 1)1 contient l’ensemble des 
matrices ayant au moins une valeur propre multiple. 

Reciproquement, soit (A*) une suite de matrices non diagonalisables convergeant vers une matrice A. Les 
matrices ont toutes au moins une valeur propre multiple, et ces valeurs propres sont bornees (car si A 
est une valeur propre de M alors |A| ^ ||M|| en prenant une norme sur .///„ ( (x 2 + 1)1 subordonnee a une 
norme sur (x 2 + 1)") done on peut trouver une suite (zk) de complexes convergeant vers un complexe 
z telle que %' Ak (zk ) = 0. A la limite on a Xa(z) = 0 ce qui prouve que A a au moins une valeur propre 
multiple. 


Conclusion : la frontiere de D n ((x 2 + I )* est exactement l’ensemble des matrices diagonalisables ayant 
au moins une valeur propre multiple et l’interieur de D n ( (x 2 + 1)1 est P ensemble des matrices a valeurs 
propres distinctes. 


Correction de l’exercice 4788 ▲ 

Si N est nilpotente, on peut se ramener au cas oil N est triangulaire superieure stricte. 

Soit alors P = diag(l, a, . . . , a" -1 ) avec a E (x 2 + 1)*. Le coefficient general de P~ l NP est 0. 

oc — ^0 

Reciproquement, s’il existe une suite (+/_.) de matrices semblables a N convergeant vers la matrice nulle, alors 
par continuite du polynome caracteristique, on a Xn = (— X)" et N est nilpotente. 


Correction de l’exercice 4789 ▲ 

1. D est ouvert : si P a n racines distinctes rq < ai < ■ ■ ■ < a n on choisit bo < a\ < b\ < «2 <■■■ <a n < b n . 
La suite (P(bo),. . . ,P(b n )) est constitute de termes non nuls de signes alternes, il en est de meme pour 
la suite (Q(bo),. ■ ■ , Q{b n )) ou Q est un polynome unitaire arbitraire suffisament proche de P (pour une 
norme quelconque). 

Q. n’est pas ferme car 0 / Q. ^ M” et M” est connexe. 
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2. Deja, si Ton munit M" et M„[X] de normes convenables, / est une isometrie bicontinue done /(Q) = 
/(O). Montrons que /(O) est 1’ ensemble -X des polynomes de M„[X] unitaires et scindes sur M. 

Si P = X" + fl„_iX" _1 H b oo> notons M(P) la matrice compagne de P. 

Si P € 5? alors M(P) est M-trigonalisable, done limite de matrices a valeurs propres reelles distinctes. 
Les polynomes caracteristiques de ces matrices, au signe pres, appartienent a /(Q) et convergent vers P 
d’ou y C /(fi). 

Si (. Pk ) est une suite de polynomes de /(Q) convergeant vers P alors il existe une suite (Ok) de matrices 
orthogonales telle que r OkM(Pk)Oj t est triangulaire superieure (methode de Schmidt). Quitte a extraire 
une sous-suite, on peut supposer que Ok converge vers une matrice orthogonale O et done t 0M(P)0 est 
aussi triangulaire superieure ce qui implique que P 6 .X. 


Correction de l’exercice 4791 ▲ 

Remarquer que la restriction de / a toute partie compacte est uniformement continue. 


Correction de l’exercice 4798 ▲ 

1. 

2. Soit F est un tel ferme, et a G F. On prend f(x) = x + d(x,F) si 0 ^ x ^ a et f(x) = x — d(x,F) si 
a ^ x ^ 1. 


Correction de l’exercice 4799 ▲ 


1. Pour simplifier, on suppose z = 0 (sinon, se placer dans la base (1,X — z, ■ ■ ■ , (X — z) d ) et invoquer l’equi- 
valence des normes en dimension finie). 

Soit P„(x) = a ri o + a, L \x H b a n f jx d . La suite (P n ) etant convergente est bornee done il existe M £ M 

tel que I a n k\ ^ M pour tous n,k. De plus, a n o > «o = 0 et a n i > a\ / 0. 

’ n— >oo ’ n — ^o° 


a n ,o+an,2^~\ I -twX 


a n , l 


(bien defini si n est assez grand). On va montrer que Q n verifie 


Posons alors Q n (x) = — 

les hypotheses du theoreme du point fixe sur B( 0, 8) pour tout n assez grand si 8 est choisi assez petit, ce 
qui implique l’existence et l’unicite d’une racine pour P„ dans B( 0, 8). 

Q„(B( 0, 8)) C fi(0, 8) ? Soit x € 5(0, 8) : on a 


Qn(x) | < 


Clnfi\ + 4 /( 5 “ + • • • + 8 d ) 


M(8 1 2 + --- + 8 d ) 

n->“ |ai 


On choisit 8 > 0 tel que — - ^^.11 existe alors N\ £ ||| tel que l a ' , -°l +i ^^+ +g ) ^ § pom- 

tout N\. 

Q n est contractante sur R(0, 8) ? Soient x,y £ B( 0, 8). On a : 


\Qn(x) ~ Qn(y)\ < 


Wn,2\\x 2 -y 2 H b \a„4\\x d -y d \ 


I Q-n j 1 1 


*n,2\\x+y\-\ \-\a n j\\x d 1 H by' 


< \x-y\- 


,4-1 1 


|^72,1 | 


< \x-y\ 


M(28 H \-d8' 


d- 1\ 


\^nA | 


Quitte a diminuer 8 on peut imposer M ( 2S +'^+ dS — 1 ^ i et done M ^ 25 +^+^ s — ) ^ 2 p Qur tout n ^ j\/ 2 e t 
Q n est =-lipschitzienne. 

2. Voir reponse precedente. Y a-t-il une reponse plus simple pour 1) ? 
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3. Si z est zero d’ordre k dc P alors il existe 8 > 0 tel que pour tout n assez grand, P„ a exactement k racines 
comptees avec leur ordre de multiplicity dans 8(0.8). Ceci est une consequence du theoreme des residus 
largement hors programme. . . 


Correction de l’exercice 4800 ▲ 

Si / est constante c’est evident. Sinon, on a facilement |/(z)| > °°. Considerons un feme F et une suite 

|z|— >°° 

( f{z n )) d’elements de f(F) convergeant vers Z G (x 2 + I ) . D’apres la remarque, la suite (z n ) est bornee, elle 
admet une valeur d’ adherence z €FetZ = f(z)€f(F). 

Remarque : ce resultat est faux pour une fonction polynomial sur (x 2 + l) p avec p f 2, prendre par exemple 
f(x,y) = xsur (x 2 + l) 2 et F = {(x,y) G (x 2 + l) 2 tq xy = 1}. 


Correction de l’exercice 4801 ▲ 

On suppose P non constant, sans quoi le resultat est trivial. Soit S(X) = sup(|P(x)|, x G X). On a par inclusion 
et continuity : 5(Fr(f/)) ^ S(U) = S(U). Soit x G U tel que |P(x)| = S(U). On demontre par l’absurde que 
x G Fr(t/), ce qui entraine l’egalite demandee. Supposons done x G U et soit n = deg(P). Alors pour p > 0 
suffisament petit, et 6 G M, on a x+ pe ,e G U et : 


n nJnO 

J9\ _ I JO D 1 fV\ I I " e -p( n )( X ) 


P(x + pe w )= P(x) +pe w P'(X ) + ••• + ■ 


n\ 


avec P in> (x) = P^ 7 ^ 0. On en deduit : 


r 2 k 


2k\P{x)\= I P(x + pe w )d6 


' 6=0 


r2n 


€ 


\P{x + pe w )\d6 ^2nS(U) =2n\P[x)\. 


' 6=0 


On en deduit que les inegalites sont des egalites, et en particulier que la quantity \P(x + pe'°)\ est independante 
de p et 6. II y a contradiction car \P(x + pe ,d )\ 2 est un polynome de degre 2n en p. 


Correction de l’exercice 4802 ▲ 

1. f(rx) = rf(x ) pour tout r G ||| par recurrence, puis pour tout r G Z par difference, pour tout r G Q 
par quotient et enfin pour tout r G M par densite. Dans le cas de (x 2 + l)-ev / est R-lineaire mais pas 
forcement (x 2 + I ) -lineaire, ctrex : z ^ z de (x 2 + 1 ) dans (x 2 + 1 ). 

2. ||/„ + i(x) — f n {x) || ^ M2~ n ~ l done la serie telescopique £(/„+ i(x) — f n (x) ) est uniformement conver- 
gente. 

3. \\fn(x+y)—f n {x) — f n (y)\\ 2 done ||g(x+y) — g(x) — g(y)|| ^ 0 et g est continue (limite uniforme 

des f n ) d’ou g est lineaire continue. ||/(x) - g(x)|| = ||L“ = 0 (fk(x) — .A+i (x) ) || ^ 2 M done / - g est 
bornee. Si h est une application lineaire telle que f — h est bornee alors g — h est aussi bornee ce qui 
entraine g = h par linearite. 


Correction de l’exercice 4805 ▲ 

1 . 

2. Si c / 0 alors P c est continue pour toutes les normes N p et ||P r ||| ; y () = \cf' p e c l Par con t re Po n’est continue 

que pour No car si p > 0 alors N p (x e~ n x ) = ^+\)p * ® done la suite (x e~ n ^) converge vers 

la fonction nulle pour N p , mais Po(x (->• e _ "M) = 1-^0. 

3. Si p < q alors N p (x i — > e ”1*1 ) /Nq{x *— > e ”1*1 ) — > °° losrque n °°. 


Correction de l’exercice 4810 ▲ 

Prendre une base. 
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Correction de l’exercice 4811 ▲ 

1 = ly"-' I co? = e likn / n Done 1 

\-X n ?,Lk=0 [-a k X’ c .-Lionel 


v n-l l-X" 
*-‘k = 0 «(1— co^X ) ' 


II s’agit de polynomes, done on peut remplacer X par u, d’ou : ( id/; — u n 


1 = sEEoPfc 



Correction de l’exercice 4812 ▲ 

||X+/y|| 2 = ||X|| 2 + ||y|| 2 ) ||A(X + /F)|| 2 = ||AX|| 2 + ||Ay|| 2 ^|||A|||2(||X 2 || + ||y|| 2 )donc|||A||| ( x 2 + l)^|||A||| R . 


Correction de l’exercice 4813 ▲ 

1. Non: ||(x 2 ± 1)"|| =2 n . 

2. Oui : \\y\\ = ||A||. 

3. || 0 1| = e, || i/r(x' ! )||/||x' ! || si mn => y/ est discontinue. 


Correction de l’exercice 4814 ▲ 

1. nv"~ l . 

2. Si u et v sont continus, / 2 1| 1 1| ^ 2\\u\\ ||v"|| ^ 2||w|| || 1 1| ||v||. 

S’il existe k tel que v k = 0, on peut remonter jusqu’a v = 0, absurde. Sinon, on a aussi une contradiction. 


Correction de l’exercice 4815 ▲ 

1. 

2. ||P|| = N(P ) + N(P') +N(P") + ... oil N est une norme quelconque sur F. 


Correction de l’exercice 4816 ▲ 

Les formes lineaires P P( 0), P H > P(l) et P (->• P( 2) constituent une base de done engendrent les formes 

lineaires P H > P'( 1), P i-> P'( 2) et P H > P'(3). Apres calculs, on trouve : 



' 2P , (1) = 

P{ 2) 

- 

P( o) 

V P G £3 , < 

2P'(2) = 
2P’(3) = 

3P(2) — 
5P(2)- 

4P(1)+ 

8P(1)+ 

P( o) 

3P(0). 


En notant P(0) = a, P(l) = b et P( 2) = c on doit done chercher : 

HI <p HI = - sup{|c — a\ +4|3c — 4b + a\ ±9|5c — 8&±3a|, tq |a| + \b\ + |c| ^ 1}. 


La fonction / : (a,&,c) H > |c — a\ + 4|3c — 4b + a\ + 9|5c — 8 b + 3a\ est convexe done son maximum sur 
Yicosaedre I = {( a,b,c ) tq |n| + \b\ + |c| ^ 1} est atteint en l’un des sommets (±1,0,0), (0,±1,0), (0,0, ±1). 
Finalement, |||<p||| = j/( 0,1,0) =44. 


Correction de l’exercice 4818 ▲ 


1 . 

2 . 


Si x ^ Ker / : V y <E Ker /, |/(x) | = |/(x - y) | ^ 
Soit z G E : z = ax + y avec y G Ker/. Alors |/(z)| 


done 


J/M 

Ml 




!/(*)! 

d(x,Kerf) ‘ 


\x~y\\ donc I/Ml < ||/||d(x,Ker/). 
|a||/(x)| et ||z|| ^ |a|<i(x,Ker/) 
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Correction de l’exercice 4819 ▲ 

1- f(xi)+f(x 2 ) sS lll/lll ||xi+x 2 || s; lll/lll (||xi-e|| + ||x 2 + e||). 

2. Prendre a compris entre le sup du premier membre et l’inf du troisieme. Le sup et l’inf sont dans cet 
ordre d’apres la question precedente. 

3. Rmq : <p est mal definie, il faut ajouter "<p est lineaire". On a evidemment \\\(p\\\ ^ |||/||| puisque <p 
prolonge /, et il reste a montrer : 

Vx E F, V t G M, \f(x)+ta\ ^ lll/IU ||x + te||. 

Pour t = 0 c’est un fait connu. Pour t > 0, cela resulte de l’encadrement de a en prenant xj = —x/t et 
x 2 = x/t. Pour t < 0, prendre x\ = x/t et x 2 = —x/t. 

4. Si u k = (u k ) ne in G E et (t/) < , g m est une suite de Cauchy, alors pour tout n G ||| la suite reelle (u k )k e m 
est de Cauchy dans M done converge vers un reel £ n . De plus la suite (u k )ke\\\ est bornee dans E done la 
suite i ainsi mise en evidence est sommable (les sommes partielles de £ \£ n \ sont majorees), et on montre 

que || u k — £\\ )■ 0 par interversion de limites. 

k—> °° 

5. Prendre F n = {u G E tq = 0 si k ^ n } . 

6. D’apres la question 3) on peut construire /„, forme lineaire sur F + F n telle que f l+ \ prolonge /„ et a 
meme norme que f n (done |||/„||| = |||/|||). Soit G = U„ g (F +F n ) et g la forme lineaire sur G coi ncidant 
avec chaque /„ sur F + F n . G est dense dans E done on peut prolonger g en <p : E — y M par uniforme 
continuite. Il est alors clair que <p est une forme lineaire prolongeant / et a meme norme que /. 


Correction de l’exercice 4821 ▲ 

1. Si v est subordonnee a || || : on a |A| ^ v(/ / ’) l,,p pour toute valeur propre A et tout p ^ 1, done il suffit 
de prouver que la suite (x p = v(f p ) i,,p ) est convergente. Soit £ = inf{x p , p ^ 1}, £ > 0 et p ^ 1 tel que 
x p ^£ + e. Pour n > p on note n — 1 = pq + r la division euclidienne de n — 1 par p et l’on a : 

VC f n ) = v((f) , of +1 ) < v(f P ) q v(f +l ) 

d’ou : 

£^x n ^4 q/n x^ 1)/n < (^£r/"max(x ll ... ) x p )( f+1 >/». 

Le majorant tend vers £ + £ quand n tend vers l’infini done pour n assez grand on a /' / x„ / l + 2e cc 
qui prouve la convergence demandee. 

Dans le cas oil v est une norme quelconque sur J£{E), il existe une norme subordonnee /i et deux reels 
a,b > Otels que ap et done les suite s ( v ( f p ) 1 ! p ) et ( p ( f p ) 1 / p ) ont meme limite par le theoreme 

des gens d’armes. Remarque : il resulte de ceci que lim p ^. 00 (v(/ p ) 1 / p ) est independant de v. 

2. Considerer la matrice de f p dans une base propre pour /. 

3. On sait que f p = L^espec (f)^ pp x{p) °u est un polynome. D’ou p(/) / v(f p ) l/p ^ p{f) + o{ 1) et 

done v(f p ) l /P > p(f) (thm du rayon spectral). 

P—>0Q 


Correction de l’exercice 4822 A 

Si u(B( 0, 1)) est ouvert alors il engendre M m done u est surjective. 

Si u est surjective, soit A = u(B(0. I )). A est convexe, borne, symetrique par rapport a 0 et la reunion des 
homothetiques de A est egale a M m ; la jauge associee a A est une norme sur M m equivalente a 1’ une des normes 
usuelles done A contient une boule de centre 0 et, par homothetie-translation, tout ouvert de R" a une image 
ouverte dans R'". 
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Correction de l’exercice 4825 ▲ 


E\B est connexe par arcs et contient au moins un point aEA. So it x G E \B et <p : [0, 1] — > E \B un arc continu 
joignant a ax dans E\B. Alors (p 1 (A ) = (p 1 (A U B) est non vide, relativement ouvert et relativement ferme 
dans [0,1], done e’est [0, 1] ce qui prouve que x €A. 


Correction de l’exercice 4826 ▲ 

Le sens H est ferme =>- E\H n’est pas connexe (par arcs) est evident. Reciproquement, si H n’est pas ferme 
alors H = E. Soient a, b G E \ H et (x„) une suite d’elements de El telle que xq = 0 et x„ > ci — b. On definit 

n—>oo 

un arc continu <p : [0, 1] — > E \H reliant aab par : <p est affine sur <p(y^y) = b +x n et <p( 0) = a. 


Correction de l’exercice 4828 ▲ 

1 . 

2. d(x n ,a ) decroit, done tend vers d. II existe une sous-suite (x„ k ) convergeant vers l et d(£,a) = d. La suite 
(f( x n k )) converge vers /'((:) et on a d[f(F).a) = d, done t = a. II y a une seule valeur d’ adherence, done 
la suite converge. 


Correction de l’exercice 4829 ▲ 

C est stable par /„ qui est ( I — ^ j -lipschit/icnnc. Done il existe x„ G C tel que f„(x, ,) = x„ ; toute valeur 
d’ adherence de (x„) est point fixe de /. 


Correction de l’exercice 4833 A 

1 . 

2 . 

3. Soit l = II existe x„,y n G K n tels que d (x „ , y n ) = 8(K n ). Apres extraction de sous-suites, 

on peut supposer que x n — » jc et y„ — > y. Pour e > 0, (B(x,e) r\K„) et (B(y,e) C\K„) forment des suites 
decroissantes de compacts non vides, done B(x,e) HA' et B(y,e) fl K sont non vides. Par consequent, 
8{K)^l- 2e. 


Correction de l’exercice 4835 A 

U i n = {x G E tq B(x. \/n) C O, } est ouvert et les (/, ,, recouvrent E. On extrait un recouvrement fini =A r = 
min(l /n). 


Correction de l’exercice 4836 A 

Soit (u n ) une suite de suites elements de A : u n = («”). On peut trouver une sous-suite (u n ''<> ) telle que (uq’°) 
converge vers uo G [0,1], puis une sous-suite (u np •) telle que (mq P1 ,w” P 1 ) converge vers (uq. u\ ) G [0, l] 2 , etc. 
Alors la suite ( u Hp k) k converge dans A vers (uq, u\ , . . . ). 


Correction de l’exercice 4839 ▲ 

On choisit a G K et on considere pour n ^ 1 la fonction f n : x i — > + ^1 — f n est une (^1 — 

contraction de K done admet un point fixe x n . Si x est une valeur d’ adherence de la suite (x n ) alors fix) = x. 


Correction de l’exercice 4841 ▲ 

Soient F\, Fj fermes non vides disjoints tels que F\ IJ Fi =- ,4 : Alors Fr(A) = Fr(Fi) IJ Fr ( /A ) ■ 
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Correction de l’exercice 4843 ▲ 

Soient F\, F \ fermes non vides disjoints tels que F\ IJ Fj = {vade u n }. II existe e > 0 tel que d(F\.F7) > £. 
Alors, a partir d’un certain rang, tous les termes de la suite sont dans un seul des Fj. 


Correction de l’exercice 4848 ▲ 

Soit r = limr„ : \\a n — a n+ k || ^ r n — r n+ k done la suite (a,,) est de Cauchy, et converge vers a. 
On a || a n — n|| ^r n — r done B(a,r) C B n . 

Reciproquement, six £ fj n ^n, alors ||x — a„|| ^ r n done ||jc — a|| ^ r. 


Correction de l’exercice 4850 ▲ 

Soit a £ F et B(a,r ) C U„F„ : B\Fi est un ouvert non vide done contient une boule B\{a\,r\). De meme, 
B\ \ /•? contient une boule BPaj.j'j) etc. On peut imposer r n > 0, done il existe c £ n fl S,c.a.d. c £ B mais 

n— >oo 

pour tout n, c ^ F„. Contradiction. 


Correction de l’exercice 4851 ▲ 

Soit (a„) definie par a n+ 1 = /(«„) : les sous-suites (fl 2 «) et (ci 2 n+i) convergent vers le point fixe de fof. 


Correction de l’exercice 4852 A 

Supposons qu’il existe une famille = < F'(ai.Rj))iPi de cercles disjoints dont la reunion est egale au plan 
P. On note D, le disque ferme de frontiere Soit to £ I choisi arbitrairement, /j tel que a H) £ 2?;, , F tel que 
fl/j £ ( S'i 2 etc. On a R lk < \Ri k _ l done la suite {D- lk ) verifie le theoreme des fermes emboites, l’intersection des 
Dj k est reduite a un point x par lequel ne passe aucun cercle ( S'j. 


Correction de l’exercice 4853 ▲ 

1 . 

2. demi-cercle unite => x = 0, y = 

3. Sommes de Riemann + l’enveloppe convexe d’un compact est compacte. 

4. N\t) = a{M\t))^\\N\t)\\ = \\M\t))\\. 

Si a GN t \\N'(t)\\dt = 0 = f t i a o(G) N,\\M'(t)\\dt, done a{G) = G. 

5. 


Correction de l’exercice 4854 ▲ 

1 . 

2 . 

3. et" = Q.' A<?,- + (0|ijj0— ||£2|| 2 ?,-. 


Correction de l’exercice 4857 ▲ 

1. Non : /(f) = (t,t 2 ), g{t) = (l,f). 

2. Non : f(t) = (j>y)>g(0 = ( ( >y)' 


Correction de l’exercice 4859 A 

det(MI,MJ) + det(MJ,MK) + det(MK,MI) = det(I~J,IK). 


Correction de l’exercice 4860 ▲ 
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Le systeme < 


P 

P' 


Q 


doit etre lie. 


Correction de l’exercice 4861 ▲ 

llx + 2 y — 13z = —4. 


Correction de l’exercice 4862 ▲ 

1. a = —4 

2. x — 5y + 3z = —9 


Correction de l’exercice 4863 A 

1. Le plan passant par A et D' n’est pas parallele a D" . 

2. On doit pouvoir s’en sortir avec un repere adequat . . . 


Correction de l’exercice 4865 ▲ 

Repere {A.AB.AD). 


Correction de l’exercice 4866 ▲ 



Correction de l’exercice 4867 ▲ 

dim(^) = dim(j£") + dim(Sf) — dim( n ) si & n ^ 0. 
dim( J^) = dim(j£") + dim(Sf) — dim( nO?) 4-1 sinon. 


Correction de l’exercice 4869 ▲ 

1. ux+vy+h = X 2 (iici+v) + X(u + vd) +h. Ceci est nul pour tout A si et seulement si ua + v = 0, u+va = 0, 
h = 0 soit ( u,v,a,h ) = (u,—u, 1,0) ou ( u,v,a,h ) = (w,w,— 1,0). 

2. x — y + (A — A 2 )(z— 1) = 0 et x+y — (A + A 2 )(z+ 1) = 0. 

3. 


Correction de l’exercice 4872 ▲ 


2x' =x — 2y — z + 1 
1. < 2/ = -x-z+ 1 
2 z! = -x-2y + z+ 1 


" 2x' = —5x — 3y + 2z — 3 


2 . 


2y' 


3x+y — 2z — 1 
-3x — 3y + z — 3 


Correction de l’exercice 4873 ▲ 

affinite de base & : x + 2y + z = 2, de direction vect(?i — + 2<?3 ) , de rapport 3. 
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Correction de l’exercice 4874 ▲ 

si trois points sont non alignes, ABCD doit etre un parallelogramme. 

si deux points sont distincts et A,B,C,D sont alignes, on doit avoir A = C, B = D. 


Correction de l’exercice 4876 ▲ 

affinite de rapport A/./ si A/./ ^ I , transvection ou id sinon. 


Correction de l’exercice 4878 ▲ 

5. £$ = {3(x+y + z) = l}, & = vect(?i + e 2 + ft), 9u = e\ + 4ft — 5ft. 


Correction de l’exercice 4879 ▲ 

oui ssi P'Q' est colineaire a PQ. Dans ce cas, / est unique. 


Correction de l’exercice 4880 A 

II existe une homothetie de centre O transformant A en A 1 , B cn B' , et C en C' , et l’homothetie de centre G, — \ 
transforme A cn a, B cn ft C cn y. 


Correction de l’exercice 4885 ▲ 

Repere (O. OA, OB, OC) => les plans (ABC) et (A'B'C') sont paralleles. 


Correction de l’exercice 4886 A 

Af } = Bar (aj : £ Zi=j(mdn) cf"' 1 ) • 


Correction de l’exercice 4887 


GAf +l) = -^ G Af\ 


▲ 


Correction de l’exercice 4888 A 

A k = Bar(A 0 : a k .A } : ft,A 2 : y k ) ou a k , ft, y k verifient : x k = x k _ , +x k _ 2 + 2x k _ 3 . 

Les racines de l’equation caracteristique sont 2 ,j,j 2 , done x k ~ A2 4 avec A = * 0+ *‘ +*2 _ 1 
Done a k ~ ft ~ %, et A* — >• G, isobarycentre de A0A1A2. 


Correction de l’exercice 4892 ▲ 

1 

7 ' 


Correction de l’exercice 4893 ▲ 

1 . 

2. N = Bar(A : l-a,B:l-p,C: 1 -7). 

3. 

4. homothetie de centre G, de rapport — 2. 


Correction de l’exercice 4894 ▲ 

Repere (A.AB.AC). 


504 


Correction de l’exercice 4895 ▲ 

M\ i — > M4 est affine, et echange A et B. => involutive. 


Correction de l’exercice 4896 ▲ 

1 . 

2. G et les symetriques de A.B.C par rapport aux milieux des cotes opposes. 


Correction de l’exercice 4898 ▲ 

1 . Soit a' = ( A 7 A,A 7 B ) : 

' ’ / sin(a/2) sin(cr)’ sin(a/2) sin( 7 r— a') 

2 . 1 = Bar(A : a.B : ft,C : c). 


Correction de l’exercice 4899 ▲ 


1 _ tan 7 

tan p ' 

2. = Bar(A: tana,*: tan 0 ,C:tany)= Bar (A: ^,B : ^,C: ^). 


Correction de l’exercice 4900 ▲ 


1 . Parabole. axes = i 



1 

5 



. sommet : X = 


4 y 16 

5’ 1 5 


2 . Ellipse. £2 = 

3 . Ellipse. O. = 

4 . 

5 . Centre ( ^ 


, axes a — f , f > 
, axes a — f , f , 


a = 2,b= y/2. 
a = \/2, ft = 




m 

<0 


ellipse horizontale. 

0 

< 

m 

< 1/2 


hyperbole verticale. 

1/2 

< 

m 

< 1 

=>• 

hyperbole horizontale. 

1 

< 

m 



ellipse verticale. 


Correction de l’exercice 4901 A 

axes d’ angle — / arctan 2 [jt/ 2], excentricite = 




Correction de l’exercice 4902 ▲ 

^ : x 2 ( 1 — e 2 ) + y 2 + 2 e 2 dx — e 2 d 2 = 0 
T u ,v : x(m (1 — e 2 ) + c 2 d) + vy = e 2 d(d — u ) 
uv' — u'v = 0 x = d. 


Correction de l’exercice 4903 ▲ 
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1. Soit O ce milieu. La tangente en M est parallele a ( FH' ), et passe par le milieu de [F,H], done par le 
milieu de [H.H']. 

2. Calculd’ angles. (MO.MF) = (. FH',FM '). 


Correction de l’exercice 4904 ▲ 

Soit O' ce centre. Les triangles MPQ et MAB sont semblables, done O’ est l’image de O par Lhomothetie de 
centre M qui transforme A en P. 

Soit ( A'B ') la symetrique de (. AB ) par rapport a O. D’apres l’homothetie, 

O'M _ OM _ OM- O'M _ 00' 

d(0',A) ~ d{0, {AB)) ~ CSt6 ’ ~ d{0,{AB))-d{0', A) “ d{0', (A'B’)) ' 

Done O' decrit une partie d’une conique de foyer O et de directrice {A'B'). 


Correction de l’exercice 4905 ▲ 

Repere {OZ-fJ) => parabole p = 


Correction de l’exercice 4906 ▲ 

arcs de paraboles de foyer F et de directrices A, A', paralleles a D a la distance 2 a de D. 


Correction de l’exercice 4908 A 

A : (t 2 /2p,t), B : (ir/2p,u) avec t{t + u) = —2 p 2 . AB est minimal pour t 2 = 2 p 2 et vaut alors 3p\/3. 


Correction de l’exercice 4909 ▲ 


1. Parabole : y 2 


2px x = 2 pt~,y = 2 pt. Corde : 


2 pa 2 
2 pa 

1 


2 pb 2 
2 pb 

1 


x 


y 

l 


= o. 


2. a 2 + ab + ac + bc+ 1=0. 

o „ a 1 +ab + 1 

3- c ~ a+ b ■ 

{ BC ) : {2pa +y)b 2 + {2pa 2 + 2p — x)b — {ax + a 2 y + y) = 0. 
Point fixe : y = —2 pa, x = 2 p{a 2 + 1). 

4. Parabole translatee de & de (2p.O). 


Correction de l’exercice 4910 A 

1 . M = {2pt 2 ,2pt) 2t 2 + 2tto + 1 = 0. II y a deux solutions si |fo| > V2, une seule si |?o| = \/2 et aucune 

si |t 0 | < V2. 

2. t\+t 2 = —to, tj +t 2 = tg — 1- Centre : (4 pt^ — 2p,0) (1/2-droite). 


Correction de l’exercice 4911 ▲ 

1 . xc — xa = 2p ± a/4 p 2 + 8 pxA. 

2. x n+ i =x„ + A/8px, ! +4p 2 +2p=x„^l + y^+o^^=^ done y/x n+ i = ^/x^+y/2p+o{l) etx„ ~2 pn 2 . 


Correction de l’exercice 4912 ▲ 
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Soient P.P' les symetriques de F par rapport aux tangentes. Done F'P = F'P' = 2a. 

Le triangle FPP' est rectangle, done T est le milieu de \P,P'], et TF = TP = TP' . 

Done, TF 2 + TF' 2 = F'P 2 = 4 a 2 . 

TF 2 + T F' 2 = 2T O 2 + OF 2 + OF' 2 done T appartient au cercle de centre O et de rayon \J a 1 + b 2 . 


Correction de l’exercice 4913 ▲ 


1 . a 2 u 2 +b 2 v 2 — w 2 = 0 . 


2. M : 


2a cos 6 
2 a sin 8 


,P: 


2a cos a 
2 a sin a 


(MP) est tangente a S” 8 = a [27t] . 


Correction de I’exercice 4914 


1 . 


(l-a) ; 


+ & 2 =d 2 . 


▲ 


Correction de l’exercice 4915 ▲ 


Correction de l’exercice 4918 ▲ 

Hyperbole d’excentricite avec (73. A) = | — a. 


Correction de l’exercice 4919 ▲ 


1 . xy = ?r. 


Correction de l’exercice 4921 ▲ 

1 . MH = \MF IMH. IMN, et INF sont semblables. 


Correction de l’exercice 4922 ▲ 


Soit a = (AM, AO). 


OM 
sin a 


AM 

sin(2a) 


2 cos a = AM. 

AM : 

OM 


Al-Khashi => (OM - OA) = (OM - OA)(OM + OA). 


OM = OA => a = § . 

OM 7 ^ G4 OM = 2d(M,A) oil A est la mediatrice de [0,A], et M est du cote de O. 


Correction de l’exercice 4923 ▲ 


" : (-™e) = ' hyperbole - 


Correction de l’exercice 4924 ▲ 


On se ramene a une hyperbole d’equation xy = 1. Soient A = 

(~lki- abc ) 




Alors H = 
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L' equation du cercle circonscrit a ABC est : x 2 +y 2 + ax + /3y + y = 0 et les points communs au cercle et a M J 
verifient done : x 4 + ax 3 + Jx 2 -\- fix + \ = 0. On connait 3 racines : x = a.b. c done la quatrieme est q = ce 
qui prouve que Q et H sont symetriques par rapport a O. 


Correction de l’exercice 4925 A 

1. vp = 1, 1 ± y/2. er : X 2 + (1 + \Jl )Y 2 + (1 — y/2 )Z 2 + | = 0 =>■ hyperboloide a 2 nappes. 

2. vp = - \ , - § , 0. er : - \ (X 2 + Y 2 ) + | = 0 => cylindre de revolution. 

3. vp = 0,0, 14. er : 14Z 2 + 4 = 0 =>• 0 . 

4. vp = 0, — 1 ± y/l . er : — (1 + \/l )Y 2 + (— 1 + y/l )Z 2 + 3 = 0=^- cylindre hyperbolique. 

5. vp = 0, 2, 3. er : 2 Y 2 + 3Z 2 - ^ = 0 => paraboloide elliptique. 

1 1 y2 Y ^ 9 

6. vp = — 1. er : — % — V+^“ + l = 0=^ hyperboloide de revolution a une nappe. 

7. vp = 0, — er : = 0 =>• deux plans secants. 

8. vp = 0, er : Y 2 — Z 2 = \/2 =>• cylindre hyperbolique. 

9. vp = 1 , 1 , 0. er : X 2 + Y 2 = ^ =>■ cylindre de revolution. 


Correction de l’exercice 4928 ▲ 


, («o-x 0 z ) 2 i {yzo-yoz ) 2 

L - a 2 + b 2 


2. yo = 0, 3-1 = 1. 


c- 


(z-zo) 2 . 


Correction de l’exercice 4929 ▲ 

1. 

2 . 

3. Non lorsque la valeur propre mediane est nulle (paraboloide hyperbolique, cylindre hyperbolique, cy- 
lindre parabolique, plans). 


Correction de l’exercice 4930 A 

1. x 2 +y 2 = 1+A 2 z 2 . 

2 . 


Correction de l’exercice 4932 ▲ 


1. Hyperbole equilatere d’ asymptotes : 


x — z — 1 = ±)V 2 
x + z = 1. 


2. x 2 +y 2 = 2z 2 , cone de revolution. 


Correction de l’exercice 4933 ▲ 

A1A2A3 = = \ =>■ V = 


Correction de l’exercice 4934 ▲ 

A = 0 : 5 = (0,0,0), cone de revolution. 
A = | : 5 = (|, |, |), cone de revolution. 
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Correction de l’exercice 4936 ▲ 


MP _ MQ _ MR 

a 2 h 2 c 2 


Correction de l’exercice 4939 ▲ 

e < 1 : ellipsoide de revolution, e = 1 : cylindre parabolique, e > 1 : hyperboloide de revolution. 


Correction de l’exercice 4940 ▲ 

Ellipsoide. 


Correction de l’exercice 4941 ▲ 

x 2 cos 2 9 + y 2 — 2. xz cos 9 sin 9 — z 2 cos 2 9 = 0 =>■ cone elliptique. 


Correction de l’exercice 4942 ▲ 

Soit r le rayon de S et h la distance du centre / de .S' a P. On choisit un repere tel que P = Oxy et / = (0,0,/i). 
Soit S' une sphere de centre M(x,y,z) : 

Pour z > 0 : ,S et S' exterieures 2 (h + r)z = h 2 — r 2 +x 2 +y 2 . 

S a l’interieur de S' <=> 2(h — r)z = h 2 — r 2 +x 2 +y 2 si h > r. 

S' a l’interieur de S <=> 2(h — r)z = h 2 — r 2 +x 2 +y 2 si h < r. 

Pour z < 0 : S et S' exterieures o 2 (/j — r)z = h 2 — r 2 +x 2 +y 2 si h < r. 

S' a l’interieur de .S O 2 (h + r)z = h 2 — r 2 +x 2 +y 2 si h < r. 


Correction de l’exercice 4944 ▲ 

Droite orthogonale a S A (7, Vt ± ou 0 ou . 


Correction de l’exercice 4947 A 

Soit un torseur : on decompose 27 {A) en aAB A BC + /5AB A BD + yAC A CD, et R en a'AB + P'AC + / AD. 
famille generatrice. 


Correction de l’exercice 4949 ▲ 

Cercle circonscrit au triangle A'BC symetrique de ABC par rapport a (BC). 


Correction de l’exercice 4950 A 

xAM 2 +yBM 2 +zCM 2 = r 1 - OM 2 avec = c C(0. r ). 
xyAB 2 +xzAC 2 +yzBC 2 = xAM 2 + yBM 2 + z.CM 2 . 


Correction de l’exercice 4952 A 

Nous savons que la distance d’un point Mo(xo,yo) a une droite D d’equation ax + by + c = 0 est donnee par la 
formule d(M 0 ,D ) = 

Pour une droite D-. la formule donne : d ( . D-. ) = K 1 ^ bo+ 2 A^o (4h+ A[ 

A K y/(\~V-) 2 +4V- 

Analyse. 

On cherche un point Mq = (xo,yo) tel que pour tout A, d(Mo,D = k ou est une constante. 

L'egalite d(M().D- A ) 2 = k 2 conduit a 

((l-A 2 )x 0 + 2Ay 0 -(4A+2)) 2 = A: 2 ((l-A 2 ) 2 + 4A 2 ) 
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pour tout A £l. Nos inconnues sont xq . yo . k. On regarde l’egalite comme une egalite de deux polynomes en la 
variable A . 

Pour ne pas avoir a tout developper on raffine un peu : on identifie les termes de plus haut degre en A 4 : 
XqA 4 = k 2 A 4 done x 5 = k 2 . 

En evaluant l’egalite pour A = 0 cela donne (jeo — 2) 2 = k 2 . On en deduit (jto — 2) 2 = xg dont la seule solution 
est xo = 1 - Ainsi k = 1 (car k > 0). 

L’egalite pour A = +1 donne (2yo — 6) 2 = 4 k 2 et pour A = — 1 donne (— 2yo + 2) 2 = 4k 2 . La seule solution est 
}’o = 2. 


Synthese. Verifions que le point de coordonnees Mo = (1,2) est situe a une distance k = 1 de toutes les droites 

Ih, 

Pour (xQ,y 0 ) = (1,2), on trouve : d(M 0l D x ) = = J^j )2 = ppjij = 1- Done M 0 = (1,2) 

est bien equidistant de toutes les droites D A . 


Correction de l’exercice 4954 ▲ 

Decomposer les rotations en sy me tries. 


Correction de l’exercice 4955 ▲ 

la symetrie centrale (a + /3 + y = n) autour de K, point de contact du cercle inscrit et de (AC). 


Correction de l’exercice 4957 ▲ 

2 _ 

x' = —^4 , y = ^ ~ cl * y , M' est bien defini ssi M n’appartient pas au cercle de diametre [AO], 

x 2_\_y2_ ax x 2_\_y2_ax 

Soit D le demi-disque superieur de diametre [AO], D est caracterise par les inegalites x 2 + y 2 — ax < 0, y > 0 
d’ou x' < 0 et y' > 0. La reciproque se traite (peniblement) en remarquant que seuls les points de D ont une 
image dans ce quart de plan et que / est quasi-involutive. 


Correction de l’exercice 4958 ▲ 

Droite parallele a (AC) passant par D = Bar(A : 1,5 : — |). 


Correction de l’exercice 4959 ▲ 

Pour k = — 1,-5 : plan mediateur de G = Bar(A : l,B : 2,C : k) et/ = Bar(D : 1 ,E : 1 ). 
Pour k y — 1 , —3, —5 : sphere de centre O = Bar(G : (3 + k) 2 ,I : —4). 

Pour k = — 3 : sphere de centre I. 


Correction de l’exercice 4960 ▲ 

221Ci = (949, 149, -615), 93C 2 = (128, -71,397). 


Correction de l’exercice 4961 ▲ 

Ap = 5 , A), Aq = (1, 1 - §, |), A r = (1 - j, 1, |), A s = (-qy 1 , 

coplanaires 8 A + 3 A 2 + 3A 3 = 0 A = 0 . 


1+3A l(U-4 \ 

11 > 11 r 


Correction de l’exercice 4962 ▲ 

1. n: (1,1,1),/? = V5. 

2. (ABC) \ x+y + z = 6. {ABD) : 4x - 2y + z = 3. (ACD) : x + 4y-2z = 3. (BCD) : lx+y — 5z = 12. 
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3 . 


I : (a,b,c) 44 < 


6 —a—b—c 
4a — 2b + c — 3 
a + 4b — 2c — 3 
12 — la — b + 5c 


r\J 3 
r\J 21 
r\/ 21 
rs/T5 


<4 


2 a 
2b 
2c 
2 r 


9-2/7 

6-/7 

3 

/2T-2/3. 


Correction de l’exercice 4963 ▲ 

H: (-18/54, 8/54, -28/54), K: (7/54,13/54,-33/54). 


Correction de l’exercice 4964 ▲ 

H : (—2/19,28/19,35/19), K : (—6/19,40/19,23/19), <7 = 4/19. 


Correction de l’exercice 4965 ▲ 

Soient B' , D' les projetes de B, D sur (AC). Alors BB' = DD' done la perpendiculaire commune a (AC) et (BD) 
passe par le milieu de [B, D]. Par symetrie, elle passe aussi par le milieu de [A,C] et par Pythagore AB = CD. 


Correction de l’exercice 4966 ▲ 

a/V 2. 


Correction de l’exercice 4967 ▲ 


a 1 — (jf+2y-z+3) 2 , (3 .y+3j+11) 2 

a — g “I" 9 


Correction de l’exercice 4968 ▲ 

14^ = 13x — 2y — 3z + 4 
< 14/ = -2x+ 10y-6z + 8 
k 14/ = —3x — 6y + 5z+ 12. 


Correction de l’exercice 4969 ▲ 

D ' : (9/53,40/53,-117/53), E ' : (—14/53,32/53,23/53), u : (23,8,-140). 


Correction de l’exercice 4970 ▲ 

2x — ly — z= —1. 


Correction de 1’exercice 4973 


COS0 = 1 — 


1 


2 sin 2 (tt/5) 


Vs' 


A 


Correction de l’exercice 4974 ▲ 

x 2 +y 2 +z 2 -\0z = 9. 


Correction de l’exercice 4975 ▲ 

Soient A.B deux points de S distincts. Intersection de S avec un plan passant par A et B =4 S est reunion de 
cercles passant par A et B. On considere le plan mediateur de [A.B], P qui coupe S suivant un cercle 'C de 
centre O. Le plan Q = (OAB) coupe S suivant un cercle V?' . c £ et ont en commun les points C, D. (CD) est 

mediatrice de [A, B] dans Q done est un diametre de ( C et passe par O, done est aussi diametre de A'. Ainsi ( C et 
V?' sont deux cercles de meme centre et meme rayon dans des plans perpendiculaires. En considerant les plans 
coupant P et Q a angle droit, on obtient que S est une sphere de centre O. 
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Correction de l’exercice 4976 ▲ 

Soient D,u,a l’axe, le vecteur, et Tangle de g. Alors fogof~ l est le vissage d’axe f(D), de vecteur f(u), et 
d’ angle a. 

On veut que ce soit g, done D est invariant par /, ce qui implique que D soit l’axe de /. 

Reciproquement, si / et g ont meme axe, alors ils commutent. 


Correction de l’exercice 4977 ▲ 

Soit v = cq o ob. (vissage autour de la perp. commune a D\ et D 2 ) 

Ci o 02 o <73 est un ^-tour =>■ vo (73 o vo 03 =id, done (73 o vo a 3 _1 = v _1 . 

L’axe de v est done invariant par <73, done parallele ou perpendiculaire a D3. Si parallele, alors (7i o 02 o 03 est 
encore un vissage =$■ ne convient pas. 


Correction de l’exercice 4978 ▲ 

d Al) (D) = D. d AC (D) = D' tq AD' = DC. 

La droite (AD') est parallele a (DC) qui est perpendiculaire a (AB). 

Done f(D) = d AB (D') = D" tq AD" = CD. 

d AD (D" ) = C, d AC (C) = C, f(D") = d AB (C) = C tq AC = CB. 

d AD (C') = C" tq AC" = BC. d AC (C ") = B, f(C') = d AB (B) = B. 

d AD (B) = B' tq AB' = BD. d AC (B') = B" tq AB" = DB. f(B) = d AB (B") = D. 

Soit E le symetrique de C par rapport a (BD) : f est le j-tour autour de (. AE ) envoy ant D sur B. 


Correction de l’exercice 4979 A 

ABC equilateral : 12, ABC isocele : 4, ABC scalene : 2. 


Correction de l’exercice 4980 ▲ 


1. 24 elements : 

identite 

rotations autour de l’axe d’une face 
symetries % plan mediateur d’une arete 

Jr-tou r autour de la perpendiculaire commune a deux aretes opposees 
I -tou r autour de la perp. . . .+ symetrie % plan median 

2. 48 elements : 


identite 


(1) 

symetries 

% plan median d’une face 

(3) 


% plan diagonal d’une face 

(6) 


% axe d’une face 

(3) 


% axe d’une arete 

(6) 


% centre du cube 

(1) 

rotation 

±27t/3 autour d’une diagonale 

(8) 


±7t/ 2 autour de l’axe d’une face 

(6) 

symetries-rotations 

±ti /2 % axe face 

(6) 


±tt/3 % diagonale 

(8) 


3. si les droites ne sont pas perpendiculaires : 

identite (1) 

i -tour autour de la perpendiculaire commune (1) 

Jj-tou r autour d’une bissectrice (2) 

si elles sont perpendiculaires, il y a aussi : 

symetrie % plan contenant une droite et la perp. commune (2) 


( 1 ) 

( 8 ) 

( 6 ) 

(3) 

( 6 ) 
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symetrie-^-tour autour de la perp. commune 


(2) 


Correction de l’exercice 4981 ▲ 

L'applicadon M\ i— > M 4 est affine done est une homothetie-translation (dim 1) et le coefficient d’homothetie est 
strictement inferieur a 1 . 


Correction de l’exercice 4984 ▲ 


1 . 

2 . 


3. m = 




(t-W- 




4. det (M 1 ,M") = 5 sin 4? + 3sin2f =>t = kn. 


Correction de l’exercice 4985 ▲ 


1 . 

m!(t) — 2(t— l)(f 2 +f+l)(f 3 — 3/— 1) 

m(t) ~ /(2/ 3 + l)(f 3 +2+3f) 


Correction de l’exercice 4990 ▲ 

1 . 

2. Repere (0,iig,vg) avec 6 constant =>■ point de concours : X = cos0, Y = sinP. 


Correction de l’exercice 4991 ▲ 

Coordonnees polaires : p = | ( 4 cos 6 — ) avec A = (a, 0). 


Correction de l’exercice 4992 ▲ 



La courbe est symetrique par rapport a Oy. M(p. 0) = M\ (p\ . 6\ ) si et seulement si 

= 6 + 71 [ 2 k ] 

Pi =~P- 

Dans le premier cas, p = p 1 44- 66 1 = — 1 pour 6 ^ 6 1 ce qui donne l’equation en 6 : 

6 2 +2kn6 + 1=0 

avec k e Z. Cette equation a k fixe non nul admet deux racines, ce qui donne deux families de points doubles. 
De meme, le second cas ammene deux autres families definies par l’equation : 

6 2 + (2k + \)n6 + l = 0. 


6i = 6 [2 n] 
Pi =P 
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Correction de l’exercice 4993 ▲ 


1 . 





asymptotes : y = =bc\/3 — 1 

la courbe traverse ses asymptotes au point de concours 



asymptotes : x±yy / 3 


4 

3 
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5 . 



6 . 



asymptotes : 3;t±y\/3 = — 1 
7. 




9. 
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10 . 



11 . 



Correction de l’exercice 4994 ▲ 

1 . y = ae bx . 

2. y = ±\/ax + b. 

3. {a-x) 2 +y 2 = b 2 . 

4. x = a (in | tan 4 1 +cosf) +b, y = asint. 

5. y 2 = V +a 2 ln \x\ +b. 


Correction de l’exercice 4995 ▲ 

P = ae+b- 

2. p = a6 +b. (Spirale d’Archimede) 


Correction de l’exercice 4996 ▲ 

D = Ox => xt =x — y, xn = x+^r =4- 2x+y (t — j) = a (cste). 

On derive : 2x' +y' (t - j) +;y(l + £) =0 => y' (f + y) +y(l + £) = 0. 
=^y = y, x = b+ (Parabole) 


Correction de l’exercice 4997 ▲ 


D = Ox ^ xt =x — y, xn = x+yr ^ y (t + j) =a (cste). 

y=^ et ^ =t y^ x = a { ln vm + w) +b - 


Correction de l’exercice 4998 ▲ 

La tangente ne doit pas etre parallele a Oy, done on peut parametrer 2? sous la forme : y = f(x), ce qui donne 
1’ equation : 

\x+yy'\ = \y\y/l + / 2 <3-2 xyy 1 =y 2 —x 2 . 
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(equation homogene) on obtient : y = + yXx — x 1 . Les courbes cherchees sont des arcs de cercles centres sur 
Ox passant par O. 


Correction de l’exercice 4999 ▲ 


par une abscisse curviligne s. Soient 
M = (x,y) & c tf, I = (x — R c -j- ,y + R‘y) l e centre de courbure en M ou R est le rayon de courbure. On veut 


On suppose que la droite est Ox et on parametre la courbe cherchee, 
= |y + i?cos<p| d’oii : 


\R\ = 


y+R d Ts 


dR dy d(p dR dR 

± — = — — i?sm<p— — |- —cos <p = —cos (p. 
ds ds ds ds ds 


Ceci implique = 0 done R est constant (cercle) ou (p = 0 mod n (droite horizontale). Le deuxieme cas est 
exclu (courbe bireguliere) done il reste le cas d’un cercle qui convient s’il est tangent a Ox. 


Correction de l’exercice 5000 ▲ 

y + 2i?cos <p = ±2R =>- 2^ sin % + Rcos j = 0 ou 2^ cos j — Rsin % = 0. 

cas 1 : R = . K /0 , x = 2K\n [tan ? I — 4/Tcos % +L, y = \K sin ?. 

cas 2 : R = cos ^ 2 , x = — 2Adn |tan | + 4/Tsin % +L, y = — 4/Tcos f . 


Correction de l’exercice 5001 ▲ 

M + at £ Ox (ttactrices) x = a cos <p + aln| tan<p/2| +b,y = tzsinip. 


Correction de l’exercice 5003 ▲ 


1 . x = /''cosln|t|dt, y = f s sinln |f| dt, p = ±^e e+7t / 4 . 

2 2 

2. x = cos y du, y = Jq sin y du (Clothoideou spirale de Cornu) 

3. x = 11(9 sin <p + cos <p), y = a(— <pcos<p + sin<p). 

4. x = ln|tan(f + f)|, y = ^ = chx. 

5. x = %(sin2(p + 2(p), y = |cos2<p (cycloide). 


Correction de l’exercice 5004 ▲ 

Developpante de cercle : j- s = 'jfs^ jjk = r - 

=>x = xo + r(cos<p — 1 + <psin<p), y = yo + r(sin (p — (pcostp). 


Correction de l’exercice 5005 ▲ 

s ■ • asin2<p . a(p . i asiirffl , i -j \ 

y = | sin (p =>- s = a sin (p =>- x = — ^ + -f + b, y = — y- 31 ■ (cycloide) 


Correction de l’exercice 5006 ▲ 

Soit 6 Tangle polaire de OM : MC = j^n et MN = ^ n . 

M = ^ (p = j + b ^>V = aO + b avec a = \ - 1 . 

Y = tan(n 0 + b) =>- p = A cos(n 0 + b)~ l ! a si a / 0 ou p = Xe^ e si a = 0 . 
k = I Spirale logarithmique. 
k = | =>■ Parabole de foyer O. 
k = 2 => Cardioide. 
k = j => Hyperbole de centre O. 
k = — !=>■ Lemniscate de Bernouilli. 
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Correction de l’exercice 5007 ▲ 


1 . 




asymptotes : y = =bc 
x — y ~ 1 / (4x) => aire intinie 

y = 0^t = 0,{V6±V2)/2 



asymptote : y = ^ ^ (traversee) 
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5 . 



asymptote : y = x 

6 . 



inflexions : tan | = 0, ±3 
7. 



hyperbole : (y + 2) 2 — x 2 = 4 

8 . 



asymptote : x + y = — 1 
equation cartesienne : x 3 + y 3 = 3xy 
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9 . 



asymptote \ x + y = e 
branche parabolique horizontale 

10 . 



branche parabolique horizontale 
rebroussement pour t = 1 

11 . 



branche parabolique de coefficient 1 

12 . 



asymptote : y = 2x + | 

point double : t 2 + t = l, x = y = — lies tangentes sont orthogonales 


Correction de l’exercice 5008 ▲ 
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1 . 



branche parabolique horizontale 

2 . 



branche parabolique de coefficient 1 
3 . 



inflexion : cos t = | 
4 . 



rebroussement : cos 2 1 = \. 
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5 . 



Correction de l’exercice 5009 ▲ 

v 3cos0— cos30 ,, 3sin0— sin30 

x 4 9 y 4 


Correction de l’exercice 5010 ▲ 

M = (Pcos O.PsinO), S = (a, 0) : 

On obtient les equations parametnques : x = R _ acos9 , v = w ac()se . 

o 2 

Pour P / a, il s’agit de la conique de centre O et d’equation cartesienne : + 2 ^ 2 = 1. 


Correction de l’exercice 5011 ▲ 


f 2 px = t 2 + lit + hr / 2 0 2 , 

yA = t =$■ \ => parabole y~ + lr /A = 2px. 

ly = t + /?/2 


Correction de l’exercice 5012 ▲ 


Ja = t,y B = u=>C : ; aire = 

enveloppe : M = mil(A,P), parabole y 2 + a 2 /4 = 2/uc. 


Correction de 1’exercice 5013 ▲ 


1. F. 

2. M= ( t 2 /2p,t ), M' = (t a /2p,t') 
F ) 

' = ¥( m2 + ip) 


=>• tt' = -p 2 =>- 


*= 


1 w- ' ~t“ — 2 * 

) “ avec 11 = (Parabole passant par 

y=n u -- u ) p 


3 . 


i \ 3 




Correction de l’exercice 5014 ▲ 

1. Foyer. 

2. Point d’ impact : Point caracteristique : 


Correction de 1’exercice 5015 ▲ 


M = (t 2 /2p,t) =$■ I = ( 3t 2 /2p + p , —t 3 / p 2 ). Soit P = (ir/2p,u) : 
IP = IM o (; u — t) 3 (u + 3f) = 0 =>• u = —3 1. 
x = — 3t 2 /2p 
y = 3t. 


Enveloppe : 


(Parabole) 
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Correction de l’exercice 5016 ▲ 

/?(cos 0 — sin 0) 

coni q ue d’excentricite ^ . 

•' 2+e(cos0— sin0) 


Correction de l’exercice 5017 ▲ 

3x = cos 2 6 + 2 cos 6, 3y = sin 20 + 2sin0 : cardioide a rebroussement en (—1/3,0). 


Correction de l’exercice 5018 ▲ 

'y 

D = Ox, rayon = 1 \ x = 9 — cos 0 sin 0, y = sin 6. pt caracteristique = projete de 7. 


Correction de l’exercice 5019 ▲ 

/«(l+cos?)\ /2acos?(l+cos?)\ , 

M = . =£- P = „ . . Hypocycloide a trois rebroussements. 

y asmt J \2asmt(\ -cost) J J 


Correction de l’exercice 5020 ▲ 

x = ncos40, y = nsin40. 


Correction de l’exercice 5021 ▲ 

1. x =^f-{a 2 + (a 2 -b 2 )sin 2 t),y=^f{b 2 -{a 2 -b 2 )cos 2 t). 

2 . 

3. Point stationnaire ssi a 2 > 2b 2 , obtenu pour sin 2 ? = ) . Rebroussement de l ere espece. 


Correction de l’exercice 5022 ▲ 


) x —— 2/^ 

(Parabole) 

y = t /a. 


Correction de l’exercice 5024 ▲ 

1. sh 2 f. 

2. 0-thi 


Correction de l’exercice 5025 ▲ 

2 — x/2 + 31n(l + v/2). 


Correction de l’exercice 5026 ▲ 


1. 4\/2 + 4 

2. 4. 


arccos -4= — n = 

%/3 


4 \/2 + 4 arctan \/2 — n. 


Correction de l’exercice 5027 A 

y/x+^Jy = 1 =4- 2^/xy = 1 — x— y (jc— y) 2 = 2{x+y) — 1. La courbe est un arc de parabole d’axe la premiere 

bissectrice et tangent aux axes en (1,0) et en (0, 1). 
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Longueur : x — y = sh?, 2(x+y) = ch 2 ? =4> x = \c\rt + ^ sh?, y = jch 2 ? — y sh?, yV 2 + y n - = 

/ _ rargsh 1 c h 2 tdt _ ln(l+y/2) , 

>t=- argshl y/o y/l ' 


Correction de l’exercice 5028 A 

Soit (dj) une subdivision de [a,b\ et P la ligne brisee passant par les points (a,-, /(«,■)). On montre ci-dessous 
que pour toute courbe rectifiable L situee au dessus de P et ayant meme extremites, on a long(L) ^ long(P) 
(resultat intuitivement evident : planter des clous aux points («/./'(«/)) et attacher un elastique en ( a,f(a )) et 
(b.f(b)), passant au dessus de ces clous). Cela etant montre, l’inegalite demandee en resulte en faisant tendre 
le pas de la subdivision vers zero. 

Demonstration du thm de l’elastique : par recurrence sur le nombre n de segments de P. Pour n = 1 c’est un 
fait connu. n— 1 n : si L passe par (a\ ./(cq )) alors Phypothese de recurrence s’applique. Sinon, notons D 
la demi-droite issue de (ao,f(ao)) et passant par (a\,f(ci\)). Par concavite, P est en dessous de D. L contient 
un point d’abscisse a\ strictement au dessus de D, et aboutit en ( b,f(b )) en dessous de D, done il existe un 
point (u,v) sur L n D avec u > a\. En remplaqant Parc (ao,f(ao)) - (u, v) de L par le segment correspondant 
on obtient une ligne L' plus courte que L, encore au dessus de P, et qui releve du premier cas. 


Correction de I’exercice 5029 ▲ 


1. x = -4 ? 3 ,y = ^?I 


-3d 


2. x = 6cos? — 3cos2?, y = 6sin? + 3sin2?. 

3. x = ? + sin?, y = — 1 +cosf, I t =M t _ n + (n,— 2). 

4. x = a(cos 3 ? + 3cos?sin 2 ?), y = ^(sin 3 ? + 3sin?cos 2 ?). x±y = a(cos? ±sin?) 3 =>■ similitude de centre 
O, rapport 2, angle f . 

5 x , — 3P+1 v _ jd+3 
j- Xj - 2x 3 ’ yi - lx ■ 

6. x = (a- cos 3 ?, y=(b- g £ 

7. p = e Q - n l 2 . 


sin 3 ?. 


„ 2+cos0— cos 2 0 

si O 1 


sin 0(1— cos0) ..i . 4 .u' 4 .' 

y = s cardioide homothetique. 


Correction de l’exercice 5030 ▲ 
Calcul. 


Correction de l’exercice 5033 A 

1. 

2. Cercle de centre (^,0) et de rayon 


Correction de l’exercice 5034 ▲ 

R = \ aux sommets principaux (0, ±1) et R = \/2 aux sommets secondaires (±l/\/2,0). 


Correction de l’exercice 5035 ▲ 

156 

125v/2 - 


Correction de l’exercice 5036 ▲ 

/(O) = A => / = (-A - A 3 , 1 + A 2 ). 
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Correction de l’exercice 5038 ▲ 


C[ = g ^ ± cj ou c est la courbure enMetc' = ^ . 

Dans le repere de Frenet, les normales ont pour equations : X = 0, ±X = acY — a, done se coupent en C. 


Correction de l’exercice 5039 ▲ 

1. Soit 0 Tangle polaire de D. Dans le repere (0,Uq,vq), apour equation : Y = aX 2 +bX. 

On veut que & soit tangente a Oy, soit b = — tan 6 et que le rayon de courbure soit R, soit a = 
Equation dans Oxy : x 2 sin 2 6 — 2xy cos 0 sin 9 + y 1 cos 2 9 — 2 Rx cos 2 0=0. 

2. O. 


Correction de l’exercice 5040 ▲ 

1 . 

9 4T+fl(l— F) _ b-3t 2 +2ar 

1+r 2 > 1+f 2 


Correction de l’exercice 5041 ▲ 


x = nln tan (j + |) 


y = acost. 


Correction de l’exercice 5042 ▲ 

M\, M2, M3, M4 sont coplanaires si et seulement s’il existe a,b,c,d 6 M avec ( a,b,c ) / (0,0,0) tels que le plan 
P d’equation ax + by + cz — d = 0 passe par ces points, ce qui equivaut a : t\ J 2 J 3 J 4 sont les racines (distinctes) 
du polynome at 4 + bt 3 + ct 2 — d. Un tel polynome existe si et seulement si t \ + 1 1 hU + t\tyta, + ttfytA = 0 

soit : )" + ^ + ^ + ^= 0si aucun des t; n’est nul. 

<1 <2 <4 ' 


Correction de l’exercice 5043 ▲ 


1. 

2 . 


dT _ 

ds ~ 

Tl = 


-? a = s - ft = 4 £ = 


Ni =-N,c 1 =c. 


Correction de l’exercice 5044 ▲ 


Cl 



ct'-Tc' 
c(c 2 +t 2 ) ' 


Correction de 1’exercice 5045 ▲ 


a = - 

c 


Pt caracteristique : P = M + a{s)N + b(s)B : CNS q a h'- a 'b 


ristique se projette sur I. 


|^=arctan {b/a)' = x. 


Rmq : le point caracte- 


Correction de l’exercice 5046 ▲ 

B = f + 2k^s 2 ^+s^ + f = -k. 

on pose s = e u : OM = e u cos uA + e u sin uB — e u k oil (. A,B,k ) est orthogonale et ||A|| = ||fi|| = p| 
(spirale logarithmique relevee sur un cone) 


Correction de l’exercice 5047 ▲ 

4x 2 +4y 2 -3z 2 = a 2 . 
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Correction de l’exercice 5048 ▲ 

(r) est l’intersection d’un cylindre hyperbolique et d’un plan. C’est une hyperbole dans ce plan. 

Pour M(x,y,z ) E T, on pose r = \f x 2 + y 2 et on elimine x et y entre les equations : 

' x 2 +y 2 = r 2 
< x 2 -y 2 -4x + 2 = 0 
^x + z = 1 . 

ce qui donne 2z 2 = r 2 , done F est incluse dans l’hyperboloide de revolution d’equation 2z 2 = v 2 + _y 2 et la 
surface cherchee itou. La reciproque est evidente. 


Correction de l’exercice 5049 ▲ 

L [sme%-pcose^x-(cosd% + psme^y + pz = pf-p 2 ^. 

2. f-p^=a(e)^f(p,e)=a(e)+b(0)p. 

3. 



Correction de l’exercice 5050 ▲ 



Correction de l’exercice 5051 ▲ 
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La normale en M est parallele ou secante a Oz<^ y ^ ~ x % = 0<t4>|^ = 044>/ = /(P)- 


Correction de l’exercice 5053 ▲ 

1. Hyperboloide de revolution a deux nappes. 

2. x = 2y,z 2 = l+5y 2 . 


Correction de l’exercice 5054 ▲ 

1. z = x 2 +y 2 . 

2. x+y = 

3. (x-y + \) 2 = 2(z-y+\). 


Correction de l’exercice 5055 A 

x 2 +y 2 +z 2 -2xz-2yz + 2z = 1. 


Correction de l’exercice 5058 ▲ 

/ {x + 2y)(y + 2z) \ 

1. ~(2x+y)(y + 2z) sauf pour M = ±-^(1,-2, 1). 
\ (2x+y)(2 y + z) / 

2. (x — z)(x+y + z) = 0. 

3. segment x = z € [— 1, 1] et ellipse x 2 + z 2 +xz = 1. 


Correction de l’exercice 5059 ▲ 

a 2 y 2 = {x 2 +y 2 )(r 2 -z 2 ). 


Correction de l’exercice 5060 ▲ 

y(x 2 + (y-l) 2 +z 2 )=z 2 . 


Correction de l’exercice 5061 ▲ 

x = |(1 +cosn), y = |(1 +cosn), z = v/fl 2 +> '~ sinn. 


Correction de l’exercice 5062 ▲ 


1. x 2 +y 2 +z 2 = a 2 . 


2 . 


On parametre (£) par : 


x = acosu / chv 
< y = asinu/ shr’ 


k Z = a th v. 


La tangente a la meridienne passant par M(u,v) est dirigee par ^ et la tangente a (r) passant par 

M(t,mt ) est dirigee par ^ +m^. Apres calculs, le cosinus de ces deux vecteurs vaut done est 

constant. 


3. Une courbe tracee sur (£) est definie par la donnee de u et v en fonction d’un parametre t. Le cosinus 
de Tangle entre cette courbe et une meridienne de (£) vaut " , done est constant si et seulement 

si le rapport v’ — est constant. En notant m cette constante et en prenant u(t) = t, on trouve les courbes 
deduites de (r) par rotation autour de Oz. 
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4 . 
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